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Vorrede. 


Die gegenwaͤrtige neue Auflage eines ſeit beynahe 
dreißig Jahren unausgeſetzt bey academiſchen Vor⸗ 
leſungen als Grundriß gebrauchten Buchs darf, un⸗ 
geachtet die Grundidee, wodurch ſich bey ſeiner er⸗ 
ſten Abfaſſung Methode und Form der wiſſenſchaft⸗ 
lichen Behandlung des Gegenſtandes beſtimmt ha⸗ 
ben, ſo wie einige der erſten Capitel, faſt unveraͤn⸗ 
dert geblieben ſind, in mehrfacher Beziehung eine 
neu bearbeitete genannt werden. 

Es würde beträchtlichen Stoff zu Eroͤrterun⸗ 
gen darbieten, wenn bie Gründe aller bey biefer- 
„wiederholten Bearbeitung vorgenommenen Veränderuns . 
gen hinfänglich entwickelt werden fullten. Kine dar⸗ 
auf gerichtete Darftellung mögte indeffen, wenn auch 
die befonderen Weranlaffungen vorhanden waren, 
deren es bebürfte, um eine Discuffion biefer Art 


ı 
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mitzutheilen, nicht hierher gehören, da fie bie Gren⸗ 
‘zen einer Vorrede weit, überfchreiten müßte, und 


dennoch für diejenigen, denen das Buch zum Seit: 


. faden ihres erften wiffenfcyaftlichen Studiums dienen 
fol, erft fpäter verftändlich werben Fönnte, alsdann 


aber für die mwenigften unier ihnen Intereſſe haben 
duͤrfte. 

‚Nur uͤber zwey unter den neuen Zugaben, von 
denen die eine theoretiſcher, die andere practiſcher 
Art iſt, mag hier, zur Rechtfertigung derſelben, 
eine kurze Anzeige geſchehen, da ihre Ungewoͤhn⸗ 
lichkeit leicht Befremden erregen moͤgte. 

Es iſt eine allgemein angenommene conventio⸗ 
nelle Form geworden, einen der wichtigſten Theile 


der mathematiſchen Wiſſenſchaften die Theorie der 
approximativen Beſtimmungen, in ben Elementen 


durchaus nicht in Anregung zu bringen, fondern 


Betrachtungen vorzubehalten. Diefe Theorie ift aber, 
bis zu einer beſtimmten Grenze, allerdings elemen⸗ 
tarifcher Behandlung faͤhig; ihr practifcher Nußen, 


ja ſelbſt ihre Unentbehrlichkeit für Diejenigen, welche 


fiber die Arfangsgründe hinapszugehn Fein ander: 


weitiges Beduͤrfniß haben, während fie von denſel⸗ 


ben Anwendungen zu machen vielfach genöthigt find, 


fpringt in die Augen; es iſt alfo ſchon aus diefer 

Urfahe von Wichtigkeit, ihr fo früh als möglich - 

eine Stelle unter den Zundamentallehren einzuräumen. - 
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Alles, was ihr angehört, fpäteren und höheren - 
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Selbſt Für die Darftellung und dad Studium ber 
höheren Theile ber Wiſſenſchaft ift e8 von weſent⸗ 
lichem Nußen, wenn die Keime der michtigften, im 
ihnen zur Ausführung und weiteren WBollendung 
Eommenben, Ideen und Methoden bereit in den 
Grundlehren hervorgetreten find. Dazu kommt nody, 
daß, in der Megel, in jenen höheren Tiheilen, dunkle, 
unvollftändige, mitunter felbft falfche Loͤſungen der 
Aufgabe: aus den bekannten Grenzen, zwiſchen de⸗ 
nen urſpruͤngliche Groͤßen liegen, fuͤr andere, die 
aus ihnen abgeleitet werden ſollen, gleichfalls Gren⸗ 
zen zu finden, zwiſchen denen dieſe enthalten ſeyn 
muͤſſen, gegeben zu werden pflegen. Die dabey 
meiſtens an die Spitze geſtellte bloße Verſicherung, 
daß die Gleichungen zwiſchen Differenzialen als 
Gleichungen zwiſchen Differenzen angeſehn werden 
koͤnnen, ſobald die Differenzen ſehr klein ſind, ver⸗ 
nichtet, ohne weitere und genauere Begruͤndung ihrer 


Anwendbarkeit, alle Sicherheit und Gruͤndlichkeit der 


Reſultate. So traͤgt namentlich eine der wichtig⸗ 
ſten elementariſchen Wiſſenſchaften, die ebene Tri⸗ 
gonometrie, in den uͤblichen Darſtellungen der fuͤr 
ihren practiſchen Gebrauch unentbehrlichen, dennoch 


aber oft gaͤnzlich weggelaſſenen, Lehren, welche den 


Zuſammenhang unter den gleichzeitigen Aenderungen 
der Grundbeſtandtheile eines Dreyecksumfangs, und 
die darauf beruhenden Grenzbeſtimmungen betreffen, 
die Spuren unwiſſenſchaftlicher und mangelhaiter 
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Behandlung nur zu fehr In ih, Wuͤrde z. B. 
ein fo verfehrter, für ‚die practifhe Geometrie fols 
genreich geworbener, Gaß, als der, welcher bes 
bauptet: unter allen Dreyecken gebe das gleichfeitige 
die größte Richtigkeit in Abfiht auf die Beſtim⸗ 
mung der Schenkel, wenn fie aus der Baſis und 
den Winkeln. an ihr ald Datis mittelbar abgeleitet 
werden ſollen, uͤberall haben hervortreten koͤnnen, 
wenn eine gehörige Theorie der Grenzbeftimmungen, 
auch nur elementarifh, ‚bey feiner Ableitung Des 

ruͤckſichtigung gefunden hätte? Wide jemals die, 
ein merkwürdige Beyſpiel gebankenlofer Rechnungss 
fertigfeit bdarbietende, von einem berühmten neues 
ren franzöfifchen Mathematiker eingeführte, neue 
Claſſe trigonometrifcher Formeln, die einen Winkel, 
für welchen nichts als eine feiner trigonometrifchen 
Functionen gegeben ift, aus diefer mit größerer Ge⸗ 


nauigkeit, mittelbar, ableiten wollen, als die Func⸗ 


tion felbft, wenn er unmittelbar aus ihr beſtimmt 
wird, gewähren kann, Eingang gefunden haben, wenn 
nicht jene Theorie gaͤnzlich vernachlaͤſſigt worden 
waͤre? Aus dieſen Gruͤnden ſind in dem vorliegen⸗ 
den Lehrbuche, als erſte ungewoͤhnliche Zugabe, zwey 
ganz neue Capitel, das eine der Arithmetik, das 
andere der Trigonometrie, beygefuͤgt, und bey der 
Rectification des Kreiſes, ſo wie bey der Flaͤchen⸗ 
berechnung, auf die erforderlichen Grenzbeſtimmungen 
bie noͤthigen Ruͤckſichten genommen worden. 
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Die Wichtigkeit logarithmiſcher und trigonomes 

triſcher Tafeln, theild für die Arithmetik, theils 
für alle. Anwendungen berfelben auf Geometrie, iſt 
‚unzweifelhaft; ber Beſitz folder Tafeln daher ſchon 
bey dem erſten Studium dieſer Wiffenfchaften uns 
entbehrlich. Da ‚fie für die meiften gewöhnlichen 
Anwendungen hinreihen, wenn fie auf einen gerins 
gen Umfang zufammengezogen werden, unb fi 
ebendedwegen in dieſer Form neuerlich fehr beliebt 
gemacht haben, fo ift Fein wefentliches Hinderniß 
vorhanden, fie in diefer Geſtalt einem zur Grund⸗ 
lage des Studiums beftimmten Grandriffe ber 
Arithmetik, ebenen Geometrie,- und Irigonometrie 
beyzufügen, und daburdy die Brauchbarkeit deffelben 
bedeutend zu erhöhen. Diefes ift dem” gemäß in 
dem vorliegenden jeßt geſchehen; die ihm angehängs 
ten Tafeln machen eine zweyte, ganz neue Zugabe 
deffelben aus. Ihre Einrichtung überhaupt zu ers 
flären, darf dem Wortrage vorbehalten werben, 
doch fey es erlaubt, auf zwey Puncte aufmerkfam 
zu machen, in denen ſich ihre Form von der allges 
mein üblichen unterfcheidet. 

Alle gangbaren Tafeln, für die Logarithmen 
fowohl, als für die trigonometrifchen Functionen, 
geben diefe Zahlen, abgebrochen in einer beftimmten 
Stelle, bald zu klein, bald zu groß, jenachden 
das Eine oder dad Andere eine „geringere Abwei⸗ 
hung von der Genauigkeit darbietet. Fuͤr nähernbe 
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Berechnungen aber, und bie dabey, wenn fie gehörig 
“geführt werden follen, erforberlichen Grenzbeſtimmun⸗ 
gen, iſt es fehr mefentlih, von den Zahlen, womit 


man rechnet, beftimmt zu wiffen, ob fie zu groß 


ober zu Hein find. Diefes machen bie hier al6 
Anhang beygegebenen Tafeln durch eine befondere in 
ihnen angebrachte Modification, ſowohl für die Zahs 
Ien, welche ‚fie enthalten, als auch für deren Diffe⸗ 
xenzen, möglich. . 

Als eine zweyte, weniger bedeutende, aber 
dennoch zweckmaͤßige Abweichung von der gewoͤhn⸗ 
lichen Form mag die hier fuͤr die trigonometriſchen 
Tafeln getroffene Anordnung, wobey Sinus, Coſi⸗ 


nus, Tangenten, Cotangenten und daneben auch die 


Logarithmen derſelben (mit Ausnahme ber von, den 
Eotangenten, welche fuͤglich gefpart werben Fönnen) 
auf der nemlichen Seite vereinigt find, bemerklich 
gemacht werden. Gie hat für ben Gebrauch ber 
trigonometrifchen Tafeln nicht allein in geometrifcher, 
ſondern auch in aꝛlytiſcher Wezchung unverkennbare 
Vortheile. 
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Einleitung. 


Erſte Begriffe von Zahlen, ihren Arten, und 
urſpruͤnglichen Verknuͤpfungen. 







| 1. Dae Begriff der Größe läßt ſich nicht aus. 
andern einfacheren bilden, fondern bezeichnet eine urs 
ſpruͤngliche Befchaffenheit, die nur durch unmittelbares 
Vorftelen der Gegenftände, benen fie zufommt, vers 
fändlich werden Tann. Es gibt folcher Gegenflände, 
welche Größen find, oder Größe haben, viele, von 
mancherlei verfchiedenen Arten, aber fie befigen ein ge⸗ 
meinfchaftliches Merkmal, welches ebendeöwegen - ben 
Grundcharacter aller Größen bezeichnet: Fähigkeit als 
aus gleichen Xheilen. beitehend gedacht zu werden, es 
fey nun daß folche gleiche Theile, von denen jeder ein 
aliquoter Theil der fie enthaltenden Größe zu heißen 
pflegt, Schon in ihr vorhanden find, oder durch Zerles 
gung, welche in biefem Kalle Qnotifirung ber Größe 
genannt werben mag, erſt in ihr geftiftet werden muͤſſen. 
| oo 1* 


Be. 


Eine Größe heißt continuirlich, wenn ihrer 
Berlegbarfeit in ‚gleiche Theile in Abficht auf deren An; 
zahl Feine Grenze gefeßt werden kann, jeder ihrer Theile 
alfo die nemliche Eigenfchaft befigt, Sie wird diſcret 
genannt, wenn man bey ihr zulegt auf gleiche heile 
zuruͤckkommt, die felbft nicht weiter in andre zerlegbar 
find. Continuirliche Größen find das eigentliche Object 
der theoretifchen Größenmiflenichaft. | 

Iſt eine Größe Vielheit von gleichen Zheilen, fo 
läßt fih ihre VBorftelung durch Wiederholung von der 
eines folchen Theils, erzeugen. Sind, allgemeiner, 
zwey Größen durch wieberholted Segen einer Dritten 
entftanden, fo ergibt ſich die Möglichkeit, die eine 
durch die andre-zu meffen, und ald Refultat einer Ne: . 
. gel zu gewinnen‘, vermoͤge deren, durch Bilden unde 
Setzen von gleichen Xheilen, aus der einen die ande 
abgeleitet werden fan, Der Ausprud einer folchen 
Hegel heißt eine Zahl. J | 


2. Ale Zahlenbildung ſtuͤtzt P ic auf die Poftulate: 
daß jede Größe beliebig wieberholbar. iſt, und im jede 
beliebige Menge gleicher heile zerlegt werden fan‘, fo : 
daß fowohl jede Vervielfachung als jede Quotifirung - 
derſelben ſelbſt. wieder eine Größe erzeugt, Sie, hebt 
‚mit dem Setzen .einer als befahnt und gegeben anges 
nommenen Größe,. die den Namen der Einheit ers 
hält, an, und vollendet fi durch die Angabe einer 
Regel, vermöge deren Aus diefer Einheit, oder einem 
durch vollzogene Quotifirung erhaltenen aliquoten Theile °. 
derfelben, eine andre Größe ald Vielheit erzeugbar iſt. 
Diefe Einheit gibt gewiffermaagen den Stoff, jene Re 
gel beſtimmt die Form der Zahl, welche unbenannt . 
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beißt, wenn ihre Einpeit vollig unbeſtimmt bleibt; ei eine 
benannte wird, wenn beren Eigenfhaften befonderd 
bezeichnet find. Iſt es lediglich wiederholtes Setzen der 
Einheit, wodurch die Zuſammenſetzung einer andern 
Groͤße zu Stande kommt, ſo entſteht die einfachſte Art 
der Zahlen, die ganze Zahl, die nur einen Act ur⸗ 
ſpruͤnglicher Art zu ihrer Erzeugung verlangt; muß 
aber zuvoͤrderſt die Einheit in eine vorgeſchriebene Men⸗ 
ge gleicher Theile zerlegt, und dann wiederholtes Setzen 
eines ſolchen vorgenommen werden, ſo entſpringt der 
Bruch, zwey verſchiedene urſpruͤngliche Acte erfordernd, 
welche anzuzeigen, zwey ganze Zahlen zuſammentreten 
muͤſſen, von denen die eine, ſein Nenner, angibt, 
in wie viele gleiche Theile die Einheit, als zerfaͤllt ge⸗ 
dacht; die andre, ſein Zaͤhler, beſtinimt, welche Men⸗ 
ge ſolcher Theile geſetzt werden ſoll. Fuͤr alle Groͤßen 
die kleiner ſind als die Einheit, werden, um ſie aus⸗ 
zudruͤcken, Bruͤche nothwendig; ſelbſt bey den meiſten 
derjenigen, welche betraͤchtlicher ſind als ebendieſelbe, 
iſt das Gleiche der Fall. Man beſtimmt die quantita⸗ 
tive Form einer Zahl entweder wenn man ausſagt, 
daß ſie eine ganze Zahl, oder wenn man anzeigt, daß 
ſie ein Bruch ſey, zugleich aber im letzten Falle den 
Nenner dieſes Bruchs ausdruͤcklich angibht. 


3. Die mittelbaren Vorſtellungen von Groͤßen, 
velche durch Zahlen entſpringen, find unentbehrlich fo. 
fern es darauf ankommt, überhaupt Groͤßenvorſtellun⸗ 
gen zu firiren, und fo gu bilden, daß fie jederzeit auf 
beftimmte Weife- in ber Erinnerung zuruͤckgerufen wer⸗ 
den koͤnnen. 


6 
Menn Größenkenntniß Iebiglich auf dad Faffen und 
Sefthalten einzelner Werthe oder Zuftände ankaͤme, fo 
bedürfte e8 nur unmittelbarer Anfchauungen, und bar 
aus abftrahirter Zahlen, um fie zu Stande zu bringen. 
Aber fie hebt nur mit folchen einfachen Auffaffungen 
an; ihre eigentlichen Gegenftände, welche Stoff für eine 
Groͤßenwiſſenſchaft darbieten, find Verknüpfungen unter 
“mehreren, fich einander gegenfeitig beflimmenden Gröf; 
- fen. Wenn verfchiedene Größen unter fich zuſammen⸗ 
hängen; wenn jede berfelben als durch eine Zahl aus⸗ 
gedrückt gedacht wird, fo kann der Verknüpfung jener 
Größen eine Verbindung unter den fie barftellenden 
Zahlen vielleicht entfprechen. Schon die Möglichkeit eis 
ner folchen Beziehung reicht hin, Die Michtigfeit der 
MWiffenfchaft klar zu machen, welche die Idee der Zah: 
lenverknuͤpfung zu entwideln, die verfchiebenen Arten - 
berfelben zu erforfchen, und, für jebe, Regeln ihrer 
Bolziehung aus ihrem Begriffe abzuleiten ſtrebt. Dies 
fe Wiffenfchaft ift die formale. Arithmetik, | 
Urfprünglihe Verknüpfung zweyer Zahlen heißt 
' diejenige, wobey die einfachen Acte vermöge beren fich 
dieſe Zahlen erzeugen, fo aufammentreten, daß dasje⸗ 
nige, was dadurch entfieht, felbft wieder durch ähnliche 
einfache Acte ausgedruͤckt, das heißt als Zahl dargeſtellt 
werden kann. Sie laͤßt ſich im Allgemeinen nur auf 
zwey Arten denken. Entweder die Acte wodurch die 
zweyte Zahl entſteht werden Fortſetzung derjenigen wo⸗ 
durch ſich die erſte erzeugt hat. Oder fie laſſen fich an - 
diieſer erflern, ald gegebenem Stoffe, fo ausüben, baf 
das Entftehende eine-Geflalt erhält, ald wenn es ſelbſt 
durch einfache Acte aus ber Einheit entfprungen wäre. 
Die Vollziehung einer ſolchen urfprünglichen Verknuͤ— 
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pfung, ſo wie die durch ihre Idee herbeygeführte Wie⸗ 
deraufloͤſung derſelben, wird mit dem Ausdrucke arith⸗ 
metiſche Grundoperation bezeichnet. 


Die Möglichkeit und Regel ſolcher Grundoperatio⸗ 
nen hat die Arithmetik für" jede Art von Zahlen nad 
zuweifen. 


q 


Erſter Abſchnitt. 
Theeorte der arithmetiſchen Srundopera⸗ 


tionen. | . 
. | \ “ 9 


Erſtes Capitel. 


Von der Bildung der ganzen gahlen, und 
| den Rehnungdarten mit ihnen. 


x 


Eine ganze Zahl iſt Ausdruck und Reſultat derjeni⸗ 
gen Handlung des Bewußtſeyns, welche bey dem Auf: 
faffen einer Menge gleichartiger Dinge, vermittelft der 
Vorſtellung von einem Dinge derfelben Art, vorgenoms 
men wird. Iene Handlung felbft, das Zählen, ift 
das erſte Poſtulat der Arithmetik. Wenn mar ſich in 
ben Act des Zählens wuͤrklich verfeßt, fo wird man 
Auffaffung der einzelnen Elemente; Zurbderinnerung 
..an die ſchon vorher zufammengefaßten; und Verknuͤ⸗ 
pfung jedes einzelnen mit den ſchon vorhin zuſammen⸗ 
gefaßten, deutlich darin unterſcheiden. Die Zahlen 
ſelbſt ſind kleiner oder groͤßer, jenachdem das Zaͤhlen, 
wodurch ſie ſich bilden, früher oder ſpaͤter beendigt 
wird; eine groͤßte Zahl kann es nicht geben. u 
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Vebrigend läßt ſich der Act des Bählens ih feinem 
Zortgange nicht allein vorwärts, fondern auch ruͤckwaͤrts 
wenden, wie jede Thaͤtigkeit, vermöge beren ſich ur⸗ 
fprüngliche Srößenvorftellungen erzeugen. 

Die Numeration unterrichtet und uͤber die wills 
Führlich gewählten Namen unb Zeichen, welche für Die 
ganzen Zahlen eingeführt find. Die Arithmethik kann 
ſolcher Zeichen nicht entbehren. Nicht bloß jebe einzelne 
Zahl, fondern auch bie verfchiedenen Operationen, bie 
mit Zahlen vollzogen werden können, haben ihre eigen; 
thuͤmlichen Zeichen erhalten, fo daß fich dadurch Alles, 
was mit Zahlen vorgenommen werben foll, kuͤrzer als 
mit Worten andeuten läßt. Außer ben individuellen 
Zeichen für einzelne Zahlen bedient man fi) auch noch 


unbeftimmter, welche gemeiniglich in beliebig gewählten . ö 


Buchſtaben beftehn, wenn man beabfichtigt, allgemeine 
‚arithmetifche Lehrfäße, auf Türzere und leichter uͤberſeh⸗ 
bare Art, ald durch bie gewöhnliche MWortfprache, auds 
zudrůuͤcken. 

1. Da ber Act, wodurch ſich hie ganze Zahl erzeugt, 
fortgefeßt werden kann, foweit man will, und jede 
Fortſetzung bdeffelben felbfl wieder durch eine ganze Zahl 
bezeichnet werden muß, fa ift allerdings eine Verknuͤ⸗ 
pfung zweyer ganzen Zahlen möglich, wobey ſich die Acte, 
wodurch die zweyte entflanden ift, ald Fortſetzung an 
diejenigen anſchließen, vermittelft deren ſich Die erſte aus 
ber Einheit erzeugt bat, ſo daß dadurch eine britte bes 
fimmte Zahl zu Stande kommt. Diefe Operation 
heißt Addition oder Zufammenzählen; ihr Refultat 
Summe oder Aggregat; ihr Zeichen iſt ein +, 
zwifchen die zu verbindenden Zahlen gefegt *). ‘ 

*) Wollte man bie Begriffe in ber Arithmetik aus denen 
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Die Addition ſetzt Identitaͤt des Gezaͤhlten voraus, 
und vollfuͤhrt ſich durch zwey Acte des Zaͤhlens. Man 


hat denjenigen, welcher als geſchloſſen in der erſten an⸗ 


genommenen Zahl gegeben iſt, noch weiter fortzufuͤhren, 
ſo daß dabey durch einen zweyten, neben jenem erſten 
fortlaufenden, Act des Zaͤhlens jedesmal bemerkt wird, 


wie viel durch dieſes weitere Fortzaͤhlen hinzugekommen 


iſt, und die Operation zu ſchließen, wenn die Menge 


des Hinzugezaͤhlten der zweyten Zahl gleichkommt, wel⸗ 


che mit der erſten vereinigt werden ſollte. 
So wie bey wuͤrklichen Groͤßen die Ordnung der 
Theile fuͤr den Betrag des Ganzen gleichguͤltig iſt, gilt | 
‘auch in Abficht auf die Folge, welche die einzelnen Zah- 
len bey der Vereinigung beobachten, eine völlige Will⸗ 
kuͤhr, infofern es nur auf die Größe der Summe an- 
Tommt. at+tb=b-+a - 
Addition mehrerer Zahlen kommt offenbar auf wie: - 
derholte von zweyen zuruͤck. 
II. Die Subtraction nimmt eine Zahl als zufane- 


miengeſetzt durch Addition aus zwey andern an, (en 


Minuend), laͤßt fich die eine von dieſen beyden (ben 


- Subtrahend) gleichfalls geben, und beflimmt bie 


Größe des andern (des Reſtes). Diefe Operation, ° 
welche Durch das Zeichen —, zwifchen Minuend und 
Subtrahend gefeßt, angebeutet wird, ift alſo bad Um 
gefehrte ber vorhergehenden. . 


würklicher Größenverfuüpfungen, melden fie correſpondiren 
follten, entſpringen Laflen, fo würde man ben der Addition 
dadurch bezeichnen können, daß ex diejenige Operation 
andeute, wodurch aus Zahlen, welche die Theile eines 
Ganzen ausdrücken, diejenige neue Zahl, welche das Gange 
‚selbft ausdrückt, gefunden wird.’ 


. . ‘ 11 
Man kann fie dem gemäß auf zwey Arten volb 
führen. ‚Entweder: man zählt vom Minuend fucceffto 
einzelne Einheiten ‘ab, bemerkt durch einen zwenten Act 
bes Zählend, wie viele von ihm genommen find, unb 
fhließt Die Operation, wenn ihre Menge dem Subtras 
hend gleidy geworden iſt. Ober: man zählt dem Sub⸗ 
trahend Einheiten zu, bemerkt, wie viele beren fich 
nad) und nach mit ihm vereinigen, unb enbigt. bie Ar 
beit, wenn bie Größe des Minuends dabey erreicht 
worden iſt. Diefe zwiefache Möglichkeit in ber Art des 
Subtrahirens gründet fih darauf, daß ed in dem alls 
gemeinen Begriffe ber Operation unbeſtimmt bleibt, ob 
man bie gefuchte Zahl bey der Bildung des Minuends 
als addirt zum Subtrahend, oder umgekehrt biefen als 
addirt zu ihr, annehmen fol. Folgende Zufäge fließen 
leicht aus Dem allgemeinen Begriffe der Subtraction. 


1. Wenn der Minuend aus Theilen befteht, fo darf 
man son einem berfelben, oder von einigen, wenn jes 
ner eine nicht ausreichen follte, den gegebenen Subtras 
hend abziehn, und das Webrigbleibende wird ber Reſt 
ſeyn. (atb)—c=ar(l— )=a—c+b. 


2, Wenn im Ausbrude bed Minuend ein ſubtracti⸗ 
ver Theil vorkommt, fo darf man den Subtrahend mit 
dieſem vereinigen. (a—b)—c = a—(b+e). Um: 
gekehrt alfo, wenn der Subtrahend aus Theilen befteht, 
fo kann einer derfelben nach dem andern vom Minuenb 
abgezogen werden. a— (bb) =la—b— c. 


3. Wenn der Subtrahend felbft Theile, die in ihm 
von andern erft abgezogen werben follen, in fich fchließt, 
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_ , 
fo darf man feine nicht fubtractiven Theile vom Mi: 
nuend abziehn, die fubtractiven hingegen muß man ald= _ 
dann zu eben demſelben addiren. a — (b—c) = 
a—b+c 
4 Wenn eine Größe aus ber Abbition und Sub; 
traction mehrerer Zahlen erwachfen fol, fo-ift die Ord⸗ 
nung, worin biefe Operationen vorgenommen werden, 
oe sun auf die Größe des Reſultats. 

Es ift bey ganzen Zahlen allerdings auch eine 
ante Berbindung möglid , wobey fih an die Acte, 
wodurch die erfte entfleht, diejenigen, welche Die zweyte 
erzeugen, fo anfchließen, daß fie das Reſultat jener er⸗ 
ſten Acte ald Dasjenige aufnehmen, woran fie ſelbſt 
vollzogen werden follen., Die Multiplication, kurz 
ausgedruͤckt, if diejenige Operation, ‚welche eine geges 
bene Zahl für die Einheit der zweyten fubftituirt und - 
das Refultat durch eine dritte beflimmt angegebene aus⸗ 
druͤckt. 

Man ſetzt bey dieſer Operation eine unbenannte 
Zahl (den Multiplicator), welche, als folhe, nichts 
anders, als beftimmte urfprüngliche Acte angibt, bie 
mitt einer noch unbeflimmten Einheit vorgenommen wer- 
ben follen. Man nimmt ferner eine zweyte, völlig be- 
liebige Zahl (den Multiplicand), an, welche als 
Ausdrud jener, noch unbeflimmten Einheit gebacht wer- 
den fol. Man führt an diefer die Acte aus, welde in 
jener erſten vorgefchrieben „find: und die alddann arith: 
metiſche Operationen werben. Die dadurch, erzeugte 
einfache Zahl, die ſich jederzeit auf diefelbe Einheit als 
ber Multiplicand bezieht, wird Product oder Fac⸗ 
tum genannt. Das Zeichen der Multiplication iſt eim 
, felten ein <, zwiſchen Multiplicand und Multipli- 
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cator geſetzt; bey Bucftaben ein bloßes Aneinander⸗ 


ruͤcken *). 

Bey ganzen Zahlen wird fie ſich folgendermaaßen 
in Ausuͤbung ſetzen laſſen. Der Multiplicator fordert 
keine andere Acte an der Einheit, als eine beſtimmte 
Menge von Wiederholungen und ein Zuſammenfaſſen 
der dadurch geſetzten einzelnen Dinge in einen Inbe⸗ 
griff. Man muß alſo zuerſt den Multiplicator zaͤhlend 
in feine einzelnen Einheiten auflöfen, alsdann für jede 
von ihnen den Multiplicand an die Stelle fegen, und 
endlich die einzelnen, dadurch hervorgebrachten Zahlen 
zu einer Summe vereinigen. So feßt alfo die Multis 
plication ganzer Zahlen das Addiren ſchon zum Voraus, 
infofern einer yon den Acten, deren VBollziehung fie 
fordert, Diefe Operation nothwendig macht. 

Die nachftehenden Folgerungen aus dem allgemeis 
nen Begriffe der Multiplication find. für die Rechnuns 


gen mit zufammengefegten Zahlen von vorzüglicher Er; 


heblichkeit. 
41. Befleht der Multiplicand aus Theilen, fo darf 
man jeden davon einzeln mit dem Multiplicator multi: 


S 


*) Wollte man den Begriff der Multiplication aus ben Ideen 


reeller Größenbeziehüngen entipringen laffen, fo würde fie ° 


als die Operation, woburd ‚man aus ber Zahl, welde 
eine Größe burdy eine zweyte, und ber Zahl, welde die 
zweyte Größe durch eine dritte ausdrückt, eine neue abs 
leitet, vermöge welcher der Ausdrud jener erften Größe 
durdy die dritte geleiftet wird, bezeichnet werben Können, 
Die Aritpmetik hat freilih als Wiffenfchaft Teinen Gewinn 
von folhen Rückweiſungen auf würklihe Größenverknü⸗ 
pfungen, welche ftreng genommen nur Fragen find, von 
denen dahin fteht, ob fie diefelben überall beantworten 
Tann, 
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pliciren, und hernach die Probucte in eine Summe zu= 
fammenziehn. Dies Verfahren ift auch dann geftattet, 
wenn unter jenen heilen fubtractive feyn follten, nur 
müffen bie aus ihnen entfprungenen Probucte. ald fub- 
tractiv mit ben Tibrigen verbunden werden. 
a“+b— Jd=ad-+bd— cd. 
2, Beſteht der Multiplicator aus Theilen, fo kann 
man mit jedem von ihnen am Multiplicand Die Opes. 
ration verrichten, unb die Producte in eine Summe 
zuſammenziehn. Sind unter diefen Theilen fubtractive, 
fo zieht man die Producte, welche aus ihnen entfprins 
gen, von denjenigen ab, welche ſich aus ben nicht ſub⸗ 
‚tractiven Theilen des Multiplicatord ergeben haben. 
a(lb+c—d)=ab+tac-— ad. 
3. Beſtehn Multiplicand und Multiplicator beyde 
aus Theilen, fo bilde man alle möglichen Producte aus 
ben einzelnen Xheilen des einen in die bed andern, und 
vereinige fie zu einem Inbegriff. Wenn in beyden ſub⸗ 
tractive Xheile vorfommen, „fo werden von ben Pros 
bucten, die, aus nicht fubtractiven Theilen entfprungen, 
fi durch Addition vereinigen müffen, diejenigen, bey 
denen entweder ber partielle Multiplicand, ober ber 
partielle Multiplicator (aber nur einer von beyden zur 
Zeit) fubtractio war, als abzuziehend anzufegen ſeyn; 
aber die Producte, welhe aus’ der Verbindung eined 
fubtractiven Theiles aus dem Multiplicand, mit einem 
fubtractiven Theile aus dem Multiplicator entflehen, 
werden zu ben uͤbrigen als additiv treten müffen. 
a—b).(c-d=ac—ad—-be-+ bd. 
4. Multiplicand und Multiplicator, wenn beyde un: 
benannte Bahlen find, dürfen ihre Namen und Geſchaͤf⸗ 
te verwechleln, ohne bag baburch die Größe des Products 
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geändert würbe. Dan fest ben Multiplicand, alfo jede 


feiner Einheiten, fo oft,. als der Multiplicator vor: 
(hreibt. Eine Einheit fo pft feßen, ald der Multiplicas 
tor angibt, ‚heißt biefen felbft ſetzen. Man befommt 
alfo für jede Einheit des Multiplicand "den Multiplicas 
tor, und in bdiefer Idee iſt bie eben angebeutete Vers 
wechslung fhon vorgegangen. a.b=b.a Xu 
diefer Urfache fagt man von zwey Zahlen: fie werben 
mit einander multiplicirt, und nennt fie mit einem ge: 
meinfchaftlichen Namen Factoren eines Products; ihre 


Sefchäfte bey der Operation beliebiger Wahl Überlaffend, . 


5. Um ein Product aus zwey Factoren mit einer 
“dritten Zahl zu multipliciven‘, Tann man den einen Fac⸗ 
tor beffelben mit ihr, und hernach das, was herausges 
fommen iſt, mit dem andern Factor multipliciren, 
(Ab)c=(ac)b= (bc) a. 


. Daraus laͤßt ſich der allgemeine Sag ableiten, daß bey 


der Bildung / eines Products aus beliebig vielen Factos 


ven die Zolge berfelben für die Größe des Mefultats 


gleichgültig ifl. 

6. Um eine Zahl mit einem Producte aus mehreren 
Sactoren zu'multipliciren, Tann man allmälig, erſt mit 
dem einen, dann das daraus entftandene Product mit 
dem andern, und fo fort, mulfipliciten. a. (bc) = 
(a.b)c. - 

7. Wenn WMultiplicand und Multiplicator beide aus 
Sactoren beftehn, fo barf man auf vielfache Weiſe die 
Kactoren des einen zu denen bed andern gefellen, nur 
müffen alle Factoren, bie in beyden einzeln liegen, im 
Producte enthalten Teyn. 

IV. -Bey der Divifion wird eine Baht, anzufes 
band als ſchon vollendeted Product aus zwey Factoren⸗ 


“n 
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gegeben (Dividendus). Der eine von diefen beyben 
Factoren wird gleichfalls ald befannt angenommen (Dis 
vifo r). Die Operation befteft in einer Zerlegung bes 


‚Products, fo daß dadurch der zweyte, noch unbelannte 


Factor, welcher zur Bildung deflelben beygetragen bat 
(der Quotient), gefunden wird. Das Zeichen ber 


- Divifion ift anfangs ein :, zwifchen Dividend und Dis " 
vifor. Sie ift dad Umgelehrte der Multiplication. 


Es ift unmöglih, die Zerlegung des Probuctd zu - 
volführen, ehe man die in ber Idee des Dividirend 
im Allgemeinen bezeichnete Art feiner Entftehung genauer, 
beflimmt, und dad Gefchäft, welches der gegebene Far 
tor (hier Divifor genannt) dabey gehabt haben foll, 
angegeben hat. 3 find in diefer Ruͤckſicht zwey Zälle 
gleich möglich. Jener gegebene Factor kann im erſten 
Fall Multiplicandus bey der Erzeugung diefed Products 
gewefen feyn. Addann muß der andere noch unbes 
kannte Factor die Art und Weife angeben, wie aus 


jenem erſten duch Zufammenfegung das ‚Product gebils 
det feyn kann. Go erfiheint die Divifion als eine 


Bergleihung von zwey .gleichartigen Zahlen, unb 
ſoll und in einer dritten Zahl die Acte darftellen, wos 
durch aus der einen von ihnen die andere gebildet wer⸗ 
den fann. Da wo Dividendus und Divifor ald gleichs 
benannte Zahlen gegeben werben, ift ed eben baburd 
vorgefchrieben, daß die Divifion nichts anderd als eine 
ſolche Vergleichung feyn Tann, der Quotient alfo als 
unbenannte Zahl erfcheinen muß. In biefem Falle has 
ben bie gleichen Benennungen des Divibenb und Di- 


viſor keinen Einfluß auf. den Quotienten; dieſer bleibt 


derſelbe, wenn jene gleichbenannte Zahlen in unbenann⸗ 


te verwandelt werben. Aber ber gegebene Factor des 
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befannten Products kann .im zwenten. Falle auch als 
gewefener Multiplicator bey deſſen Erzeugung gedacht 
werden. Alsdann ift der Multiplicandus, woraus «6 
fih gebildet hat, unbekannt; man weiß nur die At, 
wie aus diefem durch Zufammenfegung eine neue Zahl 
enttanden ſeyn fol, und kennt die genannte neue Zahl 
ſelbſt. Wenn der Divifor, wie wir ihn hier annehmen, 
eine ganze Zahl ift, fo kommt bey der legten Anſicht 
die Divifion. auf die Unterfuchung zuruͤck: wie. groß eine 
Zahl genommen werben muß, um, fo oft. zu fich felbft 
geſetzt, als eine andere gegebene vprfchreibt, ein Gans 
zes von bekannter Größe hervorzubringen; fie ift .alfo 
alsdann eine Eintheilung in eine vorgefchriebene 
Menge gleicher Theile, an einem gegebenen Ganzen 
vollzogen, wodurch die Größe bed einzelnen, der ein 
aliquoter Theil des Dividend feyn wird, . gefunden 
werden fol. Bey angemandtem Rechnen wird fich diefer 
Fall eben fo oft als der vorige ereignenz wenn der Dis 
vidend benannt, der Divifor unbenannt ift, kann kein ' 
anderer ald er flatt finden; er läßt immer, wo er eins 
tritt, den Quotienten mit dem Dividend gleichartig 
werben. 

Bey ber würklichen Ausübung des Dividirens kann 
man nicht umhin, folgende drey Fälle zu unterfcheiden, 
welche durch die möglichen Verhältniffe der Größe zwis 
[hen Dividend und Divifor gegeben werden. 

a. Der Dividend läßt fi) in Stüde zerlegen, deren 
jedes an Menge dem Divifor gleich fommt. Soll alBs 
dann die Divifion eine Vergleichung zroifchen Dividend 
und Divifor feyn, fo bat man nichtö'nöthig, als, durch 
wiederholted Abziehn des lebten, den erften gänzlich zu 
erichöpfen, und babey zu. zählen, wie oft fich dieſes 
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Abziehn hat verrichten laſſen. IfE hingegen die Divifien 
als Eintheilung anzufehn, fo muß man vorläufig, noch 
ebe zur wuͤrklichen Theilung gefchritten wird, den Dis . 
pidend in Stüde zerfchneiden, deren jedes dem Diviſor 
gleich fommt. Anftatf nun von bem ganzen Divideitd 
auf einmal den Xheil zu nehmen, welden der Divifor 
fordert, darf man ihn von jedem Stüde des Divibend 
fuchen, und die einzelnen Quotienten, die auf diefe Art 
hervorgegangen. find, zu einer Summe vereinigen. : De 
jedes von jenem Stüden fo viele Einheiten enthält; als 
der Divifor, fo wird es, in fo viele gleiche Theile zers 
legt, als er:verlangt, für den aus ihm entftehenden 
aliquoten Theil die Einheit felbft geben. - Man befommt 
alfo folcher Einheiten fo viele in den gefuchten ganzen 
Quotienten, als Stüde im Dividend enthalten waren: 
Und fo ergibt fih, obwohl aus. ganz verfchiebenen 
Gründen, für beyde Arten des Dividirens in diefem 
Sale die Regel: man zerlege den Dividend durch ſuc⸗ 
ceffives Abziehn des Divifors in Stüde, deren jedes 
diefem an Menge gleich iſt; der Quotient wird fo viele 
Einheiten enthalten, als folcher Stüde im Dividend 
gefunden ſind. 

b. Der Dividend iſt Heiner als der Diviſor. Soll 
alsbann die Divifion, als Vergleichung, die Art und 
Weife angeben , wie fi) aus dem letzten ber erfle durch 
Bufammenfeßung erzeugen läßt, To ift Bar, daß aus: 
Bloßer Wiederholung des Divifor (ald des Brößeren), 
ber Dividend. (als das Kleinere), nicht erwachſen Tann, 
fondetn. daß man zuerft eine Zerlegung bed Divifor in- 
kleinere unter einander gleiche Theile vornehmen muß, 
um aus einem bavon durch Wiederholung: den Dividend- 
zufammenzufegen, Die undebingte Möglichkeit. der Aus: 
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führung dieſes Werfahrens bey ganzen Bahlen erhellet 
fogleih. Der Divifor läßt ſich allemal in fo viele gleiche 
Zheile zerlegen, als er Einheiten enthält, jeder einzelne 
davon ift die Einheit ſelbſt. Ein folder läßt fich ſo oft 
wiederholen, als Einheiten im Dividend liegen, und 
nach Voilfuͤhrung beyder Operationen wird aus bem 
Divifor der Dividend geworden feyn. Iſt aber bie Dis 
vifich eine Eintheilung, fo wird man hier, wo ſich ber 
Dividend nicht in mehrere Stücke, deren jedes dem Dis 
difor an Menge gleich kommt, zerfchneiden läßt, auf die 
einzelnen Einheiten, welche er enthält, zuruͤckgehn muͤſ⸗ 
fn. Man wird alfo von jeder Einheit des Dividend 
einen folchen aliquoten Theil nehmen, ald der Divifor 
fordert, und biefe alignoten Theile, in einen Inbegriff 
vereint, werben den gefuchten aliquoten Theil ded ganz 
zen Divibendb geben. Für beybe Arten ded Dividirens 
alfo muß der Quotient eine Zahl feyn, welche Berfäls 
lung in fo viele gleiche Theile als der Divifor Einhets 
ten enthält, und fo vielmaliges Sehen eines folchen, 
als im Dividend Einheiten liegen, in einem Inbegriff 
| fordert, das heißt ein Bruch, befien Zähler der Divi⸗ 
dend, deſſen Nenner der Divifor iſt. Auch im erften: 
Falle läßt fich, nur unbequemer, der Quotient in biefer 
Form Darftellen. 

-c. Der Dividend iſt zwar größer ald der Diviſor, 
aber ohne ſich durch wieberholtes Abziehn deffelben er: 
ſchoͤpfen zu laſſen. Alsdann läßt er fih aus einem 
Stuͤcke, welches ein Bielfaches des Divifor, und einem 
zweyten, welches Peiner ald diefer ift, zufammenfeßen. 
&o kann der Quotient, durch Anwendung ber beyber 
vorigen Regeln‘, ald ganze: Zahl’ nebft angehängten 
Bruche ausgedrückt werben; - man darf ihn aber aud), - 
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bloß nach der zweyten Regel,‘ durch einen einigen 
Bruch darſtellen. 

Als Zuſaͤtze verdienen die nachfolgenden vorpäglice 
Bemerfung. 

1. Da ein Product mehrerer Factoren durch Multi⸗ 
plication ſeines einen Factors ſelbſt multiplicirt wird, 
ſo iſt auch umgekehrt Diviſion eines Factors in einem 
Producte, Divifion des Products ſelbſt. Dieſer Satz 
kann auch ſo ausgeſprochen werden: Wenn eine Zahl 
erſt mit einer andern multiplicirt, hernach durch eine 
dritte dividirt werden ſoll, ſo darf man, ohne Schaden 
des Reſultats, die Ordnung dieſer Operationen um⸗ 
kehren. | | 

2. Da e8 einerlen iſt, ob man mit einem Probucte 
auf einmal, oder mit jedem Factor beffelben Imultiplicirt,. 
fo wird es auf Eins herausfommen, ob man mit einem, 
Probucte auf einmal, oder mit jedem Factor beffelben 
nach und nach bivibiren will, Und fo wie die Ordnung 
multiplicirender Factoren gleihgültig in Anfehung bes 
Products ift, fo wird. auch die Ordnung, welche man 
beym Dividiven mit mehreren Factoren beobachtet, kei⸗ 
nen Einfluß auf die Größe der Quotienten haben. 

. 3 Denn man. in dem obigen Sage: daß ein Pros 
duct in feinem einen Factor multipliciret ober dividirt 
werden koͤnne, fo wie in dem leicht daraus abzuleitens 
den, daß Multiplication des einen Factord in einem 
Producte, und gleichzeitige Divifion ded andern mit 
der nemlichen Zahl, feine Xenderung bervorbringen, bie 
Namen Dividend, Divifor und Quotient, für die von. 
‚ Product und feinen Factoren an bie Stelle fest, fe. 
kann man dadurch ſechs Säge ableiten, welche den Eins 
flug von Multiplicationen. und Divifionen, die au Dia’ 
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vidend und Divifor vollzogen werden, auf den Quo⸗ 


tienten betreffen. Indeſſen kommen eben diefe Saͤtze, 
in allgemeinerer Beziehung, unter andern Benennun⸗ 


gen, in der Lehre von den Brücken audführlid; vor. 


Zweytes Eapitel, 


Bon der Bildung und Bezeihnung 
sufammengefester Zahlen nah den Regeln 
ber Zahlenfyfleme, und den Rechnungsarten 

in Beziehung auf fie. 


Nicht allein die große Befchränktheit unferer Phans 
tafie im Auffaflen und Sefthalten einer beträchtlichen 
‚Menge von Dingen, fondern auch die Unfähigkeit uns 
feres Gedaͤchtniſſes, fich eine große Zahl von Namen und 
Beichen einzuprägen, zwingt und, bey der Numeration 
daB Verfahren aufzugeben, welches in ber fheoretifchen 
Idee als das einfachite erfcheint. Es erhält nicht jede 
ganze Zahl ihren eigenthümlichen Namen, und eben fo 
- wenig ihr befondered einfaches Zeichen. Das Berlegen 
einer größeren Menge in mehrere Eleinere, und das 
fucceffive Auffaſſen dieſer kleineren Mengen, tritt als 
einfaches und natürliches Hülfsmittel an bie Stelle der 


ungetheilten Ueberficht ded Ganzen; wir bleiben babey 


ftehn, kleinere Zahlen anzugeben, deren bloß angedeu⸗ 


tete Summe die Stelle einer größeren Zahl "vertreten 


fol. Um das Fefthalten von jeder Fleineren Menge, 


bie wir aus ber größeren hervorheben, zu erleichtern, 
geben wir, fo lange ed möglich ift, der einen eben fo 
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viele Elemente ald der anderen. Alsdann brauchen wir, 
um fie alle dem Gedaͤchtniſſe einzuprägen, nur. zu bes 
merken, wie viele, Elemente cine von ihnen ‚enthält, 
und wie viel ihrer find. Dabey begnügen wir und als 

- fo, flatt eined Product, nut die Factoren anzugeben, 
woraus es erwachſen muß. Auf diefen beyden Kunft: 
griffen, mit völliger ‚Gonfequenz durchgeführt, ruht die 
Bildung jedes fogenannten Zahlenſyſtems, welches 
auf folgende Art zu Stande kommt. 

Man waͤhlt ſich eine Menge, die als die größte, 
durch einen untheilbaren Act des Zaͤhlens aufzufaffende, 
angefehn werden fol. Diefe völlig willkuͤhrliche Zahl 
wird Grundzahl des Syſtems genannt; und bes 
fommt, fo gut wie alle Fleineren, die vor ihr vorher 
gehn, einen eigentyümlichen Namen. Und nun madt 
man ſich's zur unbebingten Regel, fobald beym Zählen 
vorkommender Dinge die Menge derfelben ſo greß wird, 

“als jene Grundzahl, diefe ganze Zufammenfaffung als ' 
ein neued Ding einer nächfthöheren Art zu denken, und 
durch einen eigenen Namen anzudeuten. Im erweiters 
ten arithmetifchen Sprachgebrauche heißt Alles Einheit, 
was in irgend einer Zahl wuͤrklich gezählt wird, Wir 

I haben alfo bey Zahlenfoftemen einfache Einheiten, fo 
lange wir bie urfprüngliden, als nicht zuſammengeſetzt 
gegebenen, zählen; Einheiten der erften Ordnung, wenn 
wir fo viel von jenen, als die Grundzahl des Zahlen; 
ſyſtems fordert, ‚in einen Inbegriff zufammennehmen ; 
Einheiten der zweyten Orbnung, wenn wir die nemlicye 
Menge von Einheiten der erſten Ordnung in Eins zus 
fammiengefaßt denken; und fo koͤnnen wir zu Einheiten 
willfüihrlich höher Ordnungen auffleigen, von denen jebe 
eigentlich nichts iſt, als ein bloß angebeuteted Product ' 


aus Kactoren, bie alle ber Grundzahl bed Syſtems 
gleih fommen, und deren fo viele find, ald der Rang, 
welchen die vorliegende höhere Einheit haben fol, durch 
die Menge der feinigen andeutet. In dem gebräudh- 
lichſten Zahlenfofteme, dem decadifchen, haben auch fie ° 
noch befondere Namen erhalten. 

Diefe Ideen von den höheren Einheiten als ent⸗ 
wickelt vorausgeſetzt, ift der Gang, den bie kuͤnſtliche 
Zahlenbildung zu nehmen hat, fehr einfach. Aus den 
einfachen Einheiten erwachfen allmälig Einheiten ber: 
eiten Ordnung ; jedesmal, fobald ihre Menge der 
Grundzahl gleich wird, Diefe werden, ald einzelne 
Dinge, in einem befonderen Theile der fich bildenden, 
Zahl, für ſich gezählt. Aus ihnen entftehn, fo oft fi 
ihre Anzahl bis zur Grundzahl anhäuft, Einheiten der 
jweyten Ordnung, und fo fort ind Unendlihe. Die, 


Einfllih zufammengefehte Zahl enthält auf diefe Art: 


mehrere Theile, von benen jeder fich auf eine Einheit. 
anderer Ordnung bezieht ald der andere, aber die Men— 
gen, welde von folhen Einheiten wuͤrklich gezahlt werz. 
den, müffen beftändig geringer bleiben, als die Grund». 
zahl des Syſtems. Die Ueberficht diefer einzelnen ver: 
ſchiedenartigen Theile wird dadurch fehr erleichtert, DAB 
man fie immer in.der Folge angibt, welche durch die, 
natürliche Rangorbnung der in ihnen vorkommenden 
Einheiten beflimmt wird. . | 

Se größer die Grundzahl eines Zahlenfyftems, defto 
geringer muß die Menge der höheren Einheiten werben, 
die beym Auffaffen einer gegebenen Anzahl von Dingen 
nöthig find. Aber daflır wählt die Menge und Größe 
der Heineren Zahlen, die man als einfach anzufehn 
und mit urfprünglichen Namen zu belegen hat. 
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Die Bezeichnung kuͤnſtlich gebilbeter Bahlen bat 
zwey Bebingungen zu erfüllen. Zuerſt muß fie jede 
der kleineren Mengen, welche als einfach gedacht werben 
follen, auf eine eigenthlmliche Weife andeuten. Die 
zu diefer Abficht gewählten Zeichen werden Zifern ges 
nannt. Zweytens muß fie, für jede folche Menge, ben 
Rang ber Einheit, welche in ihr gezählt werben mag, 
beflimmt barftellen. In der wiffenfchaftlichen Arithme⸗ 
tie gefchieht dies oft dadurch, daß man gerade über eine 
Zifer ein ausdruͤckliches Zeichen (Iyder) ſetzt, woburd 
der Rang ihrer Einheit vorgefchrieben wird. Aber diefe 
Art der Bezeichnung, die bey Eleineren Zahlen, und. in 
einzelnen Fällen viele Bequemlichkeit gewährt, . würbe 
bey großen, vieltheiligen Zahlen fehr verwidelte Aus⸗ 
drüde hervorbringen. Der einfachfte Weg befteht ohne 
Zweifel darin: die Folge, in welcher man bie einzelnen 
Theile einer zuſammengeſetzten Zahl ohnehin angeben 
muß, beym Schreiben derſelben ſprechend zu machen, 
und ſich dadurch die ausdruͤckliche Anzeige ihres Ranges 
ganz zu erſparen. Sobald von jeder Art der Einheiten, 
von der hoͤchſten an, die in einer Zahl vorkommt, bis 
zur niedrigſten hin, wuͤrkliche Mengen vorhanden ſind, 
ſchreibe man die Zifern, wodurch dieſelben ausgedruͤckt 
werden, in natürlicher Ordnung ‚hinter einander. Als— 
dann werden hinter jeder Zifer noch, fo viele Stellen 
mit andern befegt feyn, ald es niedrigere Ränge binter 
demjenigen gibt, welcher in ihr gezahlt wird. Man 
zähle alfo nur die Menge der nach einer Zifer noch 
folgenden, fo wird man ihren Rang erfahren. Dabey 
wird freilich dad Zeichen ber O unentbehrlich, welches 
für ſich Abwefenheit der Menge bebeutet,. aber Doch zur 
Ausfüllung von Stellen gebraucht werden muß, fobald 
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in einer zuſammengefetzten Zahl nicht von jedem Range 
zwiſchen dem hoͤchſten und niedrigſten wuͤrklich Mengen 
vorhanden find. 

Fuͤr alle Zahlenſyſteme gilt die Regel: je mehr Zi⸗ 
fm eine Zahl bat, deſto größer iſt fle; je höher bie 
Gtelle, in welcher eine Zahl von einer andern abweicht, 
defto größer die beyderfeitige Verſchiedenheit. Denn 
eine Einheit höhern Rangs beträgt unbedingt mehr, 
als Alles. was in niedrigeren Stellen vorkommen Tann. 

Zahlenſyſteme von einer Fleineren Grundzahl, als 
bad decadiſche, bilden und bezeichnen wir ohne alle 
Mühe, ba die im becabifchen üblichen einfachen Zifern 
mehr als hinlänglich für fie find; aber zur Darftellung 
folcher, bie eine größere Grundzahl als dad decadifche 
Syſtem befigen follen, muß man wenigftens für alle 
Mengen von Zehn an, bis zur Grundzahl, eigene eins 
fahe Ramen und Zeichen einführen, wenn man bey 
jeder Numeration nad) derfelben Methode verfahren will. 
Da bey benannten Zahlen wegen der Ungleichförmigkeit, 
die in der Bildung höherer Einheiten aus niebrigern 
in der Praxis ded gemeinen Lebens flatt findet, auch 
folhe Syſteme vorfommen,, fo pflegt man bey ber 
Rechnung mit ihnen, um neuer Zeichen Überhoben zu 
feyn, das einfache Gefeg der Bezeichnung aufzuheben 5 
man fchreibt die von jeder Art vorhandenen Mengen 
mit ben Zifern des gewöhnlichen becadifchen Syſtems, 
auch dann, wenn dazu eine mehrzifrige Zahl nöthig 
feyn follte, und deutet den Rang des in jeber folchen 
Menge gezählten turch eigene, daneben gefeßte Indices 
an. Am häufisften kommt in diefer Art das Sexageſi⸗ 
malſyſtem, nicht felten auch das Duodecimalſyſtem vor. 
Die Einführung eines durchgängig nach decabifcher Ein⸗ 
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theilung fortſchreitenden Maaßſyſtems koͤnnte zur Ver⸗ 
meidung aller Weitliuftigkeiten dieſer Art am mehrſten 
beytragen. 

Um die vier Hauptoperationen der‘ Arithmetik an 
Knfitic gebildeten Zahlen aus demfelben Syſtem zu 
verrichten, iſt ed nur nöthig Die Regeln, welche vorhin 
für das Verfahren mit zufammengefegten Zahlen abges 
leitet find, auf diefen beflimmten Fall anzuwenden, 
und dabey bie Bedingung feftzubalten,, daß das Reſul⸗ 
tat auch eine, nach eben dem Geſetze gebildete, Zahl 
feyn fol. Es iſt aber niet hinlaͤnglich die Momente 
des Verfahrens aus Gründen zu kennen; ber Gebrauh 
fordert einen vollendeten Mechanismus, deſſen Erfins 
bung und Begründung eine befondre Unterfuhung nös 
thig macht. _ 


I. Bey ber Addition hat man darauf zu fehn, 
daß aus- den gegebenen Zahlen allemal die Xheile zu: 
fammengefucht und vereinigt werden, Die ſich auf gleich: 
hohe Einheiten beziehn, daß aber Feine von den daraus 
erwachfenden Summen mehr ald die hödhfte, unter der 
Grundzahl des Syſtems liegende, Menge von Einheiten _ 
behalte, Dies wird vollkommen geleiftet Durch den Mes 
chanismus des Untereinanderfchreibend der gegebenen 
Zahlen, wobey die niedrigften Zifern derfelben in eine 
Verticalreihe geordnet werben ; des Addirens ber verfis 
calen Columnen, welched von ber niedrigften anfängt; 
bed Schreibens der entftehenden Summen endlih, fo 
daß die niedrigfie Zifer von jeder unter die Verticalreihe 
aus der fie entfpringt, die höheren aber, wenn ſolche 
vorfommen follten, ald Xheile unter die nächithöheren 
verticalen Eolumnen nach ihrer Ordnung gefegt, und 
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mit: dieſen, fo wie dad Addiren fortſchreitet, bereinigt 
werden. 


Hd. Bey der Subtraction kommt es hauptſaͤchlich 
darauf an, daß die Theile des Subtrahend von, gleich 
artigen im Minuend weggenommen werben. So lange 
ide Zifer bed erflen Fleiner ift ald die correfpondirende 
des legten, „eben ſich die Reſte von ſelbſt. Aber das 
if nicht immer der Fall. Die Bebingung, daß: des 
Minuend den Subtrahend übertreffe, wird erfüllt, ſo⸗ 
bald er nur entweder mit mehr Zifern geſchrieben wird, 
oder, bey gleichviel Zifern, von oben an gerechnet, zu⸗ 
erſt in gleichhoher Stelle eine groͤßere Zifer enthaͤlt, als 
der Subtrahend. Iſt das, ſo kommt nichts darauf an, 
was in niedrigeren Stellen ſtehn mag. Es kann ſich 
alſo ereignen, daß eine Zifer im Minuend kleiner iſt 
als die, welche von ihr weggenommen werden ſoll. Da 
muß man, um die Abziehung verrichten zu koͤnnen, 
eine Einheit von der naͤchſthoͤheren Zifer des Minuend 
wegnehmen, ſie, in ihre naͤchſtniedrigeren Einheiten 
aufgeloͤſt, zu der vorliegenden hinzufügen, und dann 
die Abziehung vollführen. Stehn in Stellen des Mi: 
nuend Nullen, fo wird man genoͤthigt, bis zur naͤch⸗ 
ſten bedeutenden Zifer nach ihnen hinaufzugehn, und 
durch eine von ihr genommene Einheit die leeren Stels 
len nach ihr auszufüllen. Das Schreiben des Subtra⸗ 
bend unter ben Minuend, fo, daß die niebrigften Zis 
fern in beyden unter einander flehn, erfpart das Zus 
fammenfuchen gleichartiger Theile; die Reſte werben 
ihrem Range gemäß unter die Zifern gefeßt, ‚woraus 
fie entfprungen find; man muß ed bey jeder Zifer bed 
Minuend befonders bemerken, wenn fie zum Behuf 
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einer fruͤheren Subtraction ſchon um eine Einheit vers 
Heinert iſt. | 


II... Bey dr Multiplication muß man im Al: 
gemeinen beyde Factoren als vieltheilige Größen bes 
teachten, mithin nad und nad alle Theile des Multi: 
plicand durch jeden des Multiplicator multiplictren und 


die Producte in eine Summe bringen. Iſt der Xhell 


des Multiplicator, womit man operirt, ein Einer, fo 
darf man jede Bifer des Multiplicand allmälig mit ihm 
multiplicren, und den Producten eben den Rang beys 
legew, welchen diefe Bifern hatten. Iſt er aber von 
höherer Ordnung , fo barf man ihn ald Product zweyer 
Factoren: der Menge, die feine Zifer barftelt, und der 
höheren Einheit, die fie zählt, betrachten, unb bem ges 
mäß erft mit ihm multipliciren, als wenn er ein Einer 
wäre, nachher aber das Product um den Rang jener 


‚höheren Einheit erhöhen. Indem man nach) diefer Res 


gel mit jeder Zifer des Multiplicator verfährt, bie jes 
beömaligen: Probucte in Anfehung ihrer Theile bem 
Geſetze des Zahlenſyſtems worin gerechnet wird, gemäß 
zufammenzieht, und fie endlich alle durch Addition vers 
einigt, ‚muß das ganze geſuchte Product hervorgehn, 
Dffenbar braucht man bey diefer Operation nur die 
Producte der einfachen Zahlen durch unmittelbare Muls 
tiplication zu finden; weswegen man ihren Inbegriff 
unter dem Namen des Einmaleins dabey alß bekannt _ 
voraudzufegen pflegt. Das gewoͤhnlichſte mechanifche 
Verfahren fehreibt vor: fo viele Schichten von Producs 
ten anzulegen, ald der Multiplicator Zifern enthält, fo 
daß jede Schicht ein Partialproduct aus dem ganzen 
Multiplicand in eine einzelne Bifer des Multiplicator 


fell, wobey zuerfi mit der letzten Zifer des Multi» 
Hicator und hernach eben fo mit jeber folgenden in 
rer Ordnung, von unten herauf, verfahren wird, 
Iche von den Productenfchichten, welche auf ſolche 
Lt aus. einer: Zifer ded Multiplicator entftcht, muß 
mit ihrer unterſten Stelle genau unter jene Zifer ge⸗ 
kt, und. ‘elle müflen in.diefee Stellung buch Abbition 
verbunden werben. Man kann fich ‘aber durch . einige 
Übung auch gewöhnen, burchaus von oben herab in 
der Bildung jeder Schicht von Probucten, die aus den 
fucceffiven Zifern des Multiplicator, auch diefe von oben 
herab: allmaͤlig zugezogen, entſtehn, zu verfahren, und 
dies ift Für Berechnungen erleichterndb, bey denen Alles 
in der Rechnung entftehende, was unter die Stelle eis 
ned. beitebig gewählten niedrigeren Ranges hinabgede, 
als nicht vorhanden angeſehn werden ſoll. 

Man Tann. überhaupt für die Menge von Biferm, 
welche . in. einem Producte liegen müflen,, fobald bie 
Menge der Bifern in ben Factoren gegeben ift, beflimms 
te Grenzen feſtſetzen. Zum Behuf der Divifion iſt es 
befonders wichtig, für den Fall, da ber .eine Factor ein 
Einer ift, zu bemerken, daß das Probuct höchftens 
eine Bifer mehr enthalten kann, als der andre Factor, 
und bag in dieſem Fall das Product> nach Abfonderung 
feiner niedrigſten Bifer, eine Tleinere Zahl barflellen 
muß, ald eben jener andere Factor. 


IV. Bey der Divifion zerlegt man ben Dividend 
in folche Xheile, daß jeder, indem er mit dem gegebes 
nen Dinifor dividirt wird, zum Quotienten eine Zifer 
von irgend einem beflimmten Range geben muß, und 
einen Reſt von gleichem Range zurücklaſſen kann. Bier 
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Sana man nicht ander als von nben anfangenz : man 
fihneibet am Dividend eben fo viel Bifern, "als ber Dis 
pifor enthält, ab, .wenn biefe fchon eine größere Baht 
geben, als der Divifor iſt, ſonſt aber noch eine mehr, 
und, ſucht Die.Bifer, deren Product‘ mit dem Divifer 
diefem: Theile am.näcften kommt. Sie ift die hoͤchſte 
des Quotienten, und vom Range bed bividieten Theile: 
Nachdem dad Product biefer Bifer in den Divifor. von 
dem vorliegenden Theile abgezogen ift, find zur ferneren 
Divifions der Reſt, welcher bey ber Abziehung, geblie: 
ben, nebft dem noch unberührten Stuͤcke des Dividend, 
vorhanden. Damit kann man wieder wie vorhin vers 
fahren, indem. man ein Stüd davon abſchneidet, wels 
ches, um eine Stelle tiefer herab gehend ald das vorige, 
zum, Quotienten nur eine einfache Zifer geben. kann. 
Auf gleiche Weife läßt fich fortgehn, bis man an einen 
übrig bleibenden Theil Tommt, welcher Kleiner: ift als 
der Divifgr ,, folglich, als legten Theil bed Quotienten, 
eineh: Bruch an die Hand gibt. Der Mechanismus bey 
‚ber Divifion, vermöge deffen zu jebem Refte nur die 
böchfte. Zifer ded noch unberührten Theils im Dividend 
‚genommen, und daraus eine neue Bifer des Quotienten 
gefucht wird, die aber allemal, felbft wenn fie. eine O 
feyn ſollte, gleich Hinter die nächftuorhin ‚gefundene ges 
fest werden muß, .weifet.fogleich jeder Bifer des Quos 
tienten ihren gebührenden Rang, benfelben, bis zu 
welchem das jedeömalige abgefchnittene Stüd des Divis 
dend herabgegangen iſt, an. 

: : Man braucht bey diefem Verfahren. durch unmittels 
bare Divifion nichtd weiter zu erforfchen,. ald basjenigey 
aus dem Divifor und einer einfachen Zifer gebildete 
Vielfache, welches bean Theile. bed. Dividend, „ben man 
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betrachtet, am naͤchſten kommt. Der gewoͤhnliche Mes 
hanismus nimmt dabey meiſtens bie Form eines Ers 
rathens an, weil er die Mühe ſcheut, alle Vielfache 
aus dem Divifor und einer einfachen Sifer vorläufig 
su berechnen. 

Ein abgefürzted Dividiren, woben Au. in den 
aus ber Rechnung hbervortretenden Zahlen weggelaflen 
werben fol, was unter einen gewiflen Rang hinabgeht, 
findet leicht feine Regel. 


Dritted Capitel. 
Die Rehnungsarten mit Brüden. 


A. Begriff von einfaden Brüden und ihreh Arten: 


. Da, wo man eine Größe nicht unmittelbar burdy 
die Einheit felbft wiederholend zufammenfegen will, oder 
kann, ift das einfachfte Mittel ihrer meffenden Auffas⸗ 
fung: vermöge des zweyten urfprünglichen Acts, wor« 
auf alle Zahlenbildung beruht, die Einheit in eine bes 
fimmte Menge gleicher Theile zu zerlegen, und alds 
dann, kraft ded-erften, aus einem ſolchen durch wiebers 
holtes Setzen die Bielheit jener Größe zu erzeugen. 
Diefe beyben Ace, zu einer Beflimmung vereint; 
bringen ben einfachen Bruch hervor, zu welchem alf 
zwey ganze Zahlen gehören: der Nenner, welcher bie 
Menge gleicher Theile beflimmt, worin die Einheit zers 
legt werben fol, ber Zähler, welcher angibt, wie oft 
ein folcher heil wiederholt: werden muß, damit bie 
Größe, beren Ausdrud gefordert wird, hervorgehe. 
Beyde Zahlen, in fo fern fie zu dem Bruche zufams 
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mengehbren „ zahlen alfo das nemliche Ding, einen ges 
wiſſen Theil der Einheit, nur in ganz verſchiedener Ab⸗ 
ſicht. Der Nenner zählt es, um eben dadurch, daß erx 
angibt, wie oft es gefeßt werden muß, wenn bie Einheit 
bervorzubringen ift, feine Größe zu befchreiben; ‚ber Zähler 
hingegen, um vermöge ber. Angabe, ‚wie. oft ed genom⸗ 
men werben foll, damit die zu -beflimmende Größe ent 
fiehe, von eben diefer Größe einen mittelbaren Begriff 
zu geben. In diefem Sinne darf. man .alfo fagen, baß 
Zähler und Nenner eined Bruchs gleichbenannte Zahlen, 
und Repräfentanten der durch den Bruch felbft darzus ’ 
ſtellenden Größe und ber Einheit find. 

Daß ein Bruch bey beftimmtem Nenner durch Vers 
größerung des Zähler über jede Grenze wachen; bey 
beftimmtem Zähler durch Zunehmen des Nenners unter 
jede Grenze herabſi nken kann, folgt aus ſeinem Grund⸗ 
begriffe. 

Bey den Regeln fuͤr die Diviſion ganzer Zahlen 
ift in Beziehung auf Brüche der merkwürdige Gab vor: , 
gefommen, daß fie Ausbrüde von Quotienten ganzer 
Zahlen werden koͤnnen, den Zähler als Dividend, ben. . 
Nenner ald Divifor gedacht. Aber man wirb burdy 
Hülfe dieſes Satzes nicht die Lehre von den Brücden 
auf die von ganzen Zahlen zuruͤckbringen koͤnnen, denn 
bie Idee eines Quotienten iſt eine zufammengefeste, bie 
entwidelt, und auf die einfachfle Form zurüdgeführt, 
in geeigneten Fällen erft in der Vorftellung des Bruchs 

ihre Auflöfung findet. Man pflegt ebendeöwegen anges 
deutete Quotienten fehr häufig fogleih als Brüche zu 
fchreiben, und fo wird dad urfprüngliche Divifionszeichen 
feltener, als die der übrigen arithmetifchen Operationen 


gebraudit. 
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Jede wäürkliche Zahl iſt entweber ganze Zahl oder 
Bruch. Die Form einer. Zahl angeben, beißt beflimmen, 
welchen Nenner, 1 nicht ausgefchloflen, fie führt. 

Es iſt übrigens durchaus nicht erforberlih, daß 
eine Größe Heiner ald die Einheit fey, bamit fie durch 
einen Bruch ausgedruͤckt erfcheine; die Form des Bruchs 
fonn jede Groͤße darfiellen. Was ſich durch- die Einheit 
felbft ‘in Wiederholungen berfelben zufammenfegen läßt, 
wird fich. durch jeben, dieſe Einheit genau meſſenden 
Theil gleichfans geben laſſen. Was namentlich durch 
eine-ganze Zahl ausgedruͤckt iſt, kann ohne Schaden feis 
ned Werthed auf unzählige Arten auch in einem Brurhe 
bargefiellt werden, weil man fi den Nenner eines fol« _ 
chen Bruches willtührlich vorfchreiben laflen darf. Um 
eine ganze Zahl in einen Bruch von beliebigem Nenner 
zu verwandeln, werde fie zuerft mit dem künftigen Nen⸗ 
ner multiplicitt, die Divifion hingegen, wodurch diefe 
Beränderung wieber gehoben wird, bloß angebeutet, 
indem man den Dividend zum Zähler, den Divifor 
zum Nenner eined Bruch macht, und die geforderte 
Umgeftaltung wird gefchehn ſeyn. Auf diefe Art gibt 
es unechte Brüche, die etwas Größeres ald die Eins 
heit ausdruͤcken, bey denen alfo der Zähler größer feyn 
muß ald der Nenner; echte Brüche, Die etwas Kleines 
res als die Einheit bezeichnen, mithin .einen Zähler, 
welcher Heiner ift als der Nenner, befigen müffen. 


B. Bertnüpfungen zwifhen einem Brude unb 
einer ganzen Zahl 


Die Begriffe ber Rechnungsarten find allgemein, 
müffen alfo bey Brüchen eben fo gut, wie bey ganzen 
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gahlen, ihre Anwendung Enden. Es liegt jeboh in . 
der Natur der Sache, daß man zuerſt Verknuͤpfungen 
zwifchen ganzen Bahlen und Bruͤchen auszuführen im 
Stande ſeyn muß, ehe man Bruͤche und Bruͤche mit 
einander verbinden kann. 


1. Sof ein Bruch mit einer ganzen Zahl durch 
Addition vereinigt werden, fo ift die erfle Bedin⸗ 
gung; ber die urfprüngliche Form beyder nicht entfpricht, 
Daß: in ihnen ein und baffelbe Ding gezählt werde. 
Nun kann in ber Regel der Bruch nicht die Form einer _ 
ganzen Zahl annehmen, aber wohl kann unbedingt bie 
ganze Zahl fih in einen Bruch umgeftalten. Ja man 
‚darf diefem Bruche denfelben Nenner unterlegen, wel⸗ 
chen der zur Vereinigung mit der ganzen Zahl gegebene’ 
Bruch befist. Iſt Died gefchehn, fo find es zwey Bruͤ⸗ 
che gleicher Benennung, die man in eine Summe ziehn ' 
fol, zwey Mengen alfo, von denen jede denfelben Theil 
der Einheit zählt wie die andere. Man braucht alfo 
nur diefe, wie’ bey ganzen Zahlen, zufammenzugählen, 
und am Ende zu bemerfen, daß in der Summe noch 
der vorige Theil der Einheit gezählt werde. Daher bie 
Regel: man verwandle die ganze Zahl in einen Bruch, 
denfelben Nenner führend als der, mit dem fie fummirt 
werben fol, addire die Zähler dieſer Brüche, und gebe 
der Summe den vorigen Nenner ald folchen wieber, 
art _ 2b, 
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2. Sind die zum Behuf der Subtraction gege: 
benen Zahlen eine ganze und ein Bruch, fo ift diefelbe 
vorläufige Verwandlung mit ber ganzen Zahl nöthig. 


S 


Die Zähler der beyden alsdann vorliegenden, gleiche 
Kenner führenden Brüche ftellen Mengen dar, in bes 
nen ber nemliche Theil der Einheit gezählt. wird; man 
rechnet alfo von der größeren dieſer Mengen die Heinere 
ab, nicht vergefiend, daß in der zurüdbleibenben nody 
immer der vorige Xheil der Einheit gezählt wird. Die 
Kegel lautet aljo: man bringe die ganze Zahl: auf ben 
Kenner. ded Bruchs; ziehe dann vom Zähler des Mis 
nuend den bed Subtrahend ab, der Heft ift Zähler eis 
ned neuen Bruchs, dem der vorige Nenner wieberges 
geben wid. | 


3 Sol ein Bruch mit einer ganzen Zahl multis 
plicirt werden, fo ift der natürlichfle Weg, welder . 
fih in der Addition mehrerer gleichen Brüche, ald wor - 

durch die Multiplication des gegebenen mit einer ganzen 
Bahl vollzogen werden kann, von felbft darbietet: bey 
unberührtem Nenner den Zähler des Bruchs mit jener 


ganzen Zahl zu multipliciren. — .c= —. Aber 


bey Brüchen iſt noch eine andere Art die Multiplication 
auszuführen, wenigſtens in gewillen Fällen, möglich. 
Nicht bloß Vervielfahung der Menge von Theilen, 
woraus ein Ganzes befteht, fondern auch Vergrößerung 
bed einzelnen Zheiled in eben dem Maaße, mit Beybes 
haltung der von folchen Theilen vorhandenen Menge, 
ift eine Vervielfachung des Ganzen. Nun ift ed der 
Nenner des Bruch, welcher und die Größe ber in 
ihm gezählten Theile anzeigt, und zwar dadurch, daß 
er uns fagt, wie viele folcher Xheile -nöthig find, um 
3* 
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die Einheit zuſammenzuſetzen. In eben dem Maaße, 
als ein folcher Theil größer wird, braucht er weniger 
Male geſetzt zu werden, damit die Einheit herauskom⸗ 
me; dadurch alſo, daß man den Nenner eines Brucht 
um ein gewiffes Vielfaches Feiner macht, wirb ange 
deutet, dag der Theil der Einheit, welcher in dem 


Bruche gezählt wird, um eben dieſes Bielfache größer. 


geworben iſt. Um daher einen Bruch durch eine’ zanze 


Zahl zu mültipliciren , dividire man, mit Beybehaltung 
des Zaͤhlers, feinen Nenner durch fie. Diefe Regel ii 


indeffen nur dann anwendbar, wenn jene Divifion eine 
ganze ‚Zahl zum Quotienten gibt, denn Zähler, und 
Penner des neuen Bruches follen auch ganze Zahlen 
feyn. 


Wenn eine ganze Zahl mit einem Bruche multi -. 


plicirt werten fol, fo fommt es, dem Begriffe ver 


Multiplication gemäß, nur darauf an, bie Atte, we 
durch der Bruch fi) aus ber Einheit bildet, an jene. ! 


Zahl in Ausübung zu feßen. biete Acte beftehn erſtlich 
in einer Zerlegung in fo viele gleihe Theile, al8 ber 


Nenner vorfchreibt: man muß alfo jene Bahl durch den 


Nenner des Bruchs dividiren 5; zweytens in dem fo 
oftmaligen Setzen eines ſolchen heiles, als der Zähler. 


des Bruchs angibt: man muß alfo dad Refultat jener ' 


Divifion mit dem Zähler des Bruch multipliciren. 
Da ſich in den meiften Fällen bie eben genannte Divis 
fion nur durch Zuruͤckfuͤhrung des Quotienten auf- einen 
Bruch leiften laſſen wird, die Multiplication dieſes 
Bruchs aber in der Regel nur durch Multiplicarion 
feines Zähler, fo ergibt fich die allgemeine Vorfchrift: 
man mache Dad Product aus ber ganzen Zahl und dem 
Bähler des fle zu multipliciren beflimmten Bruchs zum 
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Zähler ‚: feinen Nenner aber zum Nenner' eined neuen 
Bruchs. a. * — . Iſt der Bruch ein Stamm; 
bruch, d. h. hat er 1 zum Zähler, fo loͤsſt fich das 
MRultipliciren. mit: ihm in ein bloße8 Dividiren burch 
feinen  Menner auf, wodurd ein aliquoter Theil des 


- Rultiplicand. erhalten wird. Sole Brüche pflegen ' 


ſelbſt Qu oten genannt zu werden. Auch bier ift es, 
biefen Saͤtzen zufolge, erlaubt, Multiplicand und Muls 


. fiplicator zu verwechfeln, ohne daß die Größe bed Pros 


ductes geändert wird. 


4. Wenn ein Brud dur eine ganze Zahl zu bis 
vidiren ift, fo kann man, ben bey der Multiplication 
angeftellten Betrachtungen zu Folge, ohne den Nenner 
zu berüßren, durch bloße Divifion des Zählerd mit dem 
gegebenen Divifor dad Gefuchte erhalten. Aber da fi 
dieſe Divifion nur zumeilen fo auöführen Jäßt, daß der 
Quotient eine ganze Zahl wird, fo gelangt man auf 
diefem Wege zu Peiner allgemeinen Regel, Es gibt 
indefjen noch ein anderes. Mitte, Wervielfachung bed 
Nenners, ohne Aenderung des Zählers iſt verhaͤltniß⸗ 
mäßige Werkleinerung des in dem Bruce gezählten 
Theile der Einheit, und alfo gleichmäßige Verringe— 
rung bed Werthed, den der Bruch felbft befist.. Man 
multiplicire alſo den Nenner ded Bruchs mit der geges 
benen Zahl, und man wird den Bruch durch fie divi⸗ 

, a, 2 
dirt haben. 7* c= Do 

Wenn endlich eine ganze Zahl durch einen Bruch 
dividirt werden fol, fo ergibt fih aus den Regeln der 
Multiplication an und mit einem Bruche, verbunden 
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mit ber Definition bed Dividirens: daß es in einer 
Aufhebung der beym Multipliciren vorgenommenen Ope⸗ 
rationen beſteht, ſogleich die Vorſchrift, wonach der 
Quotient hervorgebracht werben Tann. Ein Product, 
deſſen einer Factor ein Bruch, ber andere eine ganze 
Zahl ift, wird erhalten, wenn man jene ganze Zahl 
mit dem Zähler des Bruch multiplicitt, durch ben 
. Nenner beffelben dividirt. Ruͤckwaͤrts alfo, um das 
wieder aufzuheben, was ber Bruch zur Bildung bes 
Probuctes beygetragen bat, muß man mit dem Zähler 
beffelben Dividiren, und durch den Nenner multiplicirens 
fürzer: den Bruch umkehren, und bann mit ihm mul⸗ 


tipliciren. b e | 
, au = a. —,. ; 
, c b 


GC. Erweiterte Geftaltung ber Brüde 

Aus den vorhergehenden Negeln ergibt fich bie 
Möglichkeit, einen Bruch, ohne Schaden feines Werthes, 
in unzählig vielen Formen darzuftelen. Zähler und . 
Nenner dürfen zugleich mit einer ganzen Zahl miültis 
plicirt werden; das Eine ift Multiplication, das Ans 
dere Divifion dur fie, an dem Bruche felbft vollzogen, 
und beyde Operationen heben einander auf, Freylich 
wird durch eine folche Veränderung die Geftalt des 
Bruch unbequemer, indeffen Fann es doch Fälle geben, 
wo fie unvermeidlich if. Dies tritt namentlich ein, 
fobald zwey ober mehrere Brüche von beliebig verfchies 
denen Nennern, ald Zahlen, in denen der nemliche 
Theil der Einheit gezählt wirb, dargeſtellt, das heißt, 
auf einerley Nenner gebracht werben ſollen. Dieſen 
Zweck zu erreichen, verwandelt man jeden der gegebenen 
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‚Brühe, durch Multiplication des Zählers und Nenners 
mit eben berfelben- Zahl. Diefe Zahl muß aber für je: 
den beſonders gebildet werben; bie Brüche, welche noch 
neben demjenigen , der verwandelt werben fol, vorhan⸗ 
den find, muͤſſen fie hergeben; fie kann, weil Multiplis 
cation die einzige Operation ift, wodurd man andere 
Zahlen mit bem Nenner eined Bruchs verknüpfen, und 
alfo diefen ändern Tann, fo daß, unter dem Vorbehalt 
am Zähler Gleiches vorzunehmen, der Werth bed Bruchs 
nicht geflört wird, nichts Anderes als ein Product 
aus den Nehnern aller übrigen Brüche feyn. Wenn 
man ein folches Product wirklich bildet, und damit erft 
ben Zähler, hernach ben Nenner bes jedesmal vorliegens 
den Bruchs multiplicirt, fo ändert fih fein Werth 
nicht, es wird in den neuen Formen jeder Nenner ein 
Product aus allen einzelnen Nennern der anfangd vor: 
bandenen Brüche feyn. Daher die abgefürzte Regel: 
Wenn mehrere Brüche auf einerley Nenner gebracht 
werben follen, fo multiplicire man ben Zähler ‚jeded 
einzelnen mit einem Producte aus den Nennern der 
neben ihm vorhandenen Brüche; dadurch erhält man 
almälig die Zähler der neuen, welche fämmtlid ein 
Product aus allen anfänglich vorhandenen Nennern zu 
den ihrigen bekommen. In einzelnen Fällen läßt dieſes 
Verfahren noch Abkürzungen zu. 

Umgefehrt wird es alfo auch geftattet feyn, Zähler 
und Nenner eined Bruchs durch diefelbe Zahl zu bivi- 
diren, nur daß dabey Die Quotienten ald ganze Zahlen 
erfcheinen müffen. Da diefe Aenderung der Form dem 
Bruche eine einfachere Geftalt gibt, fo nimmt man fie 
gern vor, wenn nicht andere Rüdfichten daran hindern, 
welches freylich meiftens ber Fall zu feyn pflegt. Ein 
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Bruch heißt in den kleinſten Zahlen. außgebrädt,: werd 
fein Zähler und Nenner nicht meht durch eben biefelbe 
ganze Zahl fo- dividirt werben Finnen, daß bie Duos 
tientön felbft wieder als ganze Zahlen erfcheinen; bie 
Bewerkſtelligung diefer Operation ſetzt alfo die Mögs 
lichkeit voraus, fuͤr zwey beliebige Zahlen, wie hier 
Zähler und Nenner find, den größten gemeinfchaftlichen 
Divifor zu finden. Diefe Möglichkeit :ift freylich nicht 
immer vorhanden. Böhler und Nenner eines Bruch 
koͤnnen abfolute Primzahlen ſeyn, das beißt folde 
ganze Zahlen, die durchaus nicht ald dad Product ans 
berer Pleinerer ganzen Zahlen angefehn werben bürfen, 
und alsdann iſt die genannte Aenderung unmöglich; fie 
koͤnnen, einer oder beyde, aus Factoten zufammengefegt 
feyn, und dennoch eine folche nicht geftatten. Dutch 
‚ methodifh angeftelte Verſuche kann man darüber fichere 
Ausfunft erhalten. Man fängt an, die größere unter 
beyden Zahlen, a, durch die Fleinere, b, ſelbſt zu dividiren. 
Wenn dabey kein Neft bleibt, fo tft offenbar jene Heis 
nera felbft die gefuchte Zahl. Widrigenfalld befteht die 
größere aus zwey Stüden, beten eines ein Vielfaches 
des Divifor, das andere Fleiner ald er if, a = mb 
+ c. Das gefuchte gemeinfchaftliche Maag muß alfo 
zwey Bedingungen erfüllen. Es muß erftlih im Dis 
vifor, b, aufgehn, und zweytend in dem letzten Stüde 
des Dividend, c, da ed im erften, welcher ein Biel: 
faches des Divifor iſt, mb, von felbft aufgehn wird. 
Die Frage ift alfo jegt auf die viel einfachere zurüdges 
bracht: welches ift das größte gemeinfchaftlihe Maaß 
für die Bleinere Zahl, b, und den Reft, welcher bey 
der Divifion ber größeren durch fie übrig bleibt, . c? 
Mit diefen beyden Zahlen Tann man wieder wie mit 


— 


4 


den vorigen verfahren, imb fo fort; woben ; weil man : 
zu immer MHeineren Zahlen gelangt, bie Unterfudung 
zulegt auf ein beflimmtes-Refultat führen muß. Unb 
fo rechtfertigt fi fi) die gewähnliche Regel: Um das größ: 
fe gemeinfchaftliche Maaß zweyer Zahlen zu finden, dis 
vldire man die größere durch bie. kleinere, dieſe felbft 
wieder durch den Meft, der dabey geblieben ift, und fo 
fort jeden folgenden Divifor durch den Neft, welchen 

er gelaſſen hatz ber Reſt, welcher zuerft die Diviſion 
aufgehn läßt, iſt dad gefuchte gemeinfchaftlihe Maaß. 
Es gibt Feined, wenn der legte Nefl, wozu man ges 
langt, 1 iſt. 


D. Bertnüpfungen zwiſchen Brüden. 


Nach biefen Vorbereitungen können die Rechnungs: 
arten, in fo fern durch fie mehrere Brüche wit einans 
ber verknüpft werden: follen, ohne. Schwierigkeit ver: 
flanden werden. 


1. Die Addition gegebener Brühe, dad heißt 
ihre Bereinigung zu einem einzigen, feßt voraus, daß 
fie alle gleiche Nenner haben, und wird verrichtet, ins 
dem man bie Summe aller ihrer Zähler zum Zähler 
eines neuen Bruches macht, welcher den Nenner behält, 
den bie heile hatten. 

a c a-tc 
s tr, = 7” 





I. Die Subtraction eines Bruchs ‚von einem 
anderen erfordert ebenfalls Spentität der Nenner, und 
gefchieht dadurh, dag man die Differenz ber Zähler 
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zum Bähler eined neuen Bruce mas, deſſen Nenner 
der vorige bleibt. | 


WE m —  ÜHEE  — 


II. Die Multipkication einer Zahl mit einem 
gegebenen Bruche wird vollbracht, Indem man an ihr 
diefelben Aete vornimmt, durch ‚welche der⸗Bruch aud 
ber Einheit entfiand, daB heißt, indem man fie burch 
feinen Nenner divibirt, und ben Quotienten durch feis 
nen Zähler multiplichrt. Iſt der. Multiplicand felbft ein 
Bruch, fo läßt fih die Art, wie diefe Operationen. an - 
ihm vollzogen werden, noch näher. bezeichnen. Im AU: . 
gemeinen kann es jedesmal gefchehn, indem..man feinen 
Nenner mit dem Nenner, feinen Zähler mit dem Zaͤh⸗ 
Ver des Multiplicator multiplicirt; in beforideren Fällen 
gibt ed noch andere, und kürzere Methoden. 


IDEE: 


- Die Multiplication kur einen echten Bruch ver: 
kleinert, ſie kann, was auch der Multiplicand fey, das 
Product zu jeder Kleinheit berabdrüden, wehn man 
nur den Nenner des Multiplicator nad) Belieben groß 
annehmen darf. Das Product zweyer echten Brüche 
iſt Peiner ald jeder feiner. Factoren. Won unechten 
Brücen gilt der umgelehrte Satz. Ein Product, des⸗ 
ſen Sactoren zwey Brüche find, von denen ber eine 


daß Umsetehrte des anderen iſt, — = . re gibt 1. 





IV. Die Divifion mit einem Bruce erfordert, 
als eine. Auflöfung des durch Multipliciren Hervorge⸗ 


‘ 


bradyten, gerabe das Entgegengeſetzte der Operationen, 
bie dieſe vorfchreibt, alſo Multiplication mit feinem 
Renner, und Divifion des Probuctd mit feinem Zähler. 
Die Regel des Verfahrens läßt fich am kuͤrzeſten fo fas⸗ 
fen: Multiplication mit dem umgekehrten Bruch iſt 
Divifion durch ben Bruch ſelbſt. 


M:D-@:O- 


Alle Folgerungen, welche in Rüdfi # auf das 
„Rechnen mit Andeutungen zuſammengeſetzter Zahlen aus 
bem Begriffe der Rechnungsarten für ganze Zahlen ab» 
geleiter find, laſſen fih auf Brüche ausbehnen, gelten 
alfo von Zahlen überhaupt. 

Wenn man den Begriff eined Bruch, etwas all- 
gemeiner ald vorbin, fo faßt, daß zwey Zahlen dazu ers 
fordert werben, von denen bie eine, der Nenner, das 
beftimmt, was eigentlich in dem Bruche gezählt wird, 
indem fie die Art und Weife angibt, wie es geſetzt 
werben muß, um die Einheit zu erhalten, während bie 
andere, der Zähler, anzeigt, auf was für eine Art 
eben daſſelbe gefest werden muß, um bie Größe zu 
befommen, welche der Bruch ausprüden fol, fo laſſen 
fih auch zufammengefeßte, oder fogenannte Bruchs⸗ 
vruͤche, bey denen die Zähler und Nenner felbft Bruͤ⸗ 
che find, erklären. Indeſſen leitet fi) aus der eben 
gegebenen Erklärung leicht der Satz ab, daß ein folcher 
Bruch eben fo gut al8 ein einfacher, einem Quotienten 
gleichbedeutend fey ; feine verwidelte Geftalt verfchwins 
det, fobald man: den Zähler wirklich durdy den Nenner 
bividirt. Es find alfo Feine befondere Regeln der Nechs 
nung für dieſe Brüche nöthig, die übrigens ganz wie 
die vorigen audfallen würden. 
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Eine beſondere Art von Bruͤchen, bey deren Bil 
ar cin mit dem becadifchen Zahlenfoftem im. nahel 
Zredeng ſtehendes Geſetz herrſcht, und die im Ge: 
RRSe verfchiedene Abkürzungen des Verfahrens ge: 
, ſtellt dad. folgende Capitel dar, als eine Anı 
TUZIERg von der allgemeinen Theorie der Brüche. : : 


Viertes Eapitel. 


Bon den Decimalbrüden. 
& Begriff-und Bezgeihnung ber Decimalbrüde,‘ 


Ein Decimalbruch heißt derjenige, deſſen Nen— 
mee irgend eine von ben höheren Einheiten des becadis 
ſchen Syſtems, alſo entweder Zehn, oder ein Product 
ars lauter Zehnen iſt. Man kann zufammengefegte 
Oecim albruͤche von einfachen unterſcheiden; bey den er⸗ 
ſten iſt der Zaͤhler eine vielzifrige Zahl, bey den andern 
ein bloßer Einer. Ein zuſammengeſetzter echter Deci⸗ 
malbruch laͤßt ſich in ſo viel einfache zerfaͤllen, als ſein 
Zaͤhler Zifern enthält. 

Ehen tiefe beſondere Beſchaffenheit der Nenner 
maht die Rechnung mir felhen Brühen um Bieles 
leichter als mit anderen. Ja, man fann, durch eine 
geringe Erweiterung der Kegel für das Schreiben deca⸗ 
bifch gebildeter Zubien, das ausdrüdliche Hinfegen ber 
jebesmaligen Nenner ganz erfparen. Man hebe nemlich 
die Annabme, des die Einer allemal die lebte Stelle 

- einer vielzifrigen Zabl einnehmen follen, wieder auf, 
führe aber, damit Lie Gtelle derfelben doch erkannt 
werden koͤnne, ein eigenes Zeichen ein, (man hat ein 


_ 


(,) dazu gewählt), welches. hinter die Zifer der Einer 
geſetzt wird, Bleibt num bad Gefeh der Rangfolge 
‚unter den Zifern unbedingt gültig, welchem gemäß das 
jeber folgenden Zifer Gezählte um dad Zehnfache gerins 
ger ift als in ber vorhergehenden, fo werden Zifern, 
die nach der Stelle des Einer ſtehn, wenn man ihren 
wahren Werth angeben will, burch ein Product von fo 
viel Zehnen, als ihr Inder andeutet, bividirt werben 
. müffen, mithin. eigentlich einfache Decimalbrüche vors 
fielen. Bey diefer Methode fchreibt man alfo bloß die 
Zaͤhler, und fließt auf die Nenner aus den Stellen, 

in welchen die Zähler ſtehn. Es kommt dabey Alles 
darauf an, ‚daß die Stelle der Einer durch das anges 
nommene Zeichen feflgelegt werde; von ihr aus beflims 
men fich die Plaͤtze aller übrigen Zifern, ſowohl derer, 
bie Durch ein Product von lauter Zehnen multiplicirt, 
als derer, die durch ein ſolches dividirt werden müffen, 
wobey man zuweilen bed Zeichens O zur Ausfüllung 
gewiffer Stellen nicht entbehren Tann. Die Verrüdung 
dieſes Zeichens ift von wefentlihem. Einfluß auf die 
Zahl; jede Zifer derfelben wird mit Zehn multiplicirt, 
indem ed um 'eine Stelle weiter hinuntergeht, mit Zehn 
dividirt, indem man ed um eine Stelle höher. hinaufs 
ruͤckt. Hieraus ergibt fich fogleich Die Regel, nach der 

man verfahren muß, wenn man einen durch SHülfe 

dieſes Verfahrens ausgedruͤckten Derimalbruch wieber 
auf die gewoͤhnliche Weiſe ſchreiben will. Man ruͤckt 

das Komma bis hinter die letzte Zifer, wo es ganz 

weggelaſſen werden kann; der Nenner zu dieſem Zaͤhler 
iſt eine höhere Einheit, deren Rang mit der Zahl der” 
Stellen, um die das Komma verrüdt ift, zufammens 

fällt, 
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In der Folge wird immer vorausgeſetzt, baß ein 
Decimalbru auf bie angegebene abgekürzte Art ges 
ſchrieben werde, und die Regeln ber Rechnung für Des 
cimalbrücdhe, deren es fonft Feiner mehr bebürfte, haben 
bloß einen Mechanismus zur Abficht, wodurch dem Res 
fultat der Operationen, bie mit folchen Bruͤchen anges. 
ftelt werden, fogleich biefelbe Form zu Theil wird, 


B. Die Srunboperationen mit Decimalbräden, 


IL. Bey der Addition von Zahlen, die ein Komma 
führen, wirb das Zufammenorbnen gleichartiger Theile 
durch das Untereinanderfeßen biefer Zahlen, fo baß das 
bey bie Einer (oder die Kommata) in eine Berticalreihe 
fallen, auf einmal verrichtet. Webrigend verfährt man - 
genau wie bey der Abbition ganzer Zahlen. 


II. Vey der Subtraction iſt voͤllig derſelbe Fall 
und dieſelbe Regel; eine Zifer, ſie ſtehe vor oder nach 
den Einern, zaͤhlt allemal Etwas zehnfach hoͤheres als 
bie folgende; deswegen verhält man ſich bey dem Les | 
berfragen aus einer partiellen Summe in die nächfihös 
here, wenn ed nöthig feyn follte, eben fo wie bey gan⸗ 
sen Zahlen. 


II. Bey der Multiplication ſieht man bie ges 
gebenen Zahlen an, als wären fie ganze, berechnet ihr 
Product, zählt alddann die Menge der Zifern, die in 
jeder nach dem Komma ftehn, addirt die Anzeiger dies 
fer Mengen zufammen, und fett im Product das Koms 
ma fo, Daß fo viele Stellen auf bdaffelbe folgen, als 
jene Summe anzeigt. Man muß fich erinnern, daß 
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: bier das Product. zweyer Bruͤche gemacht wird, deren 

Renner höhere Einheiten find, und daß das Product 
von folchen felbft wieder eine höhere Einheit wird, bes 
ren - Ordnung bie Summe von den Drönungen ber 
Sactoren ifl. De 


IV. Bey ber Divifion betrachtet man ebenfalls 
Dividend und Divifor als ganze Zahlen, und findet 
wie gewöhnlich den Quotienten, nur, baß man fi 
bier mit einer Näherung begnügt, und ben legten Reft, 
der noch einen echten Bruch in den Quotienten brins 
gen würde, fallen läßt. Nun zählt man die Menge 
der Stellen nah dem Komma, Tim Dividenb fomohl 
als im Divifor. Iſt fie im erflen größer ald im legten, 
fo.rüdt man im Quotientn bad Komma um fo viel 
Stellen von feiner letzten Bifer hinaufwaͤrts, als der 
Unterfchied jener Mengen anzeigt. Iſt aber die Menge 
der Stellen nad) dem Komma im Divifor größer als 
im Dividend, fo ridt man bad Komma im Quotienten 
um fo viele Stellen nach feiner niedrigften Zifer hinuns 
ter, als die Differenz eben jener Mengen Einheiten 
enthält, wobey alfo die fehlenden Stellen mit O auds 
gefüllt werden müffen. Der Grund diefer Regel leuchs 
tet ein, fobald man fich erinnert, daß ein Bruch durch 
einen andern dividirt wird, indem man den Divifor 
umfehrt, und damit multiplicirt. Damit fommt ber 
Nenner ded Divifor als Factor in den Zähler bes 
Quotienten, und kann gegen den Nenner des Dividend, 
weil beyde höhere Einheiten find, entweder ganz oder 
nur zum Xheil aufgehoben werden, welches, wenn es 
ausgeführt wird, gerade auf die vorige Regel führt, 
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C. ‚Berwanblung anbeter Brüche in Derimalbrüßie, 


-  &o bequem ber Gebraud) der Decimalbrücde bey 
wuͤrklichen Rechnungen ift,: fo eingefchränft. würbe. er 
feyn, wenn man nicht Mittel hätte, jeden anderen. Bruch) 
in einen Decimalbruch umzuformen. Die Möglichkeit 
‚davon ift in gewiflen Fällen: leicht einzuſehen. Man 
multiplicire den’ Zähler: des Bruchs mit "einer beliebig _ 
gewählten böheren Einheit. und dividire dies Product 
‚buch den Nenner. : Da kann ſehr wohl der Quotient 
eine ganze Zahl werden, und wenn ;man ihm, als 
Sähler, jene höhere Einheit zum Nenner gibt, fo er: 
feheint der vorige Bruch als Decimalbruch. Aber in 
* den wenigften Faͤllen laͤßt fi bied Verfahren wuͤrklich 
ausführen. Jede höhere Einheit, ſie ſey von welchem 
Grade fie wolle, iſt ein Product aus den Factoren. 2 
und 55 enthält alfo ber Nenner bed gegebenen Bruchd 
noch andere Zactoren, fo läßt fich das Product auß ihr 
und dem Zähler diefed Bruchs nicht mit ihm bividiren, 
fo daß der Quotient eine ganze Zahl wide, wie es 
doch von dem Zähler eines Decimalbruchd verlangt 
wird. 

Hier tritt zuerft der Fall ein, wo man ſich ſtatt 
der völligen Schärfe mit einer Naͤherung begnügen 
muß; wie in allen Fallen, wo wir die abftracten Bes 
griffe der Wiffenfchaft auf die Wirklichkeit anwenden, 
unfere Größenbeflimmungen nichts Anderes als Näheruns 
gen werben, die nicht Über eine, von ber jebeömaligen 
Natur der vorliegenden Größe abhängige Kleinheitss 
grenze hinaudgetrieben werden Pönnen, ſo daß unfere 
Erkenntniß ben höcften Grab erreichharer Genauigkeit 
bat, wenn wir bie engflen beflimmbaren Grenzen .ans 
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geben koͤnnen, zwiſchen benen bie zu beſtimmende Größe | 
enthalten ifl, oder wenn wir und überzeugt halten bürs 
fen, baßjenige, was in der Angabe für biefelbe fehlen 


ober: uͤberhaupt unrichtig feyn mögte, betrage weniger 


als eine, nach Umftänden feflzuftellende, Kleinheitsgrenze, 
welche gewoͤhnlich durch einen Decimalbruch, deſſen 
Zaͤhler die Einheit iſt, ausgedruͤckt zu werden pflegt. 
Die Decimalſtelle der Kleinheitsgrenze iſt dem gemaͤß 
diejenige, welche durch ihren Nenner die hoͤchſte Anzahl 
von Theilen zeigt, in die wir die Einheit zerlegt den⸗ 


Ten dürfen, wenn. ſolche Theile erkennbar bleiben ſollen. 


Am einen gegebenen Bruch in einen Decimalbruch 
näherungdroelfe zu verwandeln, ſetze man hinter feinen 
Zähler rin Komma, und dann fo viele O, daß Die letz⸗ 
te berfelben in die Decimalftelle der Kleinheitsgrertze 
fommt: Darauf bividire man ihn durch den Nenner 
vollſtaͤndig; laſſe aber ben echten Bruch, welcher bey 
ſtrenger Berechnung, gebildet aud dem Reſte und. dem 


" Divifor, uͤbrigens vom Range des Reſtes, ſchließlich 


angehängt werben müßte, falls genau gerechnet werben 
follte, ganz weg, weil fein Werth unter die Kleinheitts 
grenze finft. Der Quotient wird alsdann ben genähers 
ten Ausdruck für den gegebenen Bruch, in verlangter 
Form, DBarbieten. Sobald die Entwidlung auf mehr 
Decimälftellen getrieben werben fol, ald der anfängliche 
Nenner Einheiten bat, muß ſich in den Zifern bed 
Quotienten eine periodifche Wiederkehr ergeben, welche 
meiftend fchon bey einer geringeren Zahl folder Stellen 
hervorzutreten pflegt. 

Der Gebrauch approrimativ richtiger Zahlen zieht, 
fobald folche Zahlen in Rechnungen verflochten werden 
follen, Unterfuchungen nach fich, welche dem Calcul mit 

4 


30 


fireng richtigen Zahlen ‚ganz fremd And. ’ Mär Tanz. 


‚ nemlich bey jedem Mefultate fragen, bis zu welchen 
Grabe von approrimativer Richtigkeit. es gelange, oder 
auf wie viele‘ Decimalen es zuverläffig fey, voraudges 
febt baß Gleiches in: Abficht auf die Zahlen, Womit man 
rechnet, als befarint vorliegee Ohne ſichere Beftims 
mungen in biefee Beziehung bleibt das Rechnen . mit 
genäherten Decimalbräüchen, : bloß.nach ben allgemeinen 
Regeln der Bruchrechnung, ein unfichered , theilweiſe 
vergebliches und ˖unrichtiges Spiel, 

Die Möglichkeit ſolcher Beſtimmungen beruht im 
Allgemeinen-darauf, daß. man jedesmal bey dem Rech⸗ 
nen mit genäherten Decimalbrüchen zwey Refultate, wos 
von bad eine zu viel, das andere zu wenig beträgt, ers 
halten, foweit diefe alfö zufammenfallen, die Rictigkeit 
der erreichten Naͤherung verbuͤrgen kann. 


Bey der Addition genaͤherter Decimalbruͤche, beten | 
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jeder feiner Bildung gemäß ficher zu Bein iſt, gibt die : 
Summe zu wenig; wird aber jeder derfelben um eine ; 


Einheit in feiner legten Stelle vermehrt, fo bringt fie \ 


zu viel. 
Bey der Subtraction erhält man zu viel, wenn ber 
Minuend; zu wenig, wenn der Subtrahend in ſeiner 
letzten Stelle um 1 vergroͤßert wird. 

Bey der Multiplication wird das urfprängliche 
Product zu Mein; fällt aber, wenn jedem feiner Facto: 
ven in ber unterften Stelle eine 1 zugelegt if, zu groß 
aus. 2 
Bey ber Divifion wird der Quotient zu klein, 
wenn man die Bifer in ber lesten Stelle bey dem Dis 
vidend ungeändert läßt, bey dem Diviſor um 1 vere 
mehrt 5; zu groß hingegen, wenn bad Gleiche in 
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umgebehrter Drbnung bey bem Divfbend und Divifor 
gefchieht. 

Die weitere Ausführung fordert einige Kenntniffe 
aus den naͤchſten Capiteln. Sie findet ſich im letzten 
Capitel. 

Man würbe übrigend die Regeln für das Rechnen 
mit gemäherten Vecimalbrůchen auch dahin entwickeln 
EUinnen, daß aus der heriodiſchen Wiederkehr, welche 
bey den gegebenen Bruͤchen ſtatt findet, womit ‚man 
rechnet, die periodifche Wiederkehr des Brachs hervor» 
treten müßte, welcher bad Refultat der Rechnung iſt. 
Da man rüuͤckwaͤrts Fhr jeden Decimalbruch, deſſen pes 
tiobifche Wiederkehr befannt if, den urfpränglichen 
wieberherzuftelen vermag, aus welchem er ſich ents 
widelt bat, fo koͤnnte auf diefe Art dad Mechnen mit 
genäberten Zahlen zu Refultaten von firenger Richtigkeit 
führen. Fuͤr die Zwecke bed gewöhnlichen Talcıld wuͤr⸗ 
de ein folches Verfahren von keinem weſentlichen Nugen 
ſeyn; als erfle Probe einer Methode, welche die Seele 
höherer Theile ter Wiffenfchaft iſt, hat fie großes In⸗ 
tereſſe. | 


Viertes Capitel. 


Bon ben widerſtreitenden Zahlen, und ber 
Rechnung mit Ihnen 


- KL Begriffe von Einkimmung und Widerſtreit; 
Beziehung berfeiben zur Arithmetit, 


Mir bedienen uns det Bahlen nicht allein, um 
von einer Größe, durch Vermittelung einer anderen, eine 
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Vorſtellung zu videi, ſonbern hauptſaͤchlich, burch ihre * 
Huͤlfe, Reſultate der Verlnupfungen zwiſchen den Gro⸗ 
Ben ſelbſt, ohne Herausgehn zur wuͤrklichen Anſchauun 

zu bewerkſtelligen. Nun iſt es zwar allerdings die Er 
Bedingung für alle Größen, welche verglichen, oder 
zu einer neuen zuſammengefaßt werden ſollen, „daß. fie” 
"gleichartig feyn müffen, dad heißt, daß ihre inneren " 
Merkmale als identifch gedacht werben. Aber Größen, = 
welche ſich, 9.8 gleichartige, wuͤrklich verbinden Taffen, at 
innen, ed jey vermöge der Art, wie fie. fich in ugs 
fprünglicher Anfcbauung erzeugen, ober 'vermöge bee 
Beziehungen, die ihnen bengelegt werben, entweber fi = 
fo gegen einander verhalten‘, daß fie nach der Verein‘ 's 
gung neben, einander beßehn, und ald wuͤrklich vorhan⸗e 
dene Theile einer neuen Größe erfcheinen ; oder fie Ein; ! 3: 
nen in ſolche Berhältniffe gegen einander gefegt feyn, k 
daß fie ſich einander gegenfeitig vernichten, fobald fie, I 
übrigend gleih, zu einer dritten zuſammenkommen fols 
len. Im erflen Falle werden fie einffimmig, im: 
zweyten widerſtreitend genannt. Kräfte, welche in ‘= 
der Richtung einer gegebenen Linie, nur nach. Verfchies in 
denen Seiten hinaus, ihre vereintg Gewalt ausüben; * 
Wege, welche alle in bderfelben Linie, aber nicht nach z 
berfelben Seite hin, ſich einander anfchließend, befchries : 
ben werden; felbft Acte bed Zaͤhlens, die ſich ſo verbin: 5 
ben, daß ber zweyte den erſten rüdgängig madt, tn: = 
nen al3 Beyfpiele dienen, um diefe Begriffe zu verfinns + 
lien. Man muß fich Übrigens fehr davor hüten, Ber: - 
neinung und Widerſtreit mit einander zu verwechfeln, 
‚wozu ber Auödrud entgegengefegt Berahlaffung 
werden koͤnnte. 
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Wenn man fi eine Größe bloß in fich felbft vor: 
ſtellt, finden die Rüdfichten, ob fie mit einer anderen, 
ihr gleichartigen, im Verhältnis der Einſtimmung ober 
des Widerſtreites ſtehe, noch gar Feine Statt: ſelbſt 
bey der Wergleihung zweyer Größen, wenn man bloß 
die Vielheit von Xheilen, welche in ber einen Tiegen, 
durch Huͤlfe der anderen erfennen will, Tann man bas 
von abſtrahiren. Aber, fobald mehrere gleichartige 
Größen mit einander verknüpft werben, ift es fchlechter: 
dings nothmendig, auf ihre gegenfeitige Beziehung bey’ 
äner Flnftigen Vereinigung Rüdficht zu nehmen, und 
zu beflimmen,_ ob fie dabey einſtimmig ober widerſtrei⸗ 
tend feyn werden. In diefer Hinſicht ift die gewoͤhn⸗ 
liche Art der Angabe mangelhaft: wir pflegen bey eins 
fimmigen Größen entweder gar nichts uͤber ihre gegen⸗ 
feitige Beziehung zu fagen, und fo ftillfchweigend bie 
Einftimmung anzudeuten, ober wir drüden als verfchie- 
bene Eigenfchaft der Größen aus, was eigentlich als 
Berfchiedenheit der Beziehung hätte gefaßt werden fol 
In, fo daß ſich Bahlen verfchiebener Benennung zu 
‚ bilden fcheinen, wo nur eine Einheit eriftirt, aus ber 
fie fich bilden laſſen. 

Der Begriff des Widerftreitd ift ein Berhältniß- 
begriff, und durch ihn wird es moͤglich, aus der Vor: 
fielung des einen von den beyden Dingen, auf die er 
fi) bezieht, Die des anderen abzuleiten. Aber er ift 
fhlechterdings reciproc, und in Rüdfiht auf ihn kommt 
feinem von beyden ein auöfchließliches Prädicat zu. 
Daher pflegt man zu fagen, fie find einander wi: 
derfireitend, oder das eine iſt dad Umgekehrte 
des anderen. 
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flreitend gebacht-werben, fo liegt nicht in ihnen, aber 


nothwendig in ber Art wie fie bey dem Gedachtwerden | 


Wenn indellen zwey Dinge wuͤrklich als wider⸗ 


dieſes Verhaͤltniſſes auftreten, ein characteriſtiſcher Uns | 


terfchied. Bey jedem Verhaͤltniß, bey jeder Verglei⸗ 
dung zwifchen zwey Dingen, wirb dad eine, ‚vor aller 
Vergleihung, ſchlechthin geſetzt, das andere aber mit⸗ 
telbarer Weiſe durch jened erfle beftimmt. Um biefe 
Unterſcheidung im. vorliegenden Falle zu firiren, fol 


diejenige von zwey wiberftreitenden Größen, welche 


ſchlechthin als gegeben angenommen wird, pofitin, 


diejenige hingegen, beren Vorſtellung mittelbarer Weife 


Durch den Begriff des Wiberftreitd aus ber Vorſtellung 


ber anderen erzeugt wird, negativ heißen, 
Dieſe Unterfcheidung ift unentbehrlich für die Arith⸗ 


metit, Im VBorhergehenden iſt immer nur der Fall 


betrachtet worden, da die Größen, von benen eine durch 
die andere auögebrüdt werben follte, einftimmig waren, 
wo alfo die eine felbft, ohne weitere Beflimmung, dur 
Zheilung und Zufammenfegung, die man mit ihr vor: 


nahm, die andere geben konnte. Es muß aber auch 


auf den Hall Rüdfiht genommen werben, ba bie eine 
ber anderen wiberflreitet. Da ift nun nothwendig dies 


jenige von ihnen, welde ald Einheit genommen wird, 


pofitiv, und ed bedarf, um fich aus ihr die Vorſtel⸗ 
Yung ber anderen zu erzeugen, eines Act, von bem 
im vorhergehenden Falle gar Feine Rebe feyn Fonnte: 
man muß fich nemlich erft dad Umgekehrte von ihr den⸗ 
ten, indem man fich die Vorftellung deffelben aus der 
ihrigen erzeugt, und dann daraus durch Zufammenfegung 
ober Zheilung, wie vorhin, jene andere Größe entſte⸗ 
ben lafien. Der erfle Fall gibt pofitive, der andere 
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negative Zahlen; bie erſten werben durch das Beichen 
+ (plus), die anderen buch dad Zeihen — (minus), 
welches man -ihuen vorſetzt, angebeutet ; doch haben bie 
pofitiven den. Vorzug, daß man gemeiniglich fein aus: 
brüdlich vorgefeßted Zeichen braucht, um fie anzudeuten. 
Da die Verſchiedenheit zwifchen Größen, welche 
Fb in ihrem Wiserftreit zeigt, offenbar. nicht auf das 
Mehr oder Minder anlommt, fo kann die eine derfels 
ben weber größer noch kleiner ald die andere heißen. 
Aber das Pofitive ein Höheres, das Negative ein 
Niedrigeres zu nennen, iſt man allerdings .berechtigt. 
Se mehr gleiche heile eine, pofitive Zahl aufnimmt, 
deſto höher, je mehr gleiche Theile eine negative Zahl in 
fi) faßt, deſto niedriger wird diefelbe. 


B. Die Grundoperationen mit pofitiven unb 
negativen Zahlen. 


Das Berfahren bey der Austbung ber Rechnungs: 
arten an pofitiven und negativen Zahlen läßt fih auf 
eine fehr einfache Art aus den vorigen Begriffen ab: 
leiten. | | 

1. Die Addition Tann Zahlen, welche in Anſe⸗ 
hung ihres Zeichens Üübereinflimmen, fie mögen pofitio 
oder negativ feyn, im eigentlihen Sinne durch wuͤrkli— 
ches Hinzuzählen vereinigen; die Summe enthält bie. 
Theile, und hat einerley Zeichen mit ihnen. Aber bey 
Zahlen von entgegenfeßten Zeichen muß man, indem 
man fie zü einander fest, bie, welche bie Pleinere Men: 
ge gleichgroßer Theile enthält, ganz verfchwinden laffen, 
und dafür in der an Menge größeren eben fo viele 
folher Theile vernichten, fo daß der Heft das Zeichen 
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ber legten befommt. Wenn man bier had Refultat der 
Berfnüpfung ein Ganzes, und bie Zahlen, aus denen . 
es entfteht,' feine Theile nennen will, fo. muß man wes 
nigftens erzeugende Theile (partes eflicientes) von Bes 
ſtandtheilen (partes integrantes) wohl. unterfcheiden. 
Das Ganze entftcht bier aus Theilen, die durchaus 
nicht in feiner Vorftelung liegen, .dabey eine Werfchles 
benheit zeigend, die ihre Fähigkeit vereinigt zu werben, 
nicht aufhebt, und nicht auf Mehrs oder Dinder-Seyn 
aurädfommt . 


\ 


U. Die Subtraction kann hier nicht immer als 
wuͤrkliche Wegnahme eines. Beftandtheild- vom Ganzen 
gedacht werben, wohl aber ald bie Auffindung einer 
Zahl, „die in Verknüpfung mit einer gegebenen, bem 
‚Subtrahend, eine andere gleichfalld gegebene, den Mis 
nuend, erzeugen kann. Es laffen fich dabey in Anfehung 
der Zeichen mehrere Zälle denken, aber die Regel des 
Verfahrens ift nur eine: Nemlich der Minuend, mit 
bem Umgekehrten bed Subtrahend verbunden, ift bie 
. gefuhte Zahl, Denn wenn zu ihr der Subtrahend 
würflich hinzugefeßt wird, fo hebt er jenes in ihr bes 
-  findlihe Umgelehrte wieder auf, und bad Refultat ber 

Verknüpfung ift, wie gefordert wurde, ber Minuend. 


*) Die Vernahläffigung diefer Bemerkung hat zu einer Vor⸗ 
flellungsart von negativen Zahlen geführt, die Anftoß vers 
anlaffen kann : fie follen nemlich kleiner ale nichts 
feyn, während bie pofitiven größer als nichts find, 
Eine andere, auf ähnliche Weiſe über die Grenze getrie⸗ 
bene, Art der Betrachtung macht aus ‚negativen Größen 
Etwas das größer als unendlich ift, ohne bag fie 
‚ darum. aufhören Keiner als nichts zu feyn. 


— 
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Man pflegt bie obige Regel fo außzubräden: man gebe 
dem Subtrahend das umgekehrte Zeihen, und addire 


ihn zum Minuend, fo hat man ben Reſt. 


II. Bey der Multiplication muß man mehrere 
Bälle unterfcheiden, da für jeben dad Beichen bed Pros 
ducts, worauf e8 hier allein ankommt, eine eigene Bes 
fimmung erfordert. Iſt ber Multiplicator eine pofi tive. 

Zahl, war ed alfo die Einheit felbft, auß der man. ihn 
durch beflimmte Theilung oder Zufammenfegung erzeugs 


te, fo iſt es der Multiplicand felbft, aus beim man 


durch biefelben Acte dad Product bilden muß, welches 
alfo von bemfelben Zeichen feyn wird, wie der Multis 
plicand, Iſt Hingegen der Multiplicator eine negative 
Zahl, folglich entfianden aus der Einheit, indem man 
zuerft dad Umgefehrte von ihr bildete, und hernach bavs 
aus 'eine gewiſſe Bufammenfegung machte, fo wirb das 
Product, indem man mit dem Multiplicand auf gleiche 
Weiſe verfährt, ihm wiberftreitend werben müffen. Die 
vier Fälle, welche ed in Anfehung ber Zeichen beym 
Multiplicand und Multiplicator geben Tann, fallen uns 
ter die allgemeine Regel: gleiche Zeichen ber Factoren 
geben bey der Multiplication ein pofitves Product, 
ungleiche ein negatives. 


IV. Die Diviſion gibt in Anſehung der Zeichen 
des Dividend und Divifor gleichfalls vier verfchiedene 
Fälle an die Hand. Ihre Regel ift die der Multiplis 
cation mit anderen Worten. Iſt der Dividend (da 
Product) pofitiv, fo haben Divifor und Quotient (die 
Factoren) gleiche; iſt er negativ, fo führen biefelben 
verfchiedene Zeichen. Daraus findet ſich eine ähnliche 
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Vorſchrift wie" bey ber Multiplicativn: ‚ Diotdend und 


Diviſor von gleichen Zeichen geben einen pofitiven Quo 
tienten, von ungleihen Zeichen einen negativen, 


Sechstes Copitel 


Ertte Anwendung der Grundoperationen 


Der Gebrauch welchen man von den allgemeinen 


arithmetiſchen Lahren macht, beſteht hauptſaͤchlich in der 


Beſtimmung unbekannter Groͤßen, die mit anderen ge⸗ 
gebenen in einem bekannten Zuſammenhange ſtehn. So⸗ 
:bald burch Die Umflände ber Aufgabe unmittelbar- bie 
‚arithmetifchen Operationen vorgefchrieben werden, wel: 
che mit gegebenen Zahlen vorzunehmen find, um die 


-unbefannten zu finden, bedarf es Feiner weiteren Res - 


geln, um bie Anwendung zu leiten. Dahin gehören. z. 
WB. die vier Rechnungsarten mit benannten Zahlen, bie 
‚Meductionen benannter Zahlen auf andere Einheiten, 


und ähnliche Aufgaben. Aber gewöhnlich find die Be⸗ 
‚ziehungen verwidelter, bie unbekannten Größen werben 


in Berfnüpfungen mit den bekannten gegeben, und es 
find, ehe man eigentlich rechnen kann, befondere Ent⸗ 
wicklungen nötbig, um aus folchen Ausdruͤcken bie 
Operationen abzuleiten, welche mit ben befannten Grö- 
Ben angeftelt werben müffen, um x bie unbefannten zu 
entdeden, 
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L Sleichungen mit einer undekannten Grsßez vom 
erſten Bradez ihre allgemeine Eöfung. 
\ 


Man muß mit dem Falle den Anfang machen, wo 
zur eine unbekannte Größe in Frage kommt. Soll 
diefe überall beflimmbar feyn, fo muß durch die Um; 
fände der Aufgabe die Gleichheit zweyer Zahlenverknuͤ⸗ 
pfungen, gebildet Durch Verbindungen der unbelannten 
Zahl mit anderen befannten, und biefer befannten unter 
fi felbft, gegeben werden. Man befommt es alfo mit 
Bleihungen zu thun, denn jeder Ausdrud, in ls 
chem eine beflimmte Verbindung zwifchen beliebig ges 
wählten: Bablen einer zweyten ähnlichen gleichgefest wird, 
führt diefen Namen, Die unbekannte Beh läßt fi 
aus einer folchen beflimmen, wenn e8 moͤglich ift, bie 
Form der Gleichheit fo zu verändern, daß auf der einen 
Seite die unbefannte Größe ganz allein, auf der an⸗ 
deren Seite eine Verbindung aller übrigen bekannten 
Größen vorkommt; Die Gleichung beißt aufgelöst, 
fobald dieſe Abficht erreicht ift. Hier wird der Gebrauch 
von Zeichen faft unentbehrlich zur Ueberſicht; deshalb 
wählt man auch für die unbekannte Größe ein ſolches 
(gemöhnlih einen von ben letzten Buchſtaben des Al- 
phabets) und deutet alle Verbindungen, welde in der 
Aufgabe vorgefchrieben find, durch die Zeichen der arith- 
metifchen Operationen ausdrüdlih an, wodurch denn 
ber Anſatz einer Gleichung entfteht. 

Um fodann weiter verfahren zu können, ift es zuerft 
nöthig, bie gewöhnlichen Verwandlungen, weldhe an 
ber Geftalt einer Gleihung, ohne fie felbft aufzuheben, 
vorgenommen werben dürfen, kennen zu lernen, bamit 
fie hernach zu dem eigentlichen Zweck der Auflöfung ans 
gewandt werben mögen. 


: - Man barf auf. beyben Seiten ber Gleichung bie 
felbe Größe addiren oder fubtrabiren, ohne die Gleichs 
heit zu flören. Dadurch wird es moͤglich, jedes belies 
bige Glied von der Seite der Gleichung, worauf es 
ſich befindet, fortzuſchaffen; man zieht es nemlich auf 
beyden Seiten ab, Dies Verfahren wird Transpo⸗ 
fition genannt, und gewöhnlich unter folgender mes 
chaniſchen Regel vorgeftellt: man laffe dad Glied auf 
der einen Seite der Gleichung weg, und feße ed auf 
die andere mit umgekehrtem Beichen hinüber. j 
M Man darf eben fo auf beyden Seiten der Glei⸗ 
hung mit eben derſelben Zahl multipliciren oder bivis 
diren. Kommt alfo in irgend einem Gliede ein Zactor 
vor, ben man aus bemfelben: fortfhaffen will, fo 
braucht man nur alle Glieder ber Gleichung mit ihm 
“zu dividiren. Iſt im entgegengeſetzten Falle ein Divi⸗ 
ſor in einem Gliede, ſo befreyt die Multiplication aller 
Glieder der Gleichung mit ihm ſelbſt, das Glied von . 
demfelben. Bey der letzten Regel wird freylich voraus: 
geſetzt, daß der Diviſor eine unbenannte Zahl ſey. 
Das läßt ſich auch allemal annehmen, fobald man es 
ſich zur Regel macht, bey jedem Quotienten_gleichartis 
ger Größen Dividend und Divifor auf dieſelbe Einheit 
zu reduciren, wie es nothwenbig gefchehen muß, wenn 
ber Quotient wirklich berechnet werden fol. Denn als: 
dann bleibt der Quotient derfelbe, Dividend und Divi: 
‚for mögen benannte oder unbenannte Zahlen feyn, und 
man wählt das Letzte, weil es Fortfchaffung ber Divi⸗ 
„ſoren geſtattet. 
Durch Hülfe dieſer Regeln verſucht man, einer 
Gleichung, die man aufloͤſen ſoll, vorlaͤufig eine ent⸗ 
wickelte Geſtalt zu geben, und zwar auf bolgende Art. 


— 
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1. Man unterſucht, ob etwa Factoren in ihr liegen, 
die aud Theilen zufammengefegt werben follen, welche 
fich nicht weiter durch vollzogene Addition zuſammen⸗ 
ziehn laffen‘, und’ entwidelt in diefem Falle die Partials 
produscte 36 venen ſolche Factoren Veranlaſſung geben. 

2. Man ſchafft alle Dibiſoren fort, die etwa in den 
Gliedern der Gleichung votkommen, indem man all⸗ 
mälig mit jedem derſelben alle Glieder multiplicirt. 
Sind zuſammengeſetzte Groͤßen unter ihnen, fo bedb⸗ 
achtet man das Verfahren der erften Regel, Sind die 
Diviforen befannte Zahlen, ‚ ſo iſt ihre Fdortſchaffung 
nicht nothwendig. 

Nachdem dies geſchehn, kann man eigentlich erſt 
beurtheilen, ob die Gleichung vom erſten Grade iſt. 
Jedes Glied von ihr muß entweder einfach, oder ein 
Product aus einfachen. Factoren ſeyn, und bie unbe⸗ 
Fannte Größe darf in den Gliedern, worin fie fich bes 
findet, nur einmal ald Factor flehn, wenn bie Gleis 
"ung nicht zu höheren Graden gehören fol. Iſt fie 
wuͤrklich vom erflen Grabe, fo enthält fie jest nur 
zweyerley Arten von Gliedern: folche, in denen bie uns 
befannte Größe, multiplicirt mit belannten Factoren, 
vorfommt, und foldhe, in denen bloß befannte Größen 
vorhanden find. Alsdann erfolgt ihre Loͤſung unfehlbar 
durch folgende Acte. 

3. Durch Transpofition ſchafft man alle Glieder, in 
denen die unbefannte Größe liegt, auf bie eine Seite 
der Gleichung, und vereinigt fie zu einem einzigen; 
eben fo alle Stlieder ,- in denen bloß befannte Größen 
enthalten find, auf die andere, und vereinigt fie gleichz 
falls. 
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weg, womit die unbekannte Groͤße in ber letzten 507 4 


ber. Gleichung noch multiplicirt war; ſo erſcheint 
auf der einen Seite der Gleichung ganz allein, waͤh⸗ 
rend alle bekannten Groͤßen, auf die andere Seite bins 
übergefchafft ,. ihren. Werth ausbtffen,. En 

Als eine Probe, ‚non ‚der Richtigkeit ‚ber Kufldfung 
kann. man ben, jefundenen Werth der. unbelannten 
Größe, An bie anfängliche Gleichung fuͤr das Zeichen 
von ihr-an die Stelle fegen, und da müflen die Zah⸗ 
Jenausbrüde, welche man auf beyden Eeiten erhält, 
wenn fie wuͤrklich berechnet werden, gleiche Reſultate 
geben. 


U. Gleichungen mit mehreren unbekannten Größen. 


Wenn in einer Aufgabe mehr als eine unbekannte 
Groͤße vorkommt, ſo muͤſſen ſich aus ihr gerade eben 
ſo viele Gleichungen entwickeln laſſen, als unbekannte 
Groͤßen vorhanden ſind, wenn die Aufloͤſung moͤglich 
ſeyn ſoll. Zuerſt kommt es darauf an, jeder von dieſen 
Gleichungen eine entwickelte Geſtalt zu geben, welches 
genau wie bey einfachen verrichtet wird. Ihre Glieder 
werden, wenn dieſes gelungen iſt, ſaͤmmtlich Producte 
aus einfachen Factoren, und es darf wie vorhin in kei⸗ 
nem Gliede mehr als ein Factor unbekannt ſeyn, wenn 
ſich die Gleichung durch unmittelbare Anwendung der 
vier arithmetiſchen Hauptoperationen aufloͤſen laſſen ſoll. 
Uebrigens aber koͤnnen und werden in verſchiedenen 
Gliedern einer ſolchen Gleichung verſchiedene unbekannte 
Groͤßen vorkommen. 


t 
R 
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2. Der einfachfte Ya: nimmt zwey Gleichungen und 


Iwey unbefarmte Größen in ihnen an. Die Auflöfung 


wird "dadurch erreicht, daß man aus benfelben eine brits 


"te Gleichung ableitet, in der ‚die .eine unbelannte Größe 
sanicht mehr: vorhanden iſt, die alſo nach. deu. vorigen 


Kegeln behandelt ‚werben kann. Dazu gibt «8 mehr 
als ein Mittel. Entweder man: nimmt die eine Gleis 


dung, fucht aus ihr den Werth der einen unbelannten 
U | Größe, ald wenn bie andere mit zu den befannten ges 
hoͤrte, und ſetzt diefen Ausdruck für. bie. erfte unbekann⸗ 


— 


te Groͤße in der zweyten Gleichung allenthalben wo ſie 
vorkommt an die Stelle, ſo daß man nun eine dritte 


Gleichung erhaͤlt, worin bloß noch die andere unbe⸗ 


kannte Groͤße enthalten iſt. Oder man ſucht aus jeder 
ber beyden Gleichungen den Ausdruck für dieſelbe uns 
befannte Größe, und febt bie beyden, welche man ers 
halt, unter einander gleich, . welches wieder eine dritte 
Gleichung gibt, in ber nur noch bie andere unbekannte 
Größe vorhanden if. Man kann died Verfahren zweys ' 
mal anftellen, um erft die eine, und hernach die anbere 
unbetannte Größe fortzufchaffen;, man kann aber auch, 
nachdem die eine gefunden ift, ihren Werth in eine ber 
beyden anfänglichen Gleichungen fegen, und dann dar⸗ 
aus die andere beflimmen. E85 gibt alfo bier eine 
Mannichfaltigfeit von Wegen, die alle zu demfelben 
Reſultate führen müffen. 

Menn mehr ald zwey unbekannte Größen und 
Gleichungen gegeben find, fo bleibt die Art des Vers 
fahrens die nemliche, und es ift leicht die Methode zu 
faffen, fo weitläuftig es auch feyn mag, fie bis zum 
letzten Refultat durchzuführen. Man fchafft nemlich eine 
von ben unbekannten Größen nach der anderen fort, 
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und zwar jebesmal fo; daß n man von allen vorliegenden 
Gleichungen eine nimmt, den Werth der unbekannten 
Groͤße, die man fortſchaffen ſoll, aus ihr berechnet, 
und in die uͤbrigen Gleichungen da, wo dieſe Groͤße 
vorkommt, an die Stelle ſetzt. Es derringert ſich da⸗ 
durch jedesmal die Zahl der unbekannten Groͤßen zu⸗ 
gleich mit der Zahl ber Gleichungen um Eins, und 
man wird zulegt dahin. fommen, daß man nur eine- 
Gleihung, und in ihr nme eine unbelannte. Größe . 
übrig behält. Man hat die Wahl, welche von:allen eB 
feyn fol; min muß alfo eine nad) ber anderen nehmen, 
und findet fie fo zulegt alle. Die Auflöfung wirb fi 
auch hier in eine allgemeine Formel faffen laſſen, bie 


= fi aber an diefer Stelle, theild wegen ihrer Weitlaͤuf⸗ 


tigkeit, theild wegen der Vorausſetzung combinatorifcher. 
Begriffe und Megeln, wodurch fie allein bargefielt wer⸗ 
den kann , nicht ausführen laͤßt. 


, Zweyter Abſchnitt. 
Theorie ber Potenzen. 


Einleitung 


Erſte Idee von Potenzen, und Unterſuchungen, 
wozu biefe Formen Weranlaffung geben. 


Der erſte Abſchnitt der Arithmetik beſchaͤftigte ſich 
mit den einfachen Grundoperationen, wodurch eine Ver⸗ 
bindung zwiſchen gegebenen Zahlen geknuͤpft werden 
kann. Alle übrigen Operationen diefer Wiffenfchaft find 
nichts ald Anwendungen jener einfachen zur Bildung 
zuſammengeſetzter Bahlenausbrüde. Es iſt offenbar, 
daß es von ſolchen eine unendliche Mannichfaltigkeit 
geben kann, ſofern auf die Verſchiedenheit der Form 
Ruͤckſicht genommen wird. Man hat alſo Urſache, Dies 
jenigen Zuſammenſetzungen, welche in Anſehung ihrer 
Regel bie einfachſten ſind, und worauf andere, mehr 
verwidelte, zurüdgeführt werben koͤnnen, einer genauen 
Betrachtung zu. unterwerfen. 

| b 
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Außer ber Addition gleicher Zahlen, bie ſich aber 
im Begriff. der Multiplication als eine einfache Zahlen 
verfnüpfung denken läßt, gibt es Feine zufamm engeſetzte 


Verbindung, die in Abfiht auf ihrer Begriff fo leicht 


ed 


gefaßt werben fann, als die, welche durch Multiplie 


tion einer beliebigen Anzahl gleicher Factoren mit ein 
ander hervorgebramt wird. Andeutungen folcher Pre 
ducte aus gleichen Factoren geben eines ber wichtigfin 


Elemente aller übrigen zufammengefegten Zahlenver⸗ 
knuͤpfungen ab, und aus biefer Urfache ift ihre genaum. 


Betrachtung unentbehrlich für die Arithmetik. 
Zuerft ift es nöthig, die Kunftwörter zu bemerken, 
in welche man die hier zufammentretenden Begriffe zu 


Heiden pflegt. Ein Product aus einer beſtimmten 


Menge gleicher Tactoren heißt eine Potenz eines fi 
chen Factors; dieſer felbft, fofern er bey der Bilbung 
‚ber Potenz zum Grunde liegt, ihre Wurzel, und dir. 
Zahl, welche beftimmt, wie viel gleiche Factoren in de 


Potenz vorhanden find, Erponent oder Grad ebm: 


derfelben. Um anzudeuten, daß eine Zahl mehrmald 
ald Factor gefeßt werden folle, ftelt man. das Zeichen 
des Erponenten auf der rechten Geite oben an dab 
Zeichen jener Zahl, z. E. 4. 4. 4 — 4, 

‚Die Beziehung zwiſchen Wurzel, Exponent mb 
Potenz. gibt zu der Idee von drey Hauptaufgaben Ber 
anlaffung. Die erfte ift die Erhebung zur Potenz, 
wobey die Wurzel nebft dem Erponenten gegeben Hi, 
und daraus die Potenz felbft berechnet werben fol, 
Die zwente ift die Wurzelausziehung, wobey eim 


Zahl als Potenz eines beflimmten Grades gegeben wi, 


und die Abficht ift, fie in fo viel gleiche Factoren zu 


zerfällen, ald jener Grad anzeigt, um die Groͤße eine 


ꝓ ⸗ 
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ſolchen Factors (der Wurzel) zu beflimmen. Der Grab 
der gegebenen Potenz wird hier auch Grad oder Expo; 
nent der gefuchten Wurzel genannte Daß aus einer 
Zahl die Wurzel eines beſtimmten Grades gezogen wer: 
den foll, deutet das vor fie geftellte Zeichen V' an, in 
deſſen Deffnung der Grad der Wurzel geſetzt zu werden 
pflegt, z. € 764 — 4. Bey ber dritten Aufgabe 
endlich ſind Wurzel und Potenz gegeben, der Exponent 
aber iſt unbekannt, und ſoll aus ihnen gefunden wer⸗ 
ben. Sie pflegt, obichon fich fpäter eine andere Bes 
nennung für fie einfindet, Erponentiation zu heißen, 


Erſtes Eapitel. 


Erhebung zum Quadrat, und Ausziehung 
ber Quabratwurgel. “ 


® 


I. Erhebung zum Quadrat, 


Ein Product aus zwey gleihen Factoren wird das 
Duadrat, oder die zweyte Potenz eines folchen 
dactors genannt; er ſelbſt, die Wurzel des Quadrats; 
eine Zahl zum Quadrat erheben, beißt fie mit fich felbft 
multipliciren. 

Diefe Dperation ift ein befonderer Fall der Multi: 
plication ; ihre Regeln find daher nur Mobdificationen 
der Borfchrift für jene. Indeſſen erfordert die ihr ent: 
gegenftehende umgekehrte Operation weitere Ausführung, 
und namentlid eine genaue und vollfiändige Entwide- 
lung der Art, wie fi bey zufammengefegten Zahlen 
aus den Theilen der Wurzel die bed Quadrats bilden. 

5* 
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Das Hauptfächlichfte barlıber iſt in Folgenden Sit 


enthalten. 

4. Jedes Quadrat iſt pofitiv, das Zeichen ber Wars | 
zel fey, welches es wolle. 

Ha=(-V=-4@o. 

2. Das Quadrat eined Probuctd iſt ein dactum aus 

den Quadraten ſeiner Factoren. 
(a .'b)? = (a?) . (b*). 

3. Das Quadrat eined Bruchs iſt ein Bruch, beflen 
Zähler dad Quadrat vom Zähler, deſſen Nenner das 
Quadrat vom Renner des gegebenen iſt. nn 


O-nr 

Dad Duabrat einer samen Zahl ift nothwendig eine 
ganze Zahl; dad Quadrat eines, Bruch! ein Bruch, 
echt ober unecht, je nachdem feine Wurzel es war, aber‘ 
niemald fähig eine ganze Zahl zu werden, wenn ber 
Bruch felbft nicht von gleicher Befihaffenheit war, Der . 
legte Theil dieſes Satzes bedarf eines firengen Beweiſes. 

Bedeute F inen wahren unechten Bruch, von 
dem ſich alſo annehmen laͤßt, daß Zaͤhler und Nenner 
keinen Factor gemein haben. Der Kürze wegen ſey 
das Zeichen. jeder beliebigen ganzen Zahl, fo unbe 
flimmt, daß es jedesmal eine andere anbeuten mag, 
wenn ed von Neuem gebraucht wird, Berner fey p 
eine in b enthaltene Primzahl mist b felbft, wenn 


dieſes eine ſolche iſt). Mönnte nun * == i ſeyn, fo 
2 . 
wäre auch — =i. Sfta=np-+ c, wo.c Heiner 


| als p feyn foll, fo wird 
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a? n? p? +2npc + c? ec? 

p p pt 2net pP 
nm 

Sol dies — i feyn, fo ift - gleichfalls = i. Nun 


aber iſt es unmoͤglich, daß uͤberhaupt das Product 
zweyer Zahlen, f, g, die kleiner find, als eine Prim⸗ 


zahl p, durch bieſe theilbar, oder 5 = i fe 
Denn man kann p = fh + r fegen, wo r Heiner 
— 
af Waͤre nun > = i, fo gäbe biefed f = ro 
welches in om Ausdrud p =fh+rfür f ſubſtituirt 
hp 
p= + r, erzeugte. Daraus folgte pg — 


phi=gr, füge p(g—hi) = gr. Da aber 
g— hi ſelbſt = i ift, und + i ſeyn muß, weil gr 
nicht negativ werben Tann, fo müßte pi = gr, oder \ 


— 82; ſeyn. Es gäbe alſo, ſobald zwey Zahlen, 


jede kleiner als p, ein durch p theilbares Product er⸗ 
zeugten, ſtatt der einen von ihnen, f, und aus ihr abs 
zuleiten, eine dritte, Heiner als fie, r, welche mit der 
andern wiederum ein durch p theilbares Product her⸗ 
vorbraͤchte. Es würden mithin folcher Zahlen unzählig 
viele, jede eine ganze, jede Eleiner ald bie vorige, mögs 
lich feyn, welches ungereimt if. Es ron adp,f=g 


= geſetzt, nicht — —, mithin nicht — ’„ noch weniger 








a? . 
> =ı feyn. 
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4. „Das Quadrat einer vieltheiligen Größe läßt fi 
durch elne Vereinigung von Producten darftellen, Die - 
aus ihren einzelnen Theilen gebildet find. Um biefe 
Producte nach einer feften Regel zu beftimmen, iſt e& - 
am bequemften, bie Aufgabe fo zu faflen: Man Hat. 
‘eine Größe, gleichviel ob fie würklich einfach iſt, aber. 
fhon eine Vereinigung gegebener Theile enthält; das 
Quadrat biefer Größe ift auch befannt: nun waͤchſt fie 
um Etwas, und man will wiffen, was für. einen Zus 
wachs ihr Quadrat dadurch erhalten werde. Sey a bie 
Sröße, ihr Quadrat alfo a2; fie wachfe um b, werde 
alfo.a + b; dag Quadrat davon ift a —2.a.b 
+ b?. Es ift alfo zum Quadrat der Größe, a?, hin⸗ 
zugefommen 2. a. b + b?, dad heißt bad Doppelte. 
des Products aus der fchon vorhandenen Größe, in 
den neu binzugelommenen Theil, nebft dem Quadrate. 
biefes Theils. Indem man bey einer gegebenen viel: 
Aheiligen Größe vom ihrem erſten Theile auögeht, jeden 
folgenden allmälig als hirzutommend zu dem Inbegriff 
der fchon durchlaufenen vorhergehenden betrachtet, und 
den Zuwachs berechnet, ben dad Quadrat dieſes Inbe⸗ 
griffs wegen deö neu hinzugelommenen Theils erhalten 
muß, bedarf e3 nur der fortgefegten Anwendung der 
vorigen Negel, um nach und nach alle Probucte zu fin: 
den, die das Quadrat dev gegebenen vieltheiligen Größe 
ausmachen. Ä 

Eine fpecielle Anwendung läßt fih von biefer Me 
thode beym Quadriren decadifch gebildeter ganzer Zah: 
len machen. Diefe find fämmtlih, die neun erften ab- 
gerechnet, vieltheilige Größen; jede Bifer einer folchen 
Zahl ftelt einen eigenen Theil derfelben dar, Nur muß 
dabey auf den Rang dieſer Zifern Rüdficht genommen 


2 


werben, benn ber Rang ber Probucte, die man aus 
ihnen bildet, hängt davon ab. Am bequemften wird 
dad Verfahren, wenn man zum Voraus eine Regel für 
die Rangfolge der Producte auffucht, welche der obigen 
Methode gemäß für das Quadrat einer vielzifrigen 
ganzen Bahl berechnet werben müflen, damit man, 
- während ber Operation felbft, nicht an den Rang ber. 
Bifern und ihrer Producte-zu denken braudt. Iſt a 
die hoͤchſte Zifer einer Zahl, oder der Inbegriff mehre⸗ 
ver Zifern von der höcften an gerechnet, b eine fols 
gende Zifer, die fih unmittelbar an. a anfıhließt, fo ift 
a? um einen Rang höher ald 2. ab, und djefes 
wieder um einen Rang höher ald b?. Daher die Re- 
gel: man fehe auch decadifch gebildete Zahlen ald all: 
mälig entſtehende an, fo daß anfangs bloß die höchite 
Sifer einer folhen ald vorhanden, jede folgende nad 
der Reihe ald neu entitandener Zuwachs betrachtet wird, 
Dad boppelte Product aus jeder Zifer in den Snbegriff- 
der ihr vorangegangenen, um eine Stelle niedriger als 
das vor ihrem Zutreten fchon berechnete, und das Qua: 
drat derfelben Zifer, wieder um eine Stelle niedriger 
ald das eben genannte doppelte Product, muͤſſen als- 
dann fortlaufend gebildet, angefügt und zufammengefaßt 
werden... Ä 

Man kann dabey noch die Bemerfung machen, 
daß die Quadrate der fucceffiven Zifern fuccefiio in die 
Stellen gerader Ordnung; die doppelten Producte hin= 
gegen aud jeder Zifer in den Inbegriff der vorhergehen- 
ten, in die dazwifchen liegenden Stellen ungeraber 
Ordnung gerückt werden. Daher barf man behaupten: 
das Quadrat einer Zahl enthalte nicht weniger Stellen 
. gerader Ordnung, als die Zahl Zifern. Es ift erlaubt 
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hinzuzuſetzen: auch nicht mehr, welches aus folgender 
Betrachtung erhellt. Jede Zahl liegt zwiſchen zwey 
Einheiten höherer Ordnung 5 bie eine davon, Meiner 
als die Zahl, hat den Rang ihrer höcften Zifer; bie 
andere, größer als die Zahl, hat einen um Eins hoͤhe⸗ 
sen Rang, - Die Quadrate diefer Einheiten find um 
zwey Grabe unterfchieben, üͤbrigens aber die kleinſten 
Zahlen ihre Ranges. Daher kann dad Quabrat ber 
gegebenen Zahl, welches zwifchen ihnen liegen fol, 
nichts enthalten, dad um zwey Grabe höher wäre als 
da8 Quadrat ber höchften Zifer in ihr. Es gilt alfo 
die Regel: das Quadrat einer Zahl hat fo viel gerade 
Stellen, als die Zahl felbft Zifern, und es ift erlaubt 
ſie umzukehren. 

Um das Quadrat eines Bruchs zu bilden, bedarf 
es keiner weiteren Regeln. Nur, wenn man ſich den 
Gebrauch der Decimalbruͤche erlaubt, und ſtatt des 
wahren Bruchs einen andern ſetzt, der bis zu einer ge⸗ 
wiſſen Grenze mit ihm uͤbereinſtimmt, muß man nicht 
vergeſſen, dag die Wurzel nur eine abgebrochene Zahl 
. ie. Ihr berechnetes Quadrat wirb doppelt foviel De⸗ 
cimalftellen enthalten als fie, aber die lebte Hälfte der⸗ 
felben wird zuverläffig fchon von denen abweichen, bie 
eben bie Stellen -ausfüllen würden, wenn man bad 
Quadrat bed gegebenen Bruchs unmittelbar berechnen, 
und in einen Decimalbruch verwandeln wolle, | 


IL Ausziehung der Quadratwurgel, 


Die Quabratwurzel aus einer gegebenen Bahl 
ziehn, heißt eine andere fuchen, aus welcher jene ents 
ſteht, wenn man fie mit fich felbft multiplicirt. Man 

‘ ® / 


beutet fie gewöhnlich durch das Zeichen V, ohne beyge⸗ 
fuͤgten Grad an, 

Dieſe Aufgabe fordert zwar, ſo wie die Diviſion, 
die Decompoſition eines Products in zwey Factoren, 
aber, anſtatt einen von denſelben anzugeben, ſetzt ſie 
nur eine gewiſſe Beziehung (der Gleichheit) zwiſchen 
beyden feſt. Daher iſt hier keine directe Zerfaͤllung des 
Products geſtattet; Verſuche find das einzige Mittel, 
um bie Größe eines folhen Factord zu treffen. 


2 Mögliäleit der Quabratwurzelausziehung. | 


Iſt es allemal möglih, aus einer beliebig anges 
nommenen Zahl die QDuadratwurzel gu ziehn? Dieſe 
Frage muß vor allen ferneren Unterfuchungen beantwor⸗ 


tet werben, weil fich Feine directen Regeln für bie: vers 


langte Operation geben laſſen. 

Dem Zeichen nach koͤnnte die gegebene Zahl pofitio 
oder negativ feyn. Aber es ift unmöglih, baß ein 
Product aud zwey gleichen Factoren negativ werde, 
Die Aufgabe ift alfo Lediglich auf pofitive Zahlen bes 
ſchraͤnkt, die, blog in Rüdfiht auf dad Zeichen bes 


trachtet, fehr wohl ein Product aus zwey gleichen Fars 


toren feyn Finnen. Ja, ein folder Factor kann eben 
fo gut pofitiv ald negativ feyn, fo daß alfo an ber 
Auflöfung der Aufgabe, fo oft fie möglich ift, eine uns 


vermeidliche Zweydeutigkeit haftet. 


Die poſitive Zahl, aus welcher die Wurzel gezogen 
werden ſoll, kann entweder ganz, oder gebrochen ſeyn. 
Da die Wurzel aus einem Bruche erhalten wird, in⸗ 
dem man die Wurzel des Zaͤhlers zum Zaͤhler, die des 
Nenners zum Nenner eines neuen Bruchs macht, ſo 


re en 
kommt bie ganze. fernere Unterfuchung darauf zurüd, 
ob fich aus jeder beliebigen pofitiven ‚ganzen Zahl die 
Wurzel finden läßt. Diefe Wurzel müßte, dem Vor⸗ 
hergehenden gemäß (I, 3.), felbft entweder .eine ganze 
Zahl oder ein Bruch feyn. Aber es ift unmöglich, daß 
bie Quadratwurzel aus jeder beliebigen ganzen Zahl 
felbft wieder eine folche fey. Die Quadrate zmeyer um 
Eind verfchiedenen ganzen Zahlen, enthalten immer eine 
Menge eben folcher Zahlen zwifchen fih, dba (a + 1)" 
= a? + 2a +1 if. Jede von biefen Tann keine 
ganze Zahl zur Quadratwurzel haben; ed bliebe alfo 
‚nur Etwas zwifchen zwey benachbarte ganze Zahlen fals 
lendes, bad heißt ein nicht reducirbarer unechter Bruch, 
als Werth der verlangten Wurzel übrig. Aber auch ein 
foicher ift unftatthaft, weil fein Quadrat Feine ganze 
Zahl geben kann. Man darf daher zum Voraus vers 
fichert feyn, daß es unter den ganzen Zahlen, mithin 
auch unter den Brüchen fehr wenige gibt, denen .eine 
Quadratwurzel zufommt, daß folglich in ben meiften 
Fällen die Ausziehung dieſer Wurzel nicht vollfuͤhrt 
werben Tann. Es ift aber dabey eine ganz andere Art 

von Unmöglichkeit, ald bey negativen Zahlen. _ Bey je: | 
nen ließ fih nicht einmal ein Zeichen denken, welches 
bie Wurzel führen könnte, weswegen Ausdruͤcke, welche 
die Wurzelausziehung aus negativen Zahlen fordern, 
unmdgliche oder imaginäre genannt zu werden 
pflegen; bier hingegen, wo es darauf anfommt, "aus 
einer pofitiven ganzen Zahl die Wurzel zu ziehn, würde 
fih da8 Zeichen des Nefultatd ohne Schwierigkeit ans 
geben laffen, wenn ed nur der würklichen Größe nad) 
beftimmbar wäre. Ausdrüde, in denen Ausziehung ber 
Quadratwurzel aus einer Zahl verlangt wird, die zwar 
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pofitio iſt, aber ſtreng genommen nicht das Product 
‚von zwey gleichen Factoren ſeyn kann, heißen irra⸗ 
tiona . 

Man muͤßte dieſen Umſtaͤnden gemaͤß die Aufgabe 
der Wurzelausziehung, auf poſitive Zahlen beſchraͤnkt, 
hypothetiſch ſo ausſprechen: zu unterſuchen, ob eine 
wergegebene Zahl eine Quadratwurzel habe, und wels 
bed fie im bejahenden Falle ſey. Aber man fubftituirt 
Baflır eine andere Aufgabe, welche, allgemeiner als bie 
der MWurzelaudziehung, unbedingt aufgelöst werben 
Iaın, und zugleich mit Diefer zufammenfällt, wo ſich 
biefelbe ausführen läßt; man fordert nemlich eine Sahl 
von beftimmt vorgefchriebeneer Form, deren Quadrat 
unter allen Quabraten,; die aud Zahlen berfelben Form 
entſpringen koͤnnten, das größtmögliche ift, welches von 
der gegebenen abgezogen werben Tann, 


3, Ansziehung ber Quabratwurzel aus und in ganzen Zahlen, 


Audziehung der Quadratwurzel in ganzen Babs 
len beißt dad Verfahren, wobey man bahin gelangt, 
unter allen ganzen Zahlen diejenige zu finden, deren 
Duadrat einer gegebenen am naͤchſtem fommt: *). Da 
Berfuhe das einzige Mittel find, um diefe Aufgabe zu 
löfen, fo kommt Alles darauf an, Methode in die Anz 
ſtellung derfelben zu bringen, um dadurch überflüffige 


I. 

*) Diefe Benennung. ift nicht ſtreng richtig, weil in den wes 
nigſten Fällen die gefundene Zahl eine Quabratwurzel iſt. 
Man darf au nicht fagen, daß fie, wo nidyt genau, doch 
beynahe, die verlangte Wurzel darftelle, denn wie follte 
eine Annäherung an Etwas geliehen Können, deſſen Un⸗ 
möglichkeit bewiefen iſt? 


! 
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fo viel als möglich zu verhüten. Cs Iaffen ſich aber 
aus dann Abkürzungen folcher Art anbringen, wenn 
die gegebene Zahl ein Quadrat enthält, welches auf. 
einer nicht einfachen, fondern zufammengefeßten Wurzel 
entfprungen iſt. Daher. fordert man au, baß die 
Wurzel aus jeber zweyzifrigen Zahl, die nur. eine eins 
fache Bifer ſeyn kann, unmittelbar durch Hülfe bes 
- Einmaleind gegeben werbe. 

Sobald hingegen die Menge der Bifern in ber vor⸗ 
gegebenen Zahl zwey Üiberfchreitet, muß das größte 
Quadrat, welches in ihr liegt, aus einer Wurzel ente 
fprungen feyn, bie felbft mehr als eine Bifer enthält; 
und alsdann wirb es möglih, die fucceffiven Bifern 
biefer Wurzel von oben herab, eine nach der andern, 
buch Verſuche auszumitteln. 

Die Menge der Bifern, welche die Wurzel entbal: 
ten wird, beſtimmt fich leicht aus der Anficht der gege: 
benen Zahl: fie ift einerleyg mit der Menge von geraden 
Stellen, welche in diefer vorhanden find (I, 4.). Auss 
ferdem weiß man, wie jede von den unbekannten Bis 
fern der Wurzel allmälig zur Bildung der. gegebenen 
Zahl beygetragen hat, und kann fchon zum Voraus bie 
Stellen bezeichnen, worin die einzelnen Producte ſtehn 
müffen, aus benen das vorliegende Quadrat durch Zus 

fammenfegung erwachſen ift (I, 4.). 
| Bey der Bildung eined Quadrats wird zuerft das 
Quadrat der höchften Zifer berechnet, und fo geftelt, 
baß es bis in bie oberfle gerade Ordnung hinabgeht. 
Daher fondert man umgekehrt bey einer Zahl, von der 
das größtmögliche Quadrat abgezogen werben fol, ben 
Theil ab, ber bis in die hoͤchſte gerade Ordnung reicht, 
und fucht die größte .Zifer, beren Quabrat von ihm 
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wirklich abgezogen werden kann; fie entdedt ſich uns 
hier durch das Einmaleind, und Fann unbedenklich 
die hoͤchſte Zifer der geſuchten Wurzel angefehn 
nerden, weil alle folgenden ſich nah ihr richten, und 
hemählt werben müflen, baß fie die größtmöglichen 
meiden, welche neben ihr beftehn können. Nachdem 
ki Quadrat dieſer hoͤchſten Zifer von der gegebenen 
zahl weggenommen ift, kommt man zu dem nächftnies 
vigeren Partiakprobucte, welches in ihr liegen muß, 
Dies ift das doppelte Product aus der ‚erften Zifer der 
Buzel in Die zweyte, es endigt in einer Stelle, die 
nm einen Rang niedriger ift, ald die, worin bad Quas 
dat der Höchften Zifer fand, Man fontere daher von 
dm Refte, ben bie vorige Abziehung ließ, ben Theil 
ad, der bis zu diefer Stelle hinabreicht, nehme von der 
ein Schon gefundenen Zifer das Doppelte, und Divis 
dire dadurch ben vorliegenden Zheil, fo daß man nur 
die ganze Zahl angibt, welche in den Quotienten 
Immt, und, wie fih leicht zeigen Idßt, nur aus einer 
Bifer beftehn kann. Größer als fie Fann die gefuchte 
zweyte Zifer nicht feyn, denn dad Product aus ihr in 
dad Doppelte ber erften foll fi von dem vorliegenden. 
Theile abziehn laſſen. Aber Heiner koͤnnte die letzte zus 
weilen fehr wohl audfallen. Nachdem dad Product aus 
‚ ber fo gefundenen Zifer in dad Doppelte der erſten würk⸗ 
ich gebildet umd abgezogen iſt, muß fi von dem 
Theile des Mefled, der bis zu einer um einen Grad 
niebrigeren Stelle hinabgeht, das Quadrat eben Diefer 
Zifer abziehn laffen, wenn fie würklih Die zweyte ber 
gefuchten Wurzel if. Geht dad nicht an, ſo iſt fie 
größer ald die wahre zweyte Zifer; man muß fie folgs 
lich fo lange verringern, bis fowohl dad Product aud 
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ı {he im das Doppelte der erften fchon bekannten Zifer, 
als auch ihr eigened Quadrat, an den gehörigen Stel⸗ 
len von ber vorliegenden Zahl abgezogen werben Finnen. 
Diefe Verringerung muß allmälig, jedeömal nur um 
eine Einheit gefchehn, damit der größtmögliche Werth 


flr die zweyte Bifer nicht verfehlt werde. Dabey 


braucht, man aber nicht an die folgenden Probucte zu 
denken, welche bey einer mehr ald zweyzifrigen Wurzel 
noch außer den vorigen in der gegebenen Zahl enthalten 


feyn müffen, denn fie hängen fämmtlich von ben: fols " 


genden noch unbekannten Zifern der Wurzel ab, und 


dieſe muͤſſen fo beflimmt werden, daß fie fih alle an 


ben gehoͤrigen Stellen abziehn laſſen. Der Mechaniss 
mus, wodurch ‚jede ber folgenden Zifern entdedt wird, 
tft demjenigen durchaus ähnlich, welcher für die zweyte 


fo eben vorgefchrieben if. Man kann überhaupt fagenz . 


wenn von ber gefuchten Wurzel mehrere der böchften 
Zifern fchon gefunden find, und das aus ihnen ent; 
- fpringende Quadrat von der gegebenen Zahl weggenom: 


men ift, fo enthält der Reſt zundchft dad Product aus 


dem Doppelten ber fchon gefundenen Zifern in die neue 
gefuchte, und hernah, um eine Stelle niedriger, das 
Quadrat diefer neuen Zifer. Es ift alfo Alles wie vors 
hin, nur daß hier alle. fchon gefundenen Zifern bad 
find, was bort die erfte war, 

Die lebte Zifer der Wurzel, welche man auf bics 
fem Wege findet, ift ein Einer; ihr Quadrat ift das 
niedrigfte Product, welches von ber gegebenen Zahl abs 


gezogen wird. Dabey entdeckt es ſich unfehlbar, ob 


biefe eine genaue Quabratzahl ift, oder nicht; fobald 
Die legte Abziehung einen Reſt übrig läßt, kann fie es 
nicht feyn, und die ganze Operation- hat dann nur 
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gedient, eine ganze Zahl zu finden, deren Quadrat am 
wenihften von ihr verfchieden ift. 

Die gewöhnlichen mecanifhen Regeln des Pers 
fahren enthalten noch einige Abkürzungen, die fich 
liht aus den obigen allgemeinen Gründen ableiten 
laſſen. Es find folgende: 

a. Man theilt die gegebene Zahl in Glaffen, indem 
man, von unten anfangend, zu jeder Claſſe zwey Zi⸗ 
fen nimmt, Die hoͤchſte Claſſe darf auch eine einzige 
enthalten. 


b. Man beflimmt die Zifer, deren Quadrat das 
größte iſt, welches fi) von ber höchften Claſſe abziehn 
läßt, verrichtet die Abziehung wuͤrklich, und fest bie 
Zifer ald bie höchfte der gefuchten Wurzel. 


c. Zu bem Reſte feht man bloß die nächfte Claſſe 
herab, nimmt hierauf dad Doppelte der gefundenen 
erften Zifer, fest ed mit feiner niedrigften Zifer unter 
die höchfte der herabgefegten Claſſe, und dividirt durch 
daſſelbe den Theil des Reſtes, der gerade darüber fteht. 


d. Um zu prüfen, ob ber gefundene Quotient die 
zweyte Zifer ift, feßt man ihn in die noch offene Stelle 
hinter. dem Doppelten ber erften Zifer, und multiplis 
cirt die ganze daraus entftehende Zahl mit ihm. Läpt 
fi) das Product von dem vorliegenden Theile der geges 
benen Zahl abziehn, fo ift die zweyte Bifer richtig ges 
funden; wo nicht, fo verkleinert man den Quotienten 


almälig um Eins, fo lange bis er jener Bedingung’ 


Genüge Ieiftet. 
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Fuͤr ben ferneren Verlauf der Operation gilt bie 
Regel: man nehme jedesmal zu bem Refte, welcher 
bey der Entdeckung einer folgenden Bifer für die Wur⸗ 
zel geblieben ift, bie nächfiniebrigere Claſſe ber gegebes 
nen Zahl herunter, und verfahre mit ber Zahl, welche 
Die fhon gefundenen Zifern der Wurzel barfiellen, in 
Beziehung auf diefen Reſt, wie man mit ber erften 
Bifer. verfuhr, um die zweyte zu finden. 


„f. Man laffe die Bifern der Wurzel fo auf einander 
folgen, wie fie allmälig aus ben Glaffen gefunden wers 
ben, und vergefie nicht den Neft zu bemerken, welcher 
bey der letzten abrig bleibt. 


3, Ausziehung ber Quadratwurzel aus und in Brüchen. 


Um aus einem Bruche die Quadratwurzel zu fin⸗ 
den, muß man die des daͤhlers um Sähler, die des 
Nennerd zum Nenner eined neuen Bruchs machen; ed 
werden Dazu alfo zwey Operationen, jede mit einer 
ganzen Zahl, erfordert. Will man auch hier eine alls 
gemeinere Aufgabe, die fi) bey jedem Bruce auflöfen 
läßt, fo muß man fie fo faflen: unter allen Brüchen, 
. bie einen beliebig feltgefeßten Nenner führen, denjeni⸗ 
‚gen zu finden, deſſen Quadrat dem vorgegebenen am 
naͤchſten kommt. Vorher läßt fich der gegebene Bruch 
auf unzählig viele Arten in einen andern veimandeln, 
deſſen Nenner eine genaue. Quadratzahl von bekannter 
Wurzel ift, fo daß aljo dann die ganze Unterfuchung: 
nur noch ben umgemwandelten Zähler trifft. Man bes 
dient fih bier faſt audfchließlih der. Decimalbrüce ; 
man verwandelt nemlich den gegebenen Bruch. in einen 
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deimalbruch, ‘aber immer iin einen ſolchen, beffen . 
Renner eine höhere Einheit von gerabem ange iſt, 
weil in diefem Falle Die Wurzel aus dem Nenner felbft 
eine höhere Einheit, nur von balb fo hohem Range, 
werden muß, mithin bloß aus dem Zähler die Wurzel 
in ganzen Zahlen auf bie gewöhnliche Art ausgezogen 
zu werben braucht. Auf eben bem Wege kann man bie 
Burzel aus einer ganzen Zahl, bie Fein genaues Quas 
drat ift, durch einen Decimalbrudh von beſtimmtem 
Rennerrange audbräden, weil man bie Zahl felbft, 
ohne ihren Werth zu ändern, in einen ähnlichen Bruch 
verwanbeln kann. Dean hängt zu biefem Swed fo viele 
Paare von Nullen an fie, ald der vorgefchriebene Rang 
Einheiten enthält, und zieht daraus bie Wurzel in gan⸗ 
zen Zahlen: fie ift der Zähler des gefuchten Decimala 
bruchs. Je höher der Nenner angenommen wird, um 
befto weniger Tann fich bad Quadrat bed Bruches von 
der gegebenen Zahl unterfcheiden. 


4, Ueber die Bedeutung von Irrationalausdrücken. 


Das Wort Zahl nimmt in fortfchreitender Entwids 
lung der Arithmetik fehr bald in fofern eine erweiterte 
Bedeutung an, daß darunter auch ein folcher arithmes 
tiſcher Ausdrud , in welchem an und mit: gegebenen 
Zahlen genau vorgefchriebene Operationen gefordert find, 
verftanden zu werden pflegt. Diefed darf unbedenklich 
geſchehn, fobalb die Gewißheit vorhanden ift, daß alle 
jene Operationen genau vollzogen werden können, und 
eine beflimmte Zahl ald Nefultat geben müffen, | 

Aber die Arithmetik führt auch, wie fi) bey der 
Ausziehung der Quabratwurzel zum erfien Male zeigt, 
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‚auf Anbentungen, denen fireng geriommen feine: bes 
ſtimmte vollendete Zahl entſpricht. Und gerade. Formen 
dieſer Art haben die hoͤchſte Wichtigkeit für: den. Haupt⸗ 
zweck der Zahlenwiſſenſchaft: von wuͤrklichen Größen, 
mittelbare Vorſtellungen an, die Hand zu geben. 
. Als willkuͤhrliche Hypotheſe würde die Annahme hoͤchſt 
unwahrſcheinlich ſeyn, daß hey dem Meilen. einer Groͤße 
durch eine andere,: ihr gleichartige, eine Unmöglichkeit‘ 
eriftiren. koͤnnte, jemals. einen aliquoten Xheil der einem: 
auszumltteln, wodurch ſich die andere erſchoͤpfend meſſen 
ließe. Und dennoch erhebt die Geometrie die Behaup⸗ 
tung zur. Gewißheit, daß es unzaͤhlig viele Groͤßen gibt, 
die in dieſer Beziehung, welche: gegenſeitige Incom⸗ 
menfurabilität genannt zu werden pllegt, au In 
‚ander ſtehn. | 
. Ben Incommenſurabilitaͤt einer Orbße gegen ihr 
Maaß, oder ihre Einheit ſtattfindet, fa kann jede 
wuͤrklich angeſtellte Meſſung derſelben nur ein genaͤher⸗ 
tes Reſultat ergeben. Man wird das groͤßte Vielfache 
des jedesmal gewaͤhlten aliquoten Theils der Einheit, 
welches in der zu meſſenden Größe enthalten iſt, aus⸗ 
‚mitteln und angeben können, aber jebesmal ein Stüd 
diefer Größe, Bleiner als jener aliquote Theil, am Ende: 
der Meſſung überfehießend und unausgedrüdt bleibend, 
zuruͤcklaſſen muͤſſen. In folhem Zalle find, für die Abs. 
ficht eine vorliegende Größe zu beflimmen, unzählig , 
viele, verschiedene, Meffungen berfelben möglih, weil 
fi) unzählig viele verfchiedene aliquote Xheile der Eins. 
heit bilden laſſen, von deren jedem erforfcht werben 
kann, wie oft er aufs Hoͤchſte in jener Größe enthalten, 
fey. Es fcheint auf ben erſten Blick für die Arithmetif 
bier nichts zu thun, als das Dergeben der Zahlen, die 
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dad Reſultat, ſoweit bie jebesmalige Meſſung reicht, 
ausdruͤcken, wo denn alſo, für die nemliche Groͤße, fo 
wie fi das Beduͤrfniß der approximativen Genauigkeit 
ihres Ausdrucks aͤnderte, abgeleitet aus neuen Meſſun⸗ 
gen, immer andere Zahlen nothwendig werden koͤnnten. 

GSibt es dagegen irrationale arithmetiſche Aus⸗ 
drucke, das heißt ſolche, die ein Rechnen an gegebenen 
Zahlen fordern, deſſen Refultat einer vorgefchriebenen 
Bedingung Genuͤge leiften fol, bie von der Art ift, 
daß fie fich nie volllommen erfüllen läßt; kann aber 
von jeber beliebig gewählten Zahl fogleich entfchieben 
werben, ob fie zu groß oder Fein if, um jmer Be 
bingung entfprechen zu koͤnnen, fo wirb es auch mögs 
ih, überhaupt unter allen Zahlen einer gewiffen belies 
big gewählten Form (db. h. ganzen Zahlen oder Bruͤchen 
eined beliebig erwählten Nennerd) jebeömal eine zu fins 
ben, bie an jene Bedingung gehalten, ein Mefultat gibt, 
welches weniger als das aus irgend einer ber Abrigen auf 
gleihe Art entfpringende von Erflllung ber .vorgefchries 
benen. Bebingung abweichen muß. Alsbann laffen fich 
Andeutungen diefer Art ald Bezeichnungen incommtens 
furabler Größen gebrauchen, und geben, fobald fie als 
folhe zugelafien find, die Möglichkeit an die Hand, 
ohne alles Meffen, jeden Werth folcher Größen, foweit 
er durch unmittelbare Meſſung mit irgend einem belies 
big gewählten aliquoten Theile der Einheit erreichbar 
it, unfehlbar bloß auf dem Wege der Rechnung zu 
erhalten. Wenn man für eine würkliche Größe als 
arithmetifche Angabe ihres Werthd einen Irrationalaus: 
drud aufftellt, fo fagt dieſes: wofern es möglich wäre, 
eine Zahl zu finden, bie ben Forderungen jenes Aus⸗ 
drucks entfpräche, ſo würbe eben Dadurch die Zahl ges 
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funden ſeyn, die den Werth ber: gemännten wirklichen ı 
Größe genau darſtellte; auf. jeben Fall’ wirb aber dies ı 
jenige Zahl von beliebig gewählter Form, bie am wes : 
nisften von der Erfüllung ber.in dem Ausbrude aufs ; 
geftellten Forberungen abweicht, zugleich diejenige fen, ; 
welche unter allen Zahlen berfelben Form den’ Werth : 
der anfangs genannten würklichen Groͤße am genaueften : 
barftellt. Ä 2 Er 
In ſofern nun aus einem Irrationalausdrucke nach; 
beſtimmten arithmetifchen Regeln ſofort eine reelle, uns 
zweybeutige Bahl jeder beliebigen Form abgeleitet wers - 
ben kann, darf er gleichfalls eine Zahl genannt werben; 
Menn aber eine weitere Verflechtung folcher Ausdruͤcke 
in Rechnungen gefchehen ſoll, fo darf der Umſtand, daß 
fie nur abgebrochene Zahlen darbieten, nicht außer Acht 
gelaffen werben. | " 
Gewoͤhnliche Brüche, die fih in Decimalbrüde 
ummanbeln follen, - und deſſen fireng genommen nicht 
fähig find, haben in fofern Aehnlichkeit mit Irra⸗ 
tionalausbrüden , ald dasjenige, was fie verlangen, 
wenn es die Geflalt eined Decimalbruchd erhalten fol, 
gleichfal8 nur durch eine abgebrochene Zahl näherungss - 
weife geleiftet werben Tann, die jederzeit nicht um 
mehr ald eine Einheit vom Range ihrer jebeömaligen 
legten Zifer, zu Klein iſt. | 


5, Auflöfung quabratifcher Gleichungen, in denen eine unbes | 
kannte Zahl vorkommt, 


Auf ähnliche Art, wie burch Hülfe der arithmetis 
ſchen Grundoperationen die fogfhannten einfachen Gleis . 
chuugen fofort zur Loͤſung gebracht werben koͤnnen, iſt 
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& möglich, vorausgefeht, daß ſich aus jeber Bahl die 
Quadratwurzel audziehn läßt, alle entwidelten Gleichun⸗ 
gen vom zweyten Grade, die nur eine unbefannte 
‚Sahl enthalten mit Zuziehung ber genanntın Opera: 
ion aufzulöfen. 

Eine entwidelte Gleichung heißt diejenige, wel: 
de auf beyden Seiten nichts weiter darſtellt, als Ag- 
gregate einfach er Glieder, d. b. folcher, die Producte 
don Factoren ſind, deren jeder eine bekannte, oder 
unbekannte Zahl ſeyn kann. Das allgemeine Schema 
bed einfachen Gliedes ift, unter x die unbefannte, uns 
tr a irgend eine befannte, unter n. eine belies 
bige ganze Zahl verftanden, ax", vorausgeſetzt, daß 
in der. Bleichung nur von einer unbekannten Zahl die 
Rebe ſiſt. 

Eine entwickelte Gleichung vom zweyten Grade, 
ober eine quadratiſche, mit einer unbekannten Größe, 
heißt diejenige, in welcher auf beyben Seiten neben be- _ 
kannten Sliedern nur folche unbekannte vorkommen, in 
benen entweder die erfle, oder die zweyte Potenz der 
unbekannten Zahl, mit einer befannten ald Factor ver: 
bunden ift. 

Sest man alfo, durch Transpoſi tion S. 61, 3.) alle 
unbekannten Glieder auf die eine Seite der Gleichung, 
alle bekannten auf die andere, und vereinigt man die 
gleichartigen unbekannten Glieder, fo wird ax? + bx 
—= c bad. allgemeine Schema einer folhen Gleichung, 
oder noch einfacher, wenn man auf beyden Seiten burch 


b 
a dividirt, und 7 =f, — =gfet, x’ +fr=g. 


Es ift aus der Theorie bed Quadrirens Bar, daß, 
fobald man in diefer Gleichung auf beyden Geiten 
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(Yı£)? hinzuaddirt, bie auf ihrer. erften Seite fiebenbe 1 
Größe x? + fx + (Yıf)* das genaue Quadrat einer a 
zweytheiligen x + Yaf wird, während. bie auf ber ans = 
beren Seite g + ('Af)?, ald Summe zweyer. befanns f- 
ten, felbft eine befannte bleibt. Bieht man: alfo, nach⸗ 
dem Died gefcheben, die Gleichung folglich feyn wirb: 
Yeah HN, 
aus den gleichen Größen anf beyben Seiten bie Qua⸗ 
dratwurzel, fo erhält man x + Yf= YlgF(a fi 
eine Gleichung des erfien Grades, in der ed nur einer 
Trandpofition bedarf, um x — Vg 6 ⸗ — Yıf 
zu erhalten. 


Bey verſuchter Ausfuͤhrung der Beihmungen, ‚welche. 
diefer- Ausbrud andeutet, muß ſich eine Widerſinnigkeit 
ergeben, wenn g eine negative Zahl iſt, die eine größere 
Menge als ( f)? enthält, denn alsdann verlangt 
Yig FCARf)?) die Quabratwurzel aus einer negati 
ven Zahl. | 


In allen anderen Fällen wird die verlangte Wur⸗ 
zelaudziehung nicht wiberfinnig feyn, aber, feltene Aus: 
nahmen abgerechnet, nur näherungsweife, als Irratio⸗ 
nalausdruck, realiſitt werden koͤnnen. 


Auf jeden Kal aber, ba die Quadratwurzel aus 
einer beſtimmten Zahl, ſofern ſie wuͤrklich der Groͤße 
nach angegeben werden kann, auf gleiche Weiſe als po⸗ 
ſitiv und negativ gedacht werden darf (S. 74.), wird 
auch jedesmal dad geſuchte x, je nachdem man ber 
Zahl, welche bad erfte Glied feines Werths ausmachen 
fol, ds h. berienigen, welde V(g + (Af)?), ber 
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Geige nach, darſtellt, das oder dab — Beidhen vor: 
fest, ehe maͤn mit ihr das zwente Blieb,, — Yıf, vers 
bindet, zwey verfchiedene Werthe erhalten. Durch biefe 
Eigenſchaft, dag fih, wenn überhaupt loͤsbar, für:die 
unbefannte Bahl zwey verfchiedene Werthe ergeben müs 
fen, unterfcheiben fich-die quadratifchen Bleichungen von 
denen bed erfien Grades auf wefentliche Art. 


Die allgemeine Arithmetik, geflükt auf eine. um: 
faffenbe Theorie der Potenziirung und Wurzelausziehung, 
Tann Unterfuchungen über bie Loͤſung von: Gleichungen 
nach höheren Prinzipien unternehmen. 


Zweytes Capitel, 


| Erhebung zum Eubus und Ausziehung 
ber Eubicwurzel. 


L Erhebung zum Gubuß, 


Ein Product aus drey gleichen Factoren heißt Cu⸗ 
bus, ober dritte Potenz, eines folchen Factors, und 
diefer felbft wird in fofern die Wurzel des Cubus ges 
nannt. | 
Zum Cubiren wird alfo nichts als Multiplication 
erfordert; und die folgenden Säge find lediglich aus 
dem Begriffe diefer Operation abgeleitet. 


1. Der Cubus einer Zahl hat mit ihr einerley Bei: 
chen (4. a =+ (a); (- a)’ = — (a) 
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2. Dee Cubus eines Products if ein Factum aus 
den Subis feine: dactoren (ab)’ = (a?) . (b°) 


3. Der Subus eines Bruchs wird erhalten, wenn 
man ben Gubuß feines Zähler zum. Zähler, ben feines 
-Renners zum Renner eines neuen Bruchs macht 


ET RE a 
GIF | 
Iſt die Wurzel eine ganze Zahl, fo wird es der Cubus 
auch, eben fo wie ein Bruch, wenn er in den kleinſten 
Zahlen ausgeht itt, ‚ einen opnlichen Bruch zum 
Cubus hat. . 


4. Um die Regel zu finden, nach der, aus den 
Elementen einer vieltheiligen Groͤße, der Cubus derſel⸗ 
ben gebildet werden Tann, nehme man eine Größe a 
an, deren Cubus a’ ſchon als befannt voraudgefekt 
wird, laffe fie um Etwas, b, wachſen, und unterfuche, 
um wieviel der Cubus biefer neuen Größe (a + b)” 
über den von a allein hinaus vermehrt worden ift. 
Die Rechnung gibt 

(a + b)’ = a + 3aıb + 34 b +5’, 

und ed läßt fi) daraus leicht abfirahiren, wie die drey 
Producte, ‚welche außer a’ in biefem Ausdrude liegen, 
aus ber Größe a, und ihrem neu binzugefommenen 
Theile b gebildet werben müffen. Wan kann burdh- 
Hüuͤlfe der in diefer Formel dargeftellten Regel allmälig 
den Cubus jeder vieltheiligen Größe berechnen, indem 
man nad) und nad) jeden folgenden Theil derfelben als 
b, und den Inbegriff der ihm vorhergehenden, wovon 
man den Cubus fchon hat, ald a betrachtet. 
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: Benn man von biefee Methobe beym Gubiren 
vielzifriger Bahlen Gebrauch machen will, fo muß man 
auch die Rangfolge der einzelnen Producte, welche das 
bey zum Vorſchein kommen, mit-in Erwägung ziehn. 
Asdann wird a die höchfte Zifer, ober der Inbegriff 
mehrerer von den hiächften Zifern der Wurzel, b aber 
allemal eine einzelne, nächftniebrige bedeuten, und es 
ift offenbar, daß von ben oben angegebenen Probucten 
für (a -+ b)? jedes folgende um einen Rang niebriger 
werden muß, als dad vorhergehende. Indem man alfo 
‚3 Anfang den Cubus der hoͤchſten Zifer ohne weitere 
Rangbeflimmung, jebes folgende Product aber, in ber 
Ordnung wie ed der Formel gemäß gefunden wird, um 
eine Stelle niedriger als das vorhergehende fest, bis 
man endlich zu dem niedrigften von allen, dem Gubus 
ber legten Bifer, kommt, welcher in die Stelle ber Eis 
ner gehört, beobachtet man Alles, was in Abfiht auf 
die dem Range gemäße Stellung ber verfchiedenen Pros 
ducte gefordert werden Fann. 

Der Cubus einer Zifer wird allemal im Grabe 
breyfach höher als fie ſelbſt, den Cubus des Einers 
nicht ausgenommen, der ſelbſt wieder Einer enthalten 
wird. Daher ſtehen von zwey Zifern, die in der Wur⸗ 
zel unmittelbar auf einander folgten, die Cubi um drey 
Stellen auseinander, und man darf behaupten, daß es 
in dem Cubus fo viele Stellen gibt, deren Inder fi) 
durch 3 ohne Meft dividiren läßt, als Zifern in der 
Wurzel. Man kann hinzufegen, dag im Cubus nicht 
mehr folche Stellen möglich find. Denn man nehme 
eine einzelne Einheit, um einen Grab höher ald Die 
böchfte Zifer der Wurzel; ihr Cubus wird um brey 
Stellen: höher zu flehn kommen ald der Cubud jener 
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Bifer, Gbrigens aber die Meinfle Zahl vorflellen, die mit 
fo viel Stellen gefchrieben werden kann. Meichte der 
Cubus der gegebenen vielzifrigen Zahl eben fo weit 
hinauf, fo flellte er unfehlbat eine größere Zahl bar, 
als der Cubus jener Einheit, welches unmöglich iſt, 
da eine Zahl von höherem Range allemal bie größere 
ift, alſo auch den größeren Eubus hat. 


IT. Ausziehung ber Cubicwurzel. 


Die Cubicwurzel, oder die Wurzel des dritten Gra⸗ 
des aus einer Zahl ziehn, heißt ſie als ein Product aus 
drey gleichen Factoren betrachten und die Groͤße eines 
ſolchen Factors beſtimmen. Ihr Zeichen iſt J. 


1. Moͤglichkelt der Cubicwurzel. 


Die erſte Unterſuchung trifft die Moͤglichkeit dieſer 
Operation. In Abſicht auf das Zeichen findet ſich hier 
kein Hinderniß. Der Cubus einer poſitiven Zahl iſt 
poſitiv, einer negativen negativ, woraus ruͤckwaͤrts für 
die Eubicwurzel, wenn fie nur der Größe nach beſtimmt 
werden Tann, eben baffelbe folgt. Die Cubicwurzel 
aus einem Bruche findet fich (I, 3.), indem bie Cubie⸗ 
wurzel bed Zählerd zum Zähler, bie bed Nenners zum 
Menner eined neuen Bruchs gemadt wird. Es kommt 
alfo Alles darauf an, ob ſich aus jeder ganzen Bahl 
bie Gubicwurzel angeben laͤßt. Diefe Frage muß vers 
neinend beantwortet werden. Man nehme zwey um 
Eins verfchiedene ganze Zahlen; ihre Cubi weichen alle: 
mal um mehrere Einheiten von einander ab. Eine 
ganze Zahl, bie zwifchen ein paar ſolchen Cubis liegt, 
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bat alfo zur Cubicwürzel Feine ganze Zahl. Eben fo 
wenig darf man einen unechten Bruch, ber zwiſchen 
zwey ganzen Zahlen liegt, baflır annehmen, benn ber 
Cubus eines folchen ift felbft ein unechter Bruch von 
derfelben Art; Mithin bat eine folhe Zahl überall 
Heine Gubicwurzel, unb es wird bier, wie bey ber 
Quabratwurzel, eine Rannichfaltigkeit von irrationalen 
Ausdruͤcken geben. 


2. Gubicwurzeln aus und in ganzen Zahlen. 


Man faßt auch die Aufgabe der Cubicwurzelaud— 
ziehung aus einer ganzen Zahl unter bie allgemeinere, 
immer aufldsbare : die größtmöglihe ganze Baht zu 
finden, beren Cubus In einer gegebenen ganzen Zahl 
enthalten feyn Tann, und nennt diefed Verfahren Außs 
ziehung ber Gubicwurzel in ganzen Zahlen. Die 
dabey zu beobachtende Methode findet nur da ihre Ans 
wendung, wo bie gefuchte Wurzel mehr als eine Zifer 
enthalten muß. Ron den Zahlen, die zwifchen 1 unb 
1000 liegen, benen alfo der Cubus einer einfachen Zifer 
am nächften Tommt, verlangt man, daß ihre Eubia 
wurzel bekannt fey, oder durch unmittelbare Werfuche 
gefunden werde. Hingegen jede Zahl, die 1000 über 
fhreitet, enthält den Cubus einer mehrzifrigen Wurzel, 
Iſt es nur darum zu thun, die Menge von Stellen, 
welche in der Wurzel liegen müffen, zu beflimmen, fo 
bemerke man die Anzahl der Stellen in ber gegebenen 
Zahl, deren Indices durch 3 theilbar find (I, 4.) Will 
man aber bie Zifern der Wurzel würklich finden, fo 
muß man fi erinnern, wie allmälig aus ihnen burd) 
Zufammenftellung mannichfaltiger Producte ber Eubus 
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entftanden feyn kann, weil auf biefem Wege eine vom 
den Zifern ber Wurzel nach ber andern gefunden wer: 
den muß. Dabey mug man immer bie Bedingung 
fefthalten , daß bie Zahl, welche man ſucht, die größt- 
mögliche feyn fol, deren Eubus von der gegebenen ab- 
gezogen werben Tann, woraus fich von ſelbſt ergibt, 
daß jede höhere Bifer ohne Rüdficht auf die niebrigern, 
noch unbefannten, fo groß ald möglich. genommen wers 
den darf. | | 
Mit. der Beſtimmung ber höcften Bifer für die 
Wurzel macht man ben Anfang, und zwar folgenders 
maaßen. Man fucht-in der gegebenen Zahl die hoͤchſte 
Stelle auf, deren Inder durch 3 theilbar iſt; bis auf 
fie geht der Cubus der hoͤchſten Bifer hinab, Man 
nimmt alfo den Theil der Zahl, der ſich mit biefer 
Stelle endigt, und hoͤchſtens breyzifrig feyn kann, und 
erforfcht durch unmittelbare Verſuchs, welches die groͤß⸗ 
te Zifer feyn mag, beren Cubus in ihm liegt. Sie, ift 
bie erfte und höchfle der gefuchten Wurzel. Den gan 
zen ferneren Werlauf der Operation kann man unter 
folgender allgemeinen Regel zufammenfaffeen. Es be: 
deute a bie ſchon gefundene höchfte Zifer der Wurzel, 
ober den Inbegriff mehrerer von ber höchflen an; es 
fey a? würklich von der vorliegenden Zahl an ber ge: 
hörigen Stelle abgezogen, es wird nun verlangt, eine 
neue nächfiniedrigere Zifer der Wurzel, die b heißen 
- mag, zu finden. Zu dem Reſte, welcher bey der Abs 
ziehung von a? blieb, und von bdemfelben Range wie 
a? iſt, nehme man bie drey nächflniebrigeren Zifern ber 
‚gegebenen Zahl, fo hat man benjenigen Theil von ihr, 
in welchem bie drey Probucte 3a?b, 3ab?, b? liegen : 
muͤſſen, die wegen bed neuen Theils der Wurzel b 
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zum Cubus binzugefommen find. Man fieht auch, 
. welchen Bedingungen b unterworfen iſt; es muß untet 
ber Vorausſetzung, daß. die Summe ber obigen drey 
Producte, wenn jedes von ihnen wuͤrklich berechnet ıhb- 
in eine um Eins niedrigere Stelle ald bad vorhergehens 
de gefeßt wird, fich würkli von bem vorliegenden 
Zheile der gegebenen Bahl abziehn läßt, fo groß als 
möglich feyn. Um b biefen Umftänden gemäß zu fins 
den, kann ber folgende Kunfigriff angewandt werben, 
welcher zur Erfparung vergeblicher Werfuche fehr zweck⸗ 
mäßig if. Man fondere von dem Xheile der vorlie- 
genden Zahl, in welchem die genannten drey Producte. 
liegen, bie beyden letzten Zifern ab, fo hat man, in 
dem was übrig bleibt, denjenigen Zheil, in welchem 
allein das erfle von jenen drey Producten, 3a?b, ent⸗ 
halten feyn kann. Folglich ift der höchfle Werth, den 
b haben kann, bie ganze Zahl, welche heraustommt, 
indem man eben diefen Theil durch 3a? dividirt. Man 
kann dies thun, dba a fchon bekannt ift, und fich dars 
aus 3 a? berechnen läßt. Aber der gefundene Quotient 
kann größer werden, als b eigentlich feyn folte. Das 
ber muß man ihn an die oben vorgefchriebene Bedin⸗ 
gung halten, das heißt, man muß ihn für b annehr 
men, die drey Producte 3a?b, 3ab?, b?’, berechnen, 
und ihrem Range gemäß vereinigen. Läßt ſich die 
Summe von dem vorher abgefonderten Theile der geges 
benen Zahl abziehn, fo ift jener Quotient würklich die 
gefuchte folgende Bifer b, wo nicht, fo muß man ihn 
fo lange allmälig jedesmal um Eins verringern, bis 
er jene Bedingung erfüllt. So findet fich durch einen 
fi felbit immer. gleihen Mechanismus jede folgende 
gifer der Wurzel; erft wenn man bie legte Zifer Ders 
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felben gefunden, und bie aus ihr herruͤhrenden Producte 
äbgezogen hat, entdeckt ſichs, ob die gegebene Zahl einer 
genaue Cubiczahl iſt. Die gewöhnlichen mechanifchen: 
Regeln biefer Operation flimmen ganz mit dem vorges' 
fhriebenen Verfahren überein, fie enthalten Beine wei⸗ 
tere Abkürzung, man mögte denn bie @intheilung ber 
gegebenen Zahl in Claffen, von denen jebe, bie hoͤchſte 
abgerechnet, drey Sifern enthält, wo alfo jebe folgende 
Claſſe dient eine folgende Zifer der Bund zu finden, 
dafuͤr annchmen wollen *). 


3. Cubicwurzeln aus und in Brüder. ' * 


Die Ausziehung der Cubicwurzel aus einem Bruche 
kommt auf die Ausziehung derſelben aus einer ganzen 
Zahl zuruͤck; denn man kann jeden Bruch durch eine 
leichte Verwandlung dahin bringen, daß fein Nenner: 
eine genaue Cubiczahl wird. Dabey faßt man die Auf⸗ 
gabe allemal ſo, daß unter allen Bruͤchen eines vorge⸗ 
ſchriebenen Nenners derjenige gefunden werden ſoll, 
deſſen Cubus ſich am wenigſten von dem vorgegebenen 
unterſcheidet. Auch: hier iſt der Gebrauch der Decimals 
Brüche algemein. Sucht man die Wurzel in Decimal⸗ 
brüchen eines gegebenen Grade, fo verwandelt man: 
den vorliegenden felbft in einen Decimalbruch von dreys 


*”) Ueberhaupt iſt die Ausziehung ber Cubicwurzel, fobalb 
mehrere Bifern dabey gefunden werben follen, eine fehr 
beihwerlihe Operation, und es ift ein großer Gewinn, 
bag man durch die Logarithmen, wie fih nachher zeigen 
wird, in den Stand gefegt ift, diefe und ähnlihe Rech⸗ 
nungen, fo weit fie gebraucht werden, viel leichter zu 
führen. 


fech Höheren Grade. Alsdann braucht man bie Eubics 
wurzel aus feinem Zähler in ganzen Zahlen zu ziehn, 
ie wirb ber Zähler ber. gefuchten Wurzel feyn. Man 
fun. ſich dieſes Verfahrens bedienen, um bie Cubic, 
vurzel aud einer ;ganzen Zahl in Bruͤchen eines. vorges 
chriebenen Nenners auszudruͤcken, dem man Tann fie 
Ab noch vorher. in einen verwandeln, deſſen Nenner 
vie dritte Potenz dedjenigen ift, den ihre Wurzel führen 
ol, und alsdann aus bem Zähler dieſes Bruchs auf 
die gewöhnliche Weiſe die Cubicwurzel in ganzen Zah⸗ 
Im. ausziehn, um ben Zähler der gefuchten Wurzel zu 
belommen. Da auch hier immer Derimalbrüche gefors 
det werben, fo Tann man fich folgendes ald Hegel 
merten. Soll aus einer ganzen Zahl die Gubicwurzel 
durch ben größtmöglichen Decimalbruch eines vorges 
fhriebenen Nenners angegeben werben, fo hänge man 
an fie fo viel Claſſen, jede drey Nullen enthaltend, als 
ber Grad des Nennerd Einheiten hat, und ziehe daraus 
die Cubicwurzel in ganzen Zahlen; - fie ifl ber Zähler 
des verlangten Bruce. 


Drittes Eapitel, 


Allgemeine Säße über Potenziirung und 
Wurzelausziehung. 


Es unterliegt keinem Zweifel, daß durch die nem⸗ 
liche Methode, welche für bie beyden erſten und eins 
ſachſten Faͤlle im BVorhergehenden angewendet iſt, auch 
Potenziirungen höherer Grabe ſich auf beſtimmte Regeln 
zurhetbringen laffen, fo daß -Ausbrüde, in benen fe 
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(Y£)? hinzuaddirt, bie auf Ihrer. erften Seite: ſtehende 
Größe x? -& fx + (Yıf)* das genaue Quadrat eine 
zweytheiligen x + Yıf wirb, während bie auf ber ans 
deren Seite g + (f)?, ald Summe zweyer befans 
ten, felbft eine bekannte bleibt. Bieht man alſo, nacs 
dem dies gefchehen, die Gleichung folglich feyn wird: 
x - fc ha he +lht), 
aus den gleichen Größen anf beyden Seiten bie Qus 
dratwurzel, ſo erhält man x + Yf= YlEg FA fi 
eine Gleichung des erften Grades, in der ed nur eine 
Irandpofition bedarf, umı= VGT (A 9- hf 
zu erhalten. 


Bey verſuchter Ausfuͤhrung der Rechnungen, welche 
dieſer Ausdruck andeutet, muß ſich eine Widerfinnigkit J 
ergeben, wenn g eine negative Zahl iſt, die eine groͤßere 
Menge als (52 5)2 enthaͤlt, denn alsdann verlangt 
VGF A 5)2) die Quadratwurzel aus einer negall 
ven Bahl. 


In allen anderen Fällen wird. bie verlangte Mur: 
zelaudziehung nicht widerfinnig feyn, aber, feltene Aus 
nahmen abgerechnet, nur näherungsweife, als Seratie 
nalausdrud, realifitt werden koͤnnen. 


Auf jeden Kal aber, da bie Quadratwurzel aus 
einer beſtimmten Zahl, fofern fie wirklich der Größe 
nad angegeben werben kann, auf gleiche Weife ald po⸗ 
fitiv und negativ gedacht werden darf (©. 74.),. wird 
auch jedesmal bad gefuchte x, je nachdem man ber 
Zahl, welche das erfte Glied feines Werths ausmachen 
fol, d. h. berienigen, welde V(g + ('Af)?), be 
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Geöße nach, darſtellt, daB --F ober daß ⸗Zeichen vor⸗ 
fest, ehe maͤn mit ihr das zweyte Glied, — Yıf, vers 
bindet, zwey verfchiedene Werthe erhalten. Durch biefe 
Eigenfhaft, daß fih, wenn überhaupt loͤsbar, flr:die 
unbefannte Zahl zwey verfchiedene Werthe ergeben müs 
fen, unterfcheiden ſich die quadratifchen Bleichungen von 
denen bed erſten Grades auf wefentliche Art. 


‚Die allgemeine Arithmetik, geflüst auf eine. um: 
faffenbe Theorie der Potenziirung und Wurzelausziehung, 
kann Unterfuchungen über die Eoͤſung von‘ Gleichungen 
nach höheren Prinzipien unternehmen. 


Zweytes Capitel. 


Erhebung zum Cubus und Ausziehung 
der Eubicwurzel. | 


I. Erhebung zum Gubuß, 


Ein Product aus drey gleichen Factoren heißt Eu- 
bus, ober dritte Potenz, eines folchen Factors, und 
diefer felbft wird in fofern die Wurzel des Cubus ges 
nannt. 

Zum Cubiren wird alſo nichts als Multiplication 
erfordert; und die folgenden Saͤtze ſind lediglich aus 
dem Begriffe dieſer Operation abgeleitet. 


1. Der Cubus einer Zahl hat mit ihr einerley Zei⸗ 
hen (4. a = + (ll; - A) = — (a) 
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jedem Factor beffeiben, fo, daß die Refultate als Fac— 
toren eined neuen Products zufammentreten, . 


Va.b)= (Va). (vb) 


3. Denkt man jene Factoren als glei, fo ergibt - 


fih) der Sat: daß die Ordnung, in welder .an- einer 
beliebigen Zahl zwey Operationen, wovon bie eine 
Potenziitung, bie andere Wurzelausziehung,, jede von 
eigenthuͤmlichem willkuͤhrlichem Grade, ſeyn mag, voll⸗ 


zogen werden, fuͤr den Werth des Reſultats gleich— | 


gultig bleibt. 
Ya)‘ = vo. a.a.2 )= (Ya). (Ya). 
v a). (Ya) = Yla)‘. Allgemein: 
Va) — (Va) . 


gi Fr 


Nennt man alfo einen Ausdruck, wenn die lebte .! 


in ihm verlangte Operation Potenziitung ift, eine Po: 


tenz; wenn biefelbe Wurzelausziehung feyn fol, eine‘ 


Kadicalgröße, fo hängt ed von ber Willlühr ab, ob 


man Yar ald bad Erfte, oder ald das Zweyte betrache 


ten will, 


4, Potenziirung fowohl, als Wurzelausziehung an 
einem Bruche geſchieht durch gleichmäßige Operiren 
an deffen Zähler und Nenner, fo daß die Mefultate 


diefelben Functionen behalten, welche die Zahlen hatten, : 


aus denen fie entſtanden find. 


Oli 


. 
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Gebe Potenz eines echten Bruchs wird ein Meinerer . 
ehter Bruch, jede eined unechten ein n größere unechter, - 
old er felbft war. 


Die obigen Säge 2 und 4 koͤnnen auch in ums 
gewendeter Ordnung ber in ihnen gleichgefeßten Aus⸗ 
drüde zur Vereinfachung von Andeutungen dienen. 


5. Nur diejenigen Potenziirungen, und alfo auch 
diejenigen Wurzelausziehungen, bedürfen ürfpränglicher 
Kegeln, beten Grade Primzahlen find. Bft der Brad 
einer verlangten Potenz eine aus Factoren zujamineit: 
gefegte Zahl, fo braucht man nur an der urſpruͤnglichen 
Rurzel die Potenziirung zit vollziehen, beten Grab dei 
erſte Factor jener Zahl vorfchreibt; an dem Refultate eine 
neue Potenziirung, deren Grad durch den zweyten Fat: 
tor derſelben Zahl beflimmt wird u. f.w.! ans = (as )s, 

Umgekehrt alfo wird man efte Wurzelausziehung, 
deren Grad eine aus Factoren zuſammengeſetzte Zahl iſt, 
auf fucceffide in einander greifende niedrigere Wurzel: 
ausziehungen, beten Grabe jene Factoren find, zuruͤck⸗ 
btingen Finnen, Ya = y (ya) So würden z. B. 
Weder für die Bumelausziehung des Aten, noch die dei 
sten Grades urfprüngliche Regeln nöthig feyn, da Va = 
Vlya), und Ya = VG'a) gefegt werden därf, 
Dieſe Säge find auch in umgewendeter Beziehung 
erheblich, und ergeben in ſolcher: daß Potenziirung el- 
ter Potenz, d. h. Multiplication ihres Erponenten mit 
dem Grade jener Potenziirung; Wurzelausziehung aitd 
“einer Radicalgroͤße durch Multiplication ihres Wurzel: 
gades mit dem. Gtade ber aus ihr felbit ferner zu zie 


henden Wurzel angedeute werden koͤnne. 
7* 
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6. Ausdruͤcke, welche zugleich als Potenzen und Ras | 
dicalgroͤßen gelten Finnen, befißen die merfwürbige Eis | 
genfchaft, daß fie ohne Schaden ihres Werthes unzählig 
viele verfehiedene Formen anzunehmen vermögen. 
Sol an einem folden Ausdruck eine. Potenziirung 
vollzogen werben, fo betrachte man ihn, laut 3, als 
Potenz, und multiplicire, laut 4, beren Grad mit dem ı 
Grade ber neu verlangten. 
Yaryı = (var )' = Va)" u 
| Sol nahher an Biefem Refultate eine Wurzelaus⸗ 
jiehung bed nemliden Grades vollfuͤhrt werden, ſon 
nehme man ihn als Radicalgroͤße, v('), und volk . 
ziehe an ihr, laut 4, die geforderte Wurzelausziehung, : 
indem man durch deren Grad den ihrigen multiplicirt. 
var. ; 

Es werden alfo durch Vollziehung beyder Opera⸗ 
tionen, welche nichts thun, als ſich gegenſeitig aufhe 
ben, die beyden Grade, die der anfaͤngliche Ausdruck 
enthaͤlt, der eine: Grad der in ihm verlangten Potenz, 
der andere: Grad der gleichfalls in ihm geforderten 
Wurzel, beyde durch dieſelbe dritte, willkuͤhrlich ge 
waͤhlte, Zahl multiplicirt, der Werth des Ausdruck | 
aber bleibt ungeaͤndert 

Var — Y ars, 

Umgekehrt folglih‘, fofern die Quotienten ſelbſt 
wieder ganze Zahlen werben, ift e8 erlaubt, die beyden 
Grade in dem Ausdrude einer Größe, die zugleich alg 
Potenz und Rabicalgröße angefehen werben Tann, durch 
eine beliebige dritte Zahl zu dividiren. 

Man' bedient fi) namentlich des erſten Verfahrens, 
“um zwey ober mehrere Babicalgrößen, bey deren jeder 
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eine eigenthümliche Zahl ald Grab ber in ihe verlang- 
ten Wurzelausziehung auftritt, ohne Aenderung ihres 
Bertbes fo umzuformen, daß nachher in ihnen die 
Stade der geforderten Wurzelausziehungen ald gleiche 
erfheinen. Man verfährt bey jeder mit dem Grabe der 
Potenziirung und dem der Wurzelausziehung, ser in 
ihr vorkommt, ald wenn fie Zähler und Nenner eines 
Bruchs wären, und ald wenn die baburch gegebenen 
Brüche auf gleihe Benennung gebracht werden follten. 


Ve' und Ybı werben auf Diefe Art: 


V am und R 
Weitere Vorſchriften fuͤr Potenziirungen „Wurzel⸗ 
ausziehungen und Verbindungen dieſer Operationen blei⸗ 
ben der allgemeinen Arithmetik vorbehalten; doch haben 
die nachſtehenden Saͤtze, den quantitativen Erfolg fol: 
cher Operationen in gewiflen Fällen betreffend , auch 
für die Elementararithmetik Intereſſe. 


7. Wenn eine pofitive Zahl mehr ald 1 beträgt, fo 
kann man durch Potenziirung berfelben, unter geftattes 
ter beliebiger Steigerung des Erponenten, ein Refultat 
erhalten, welches über jede noch fo beträchtliche Größe 
hinausgeht; wenn fie weniger ald 1 ausmacht, auf gleis 
chem Wege, ein Refultat, das unter jede noch ſo ge⸗ 
ringe Kleinheit herabſinkt. 

Sey fie zuerſt mehr als 1, alſo (1 + b). Bean 
man eine Potenz von ihr, (1 + b)”, berechnet, fo ift 
deren Werth unfehlbar mehr, ald 41 + nb. Denn 
falls bey den fucceffiven Multiplicatioyen, wodurch Pos 
tenzen von 1 + b entftehen, jedesmal dad legte ber 
fi) dabey ergebenden, fämmtlich pofitiven Partialpro: 
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ducte, weggelaffen wirb, fo erhält man zu wenig. 
Auf diefe Art wärbe für (4 + b)? kommen 1 + 2b, 
für (1 + b)? emtfiehen 1 + 3b, Xügemein, wenn 
für (4 + b)r erhalten wäre 1 - rb und man nun 
beybes mit 1 + b multiplicirte, dabey aber das lebte 
diesſeitss entflehende Partialproduet wegließe, würde 
ı+rbtb= 4 -+ (m+ I) b entſpringen, wor: 
aus bie Richtigkeit des Satzes im Fortgange der Rech⸗ 
nung klar iſt. 

Da nun + nb weniger beträgt, ald (1 +b)», 
und dieſes ‚ was auch b feyn mag, mit gefleigertem n 
fiber jede ‚Größe hinauswachſen Tann, fo ift Gleiches 
um ſo mehr mit (1 + b)* ber Fall. 

Beträgt aber bie Zahl weniger, ald 1, fo iſt fi ie 


ein echter Bruch — < gibt alfo umgekehrt eimen une: 


ten. Bud = = 4 +b.. | Das biefer burch Po⸗ 


tenziirung uͤber jede Groͤße hinaus geſteigert werden 
kann, iſt eben bewieſen. Es wird alfo - 


mit zunehmendem n unter jeder Kleinheit von beſtimm⸗ 
tem Betrage herabgebracht werben können, 


8 Iſt eine pofitine Bahl größer als 1, fo wird bie 
neue pofitive Zahl, welche die Wurzel irgend eines ' 
Grades aus ihr genähert darſtellt, es gleichfalls feyn, 
aber, mit fleigendem Grade abnehmend, der Einheit fo 
nahe kommen koͤnnen, ald man will; if fie ein echter 


= 103 


Bruch, fo muß jede Wurzel von ihr auch ein echter 
Bruch werden und, mit wachfendem Erponenten gleich: 
fald zunehmend, der Einheit über jede beflimmte Gren⸗ 
je genäbert werben Tönnen. 


Sey die Zahl größer ald 1, alfo 1 + b. Setzte 


man eine andere — (+ >), fo würde nach dem 
vorigen Satze (1 + =) mehr betragen, als 1 + 
=1-b, alfo 1 +2 größer feyn, als bie V ı+b): 


er 1 + 2. fann mit fleigendem n fo nahe an 1 
tüden, als man will, um fo mehr alfo V (1 + Db). 


Iſt hingegen die Zahl Eleiner ald 1, fo muß fie 
ein echter Bruch feyn. Das Umgekehrte deſſelben ift 
alfo ein unechter; die Wurzel aus ihm kann alfo mit 
fleigendem Grade der 1 beliebig nahe ruͤcken; fein Zähs 
ler und fein Nenner können alfo der Gleichheit fo nahe 
fommen, ald man will; folglich auch kann der Bruch, 
der diefelben Zahlen, nur in umgekehrter Orbnung , zu 
Zähler und Nenner erhält, der Einheit fo nahe gebracht 
werden, ald man verlangt. 


- 
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Vientes Capitel. 


Allgemeiner Begriff der Potenz, und 
Srundregeln der Potenzenrehnung. 


A. Erweiterung bes Potenzbegriffs, 


Die dritte Hauptaufgabe, wozu die Idee der Pos - 
ten; Veranlaffung barbietet, ruht in der Frage: ob 
nicht eine beliebig gewählte Zahl Potenz einer anderen 
willführlih angenommenen feyn fönne. Eu 

E53 tritt auf, den erften Anblick hervor, daß auch 
bier, fofern reelle Bedeutung, im Allgemeinen flattha- 
bend, beabfichtigt wird, nur von pofitiven Zahlen die, 
Rede feyn darf, indem einzig alsdann das Zeichen, 
welched beyde Zahlen führen, . fein Hinderniß ber ver⸗ 
Iangten Beziehungen abgibt, während: . eine negative 
Zahl ald Potenz einer pofitiven zu betrachten, oder ums 
gekehrt: eine pofitive ald Potenz einer negativen zu benz . 
ten, . oft widerfinnig und auf feinen Fall im Allgemei⸗ 
nen zulaͤfſig ſeyn wuͤrde. 

Aber ſelbſt unter der Vorausſetzung, daß Grund» 
factor und Potenz poſi tive Zahlen ſeym ſollten, wuͤrde 
die Aufgabe nur in ſehr wenigen Faͤllen loͤsbar ſeyn, 
wenn keine Erweiterung des Potenzbegriffs moͤglich 
waͤre, die ihn uͤber ein bloßes wiederholtes Setzen des 
angenommenen Grundfactors hinaus erſtreckte, ſo wie 
überhaupt alsdann der Gebrauch, welchen die Form 
der Potenz geflattete, ſich auf wenige. ifolirte Zahlen 
befchränten würde. Auf ähnlihe Weife aber wie der 
Begriff der Zahl anfangs bloß unter ber Form des wieder 


\ 
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holten Sehens der Einheit erfheint, fich aber weiterhin 
zum Ausdrud einer allgemeinen Regel ‚ausbildet, nad) 
welcher aus der gegebenen Einheit durch Segen und 
Verknuͤpfen von Theilen Bufammenfaffungen von ſolchen 
geftiftet werben können, ift auch der Begriff der Po: 
ten; fähig, dahin erweitert zu werden, baß er fich als 
Darftellung ber Regel, nad) welcher Überhaupt aus eis 
nem gegebenen Srundfactor durch Segen und Verknuͤ⸗ 
pfen von Factoren ein’ Product erzeugt werben foll, 
nachweifen, und auf diefe Art zu größerem Umfange 
Dingen läßt. Erſt nachdem dieſes geleiftet worben, 
kann man einen Inbegriff‘ allgemeiner Regeln für bie 
Dotenzenrechnung entwideln, bie Aufgabe der Eypo- 
nentiation erledigen, und die Potenzenrechnung zu eis 
ner umfaffenden Methode für die Arithmetik erheben. 

Ben Bildungen, die aus einer gegebenen Größe 
eine andere entfpringen laffen, unter der Vorausſetzung, 
dag nur von Segen, Erzeugen, Berknüpfen gleicher 
Theile dabey die Rede feyn fol, kommt zuerft wieder: 
holtes Seßen diefer Größe, weiterhin Zerlegen derfelben 
in gleiche Xheile, und fpäter die Idee, daB auch zu 
jevee Größe, fofern ein Verknuͤpfen von Xheilen beabs 
fihtigt wird, eine ihr wibderftreitende gefunden, und 
deren Vorſtellung aus der ihrigen abgeleitet werden 
koͤnne, zur Audführung. 

Bey Formationen, die aus einem gegebenen Grund⸗ 
factor gemacht werden, fo daß nur ein Segen, Erzey: 
gen, Verknuͤpfen von gleichen Factoren dabey vorgehn 
fol, laſſen fi vollfommen ähnliche Beziehungen corre: 
fpondirend nachweiſen. Dem wiederholten Segen ald 
Theil, na, ſteht dad wiederholte Sehen ald Factor, ar, 
gegenüber; dem SZerlegen in eine beflimmte Anzahl 
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gleicher Theile (Divifion durch nm) correfponbirt daB. 
Zerfällen in eben fo viele gleiche Factoren (Wurzelaus⸗ 


ziehung des nten Stabes). Dem urfprünglichen Wider⸗ 
fireit, bey welchem zwey Größen,.ald Theile verknuͤpft, 
ſich gegenfeitig‘ vernichten (Widerftreit im Sinne ber 
Addition), iſt vollkommen ähnlich die Beziehung zwifchen 
zwey Zahlen, vermöge welcher fie ſich gegenfeitig aufs 


heben, wenn fie ald Factoren in einen: Probucte zus 


fammentreten (Widerftreit im Sinne der Multiplication). 


Man kann namentlich den leßteren jedesmal fehr leicht 
nachweifen, Da bekanntlich b.a. — —b; fo find. 


offenbar die beyden Zahlen a und —, weil fie ſich als 


Factoren des vorliegenden Products völlig gegen einan⸗ 


ber gehoben haben, ſich gegenfeitig vernichtend. Oder 


da b. — . = — b, fo darf man behaupten: eine 
| Zahl— welche im Sinne “ Multiplication das ſich mit ei⸗ 
nem beliebigen Bruce — Bernichtende feyn fol, beftehe 


in einem anderen Bruce, bey deffen Bildung fi ch nur 


Zähler und Nenner des erften verwechfelt haben, F 


Dieſe Regel faßt auch den erſten Fall unter ſich, da 
jede ganze Zahl als Bruch vom Nenner, angeſehn wer⸗ 
den kann. 

Wenn es alſo darauf ankommt, fuͤr Erzeugungen 
von Producten, die aus einem gegebenen Grundfactor 
entſpringen ſollen, beſtimmte Regeln anzugeben, ſo ſind 
die urſpruͤnglichen Zahlen ſelbſt, weil ſie nichts anderes 
anzeigen, als beſtimmte Acte de Setzens und Verknuͤ⸗ 


\ 
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„end von Theilen, die aus ber Einheit abgeleitet wer: 
den, zu biefer Abficht volllommen geeignet, fobald nur 
feſtgeſetzt wird, daß biefe Acte bey einem beabfichtigten 
Gen und Verknuͤpfen von Factoren genau nachgeahmt 
werden follen. Die verfchiedenen Formen, unter denen 
wfprängliche Zahlen erfcheinen, geben alddann zu eben 
fo vielen verfchiedenen Formen, unter denen Bildungen 
von Producten aus einem Grundfactor gefchehn können, 
Beranlaffung, 

Diefem gemäß fol: eine Zahl, ald Wurzel ober 
Srundfactor, "zur Potenz eines beliebigen Erpos 
nenten erheben, fo viel heißen als: aus ihr durch 
Segen. und Verknuͤpfen Bon Factoren ein Product ers 

: zeugen, auf die nemliche Art, wie fich ber angenom: 
mene Erponent aus der Einheit durch Seen und Bers 
knuͤpfen von Theilen gebildet hat. 

Da ber Erponent unter den vier Formen der po— 
fittven ganzen Zahl, des pofitiven Bruchs, der negatis 
ven Zahl, ded negativen Bruchs, erfcheinen kann, fo 
bilden fich nachfolgende vier Hauptgeflalten der Potenz. 


a. Der Erponent ift eine pofitive ganze Zahl. Da 
er in diefem Falle durch wiederholted Segen von Thei⸗ 
‚len, deren jeder der Einheit gleich ift, entfteßf, fo wird, 
was jederzeit unbedingt möglich ift, nur ein eben fo 
vielmaliged Setzen von Factoren, deren jeder dem 
Srundfactor gleich ift, nöthig feyn, um den Bedingun: 
gen der Annahme zu genügen. 


B, Der Erponent der Potenz, aẽ, ift ein Bruch, 
—, Jeder Bruch) bedarf zu feiner Entflehung zweyer 


i08 


urſpruͤnglichen Acte. Man hat die gegebene Einheit zu 


Sa 


nehmen, fie zuvoͤrderſt in fo viel gleiche Theile zu zer: 


. Iegen, als der Nenner des Bruchs, n, anzeigt, und 


hernach einen biefer Theile fo oft ald Theil zu ſetzen, 
wie es ber Zähler, m, vorfchreibt. Man wird folglich, 
um diefe Acte bey ber beabfichtigten Erzeugung eines 


Products aus dem ‚gegebenen Grundfactor moͤglichſt 
nachzuahmen, dieſen Grundfactor nehmen, ihn zuvoͤr⸗ 


derſt in fo viel gleiche Factoren zerlegen, ald ber Nen⸗ 
ner bed Erponenten anzeigt, um nachher einen bavon, 
Ya, fo oft felbft wieder als Factor zu ſetzen, wie es 
der Zaͤhler des Exponenten vorſchreibt (Va)w. 


Aubdrůcke dieſer Art ſind offenbar im Allgemeinen 


hypothetiſch, indem fie die Möglichkeit vorausſetzen, daß 


jede beliebig gewählte Zahl, a, in fo viele gleiche Facto⸗ 
ren ald man will, zerlegt werden könne. Sie würden 


“widerfinnig werden, wenn nitht jede Operation Diefer 


Art, d. h. jede Wurzelausziehung, möglich wäre; oder 
zweydeutig, wenn ihr Reſultat auf mehr als eine Art 
beſtimmt werden koͤnnte. 


7. Wenn der Exponent der Potenz, a", eine ne: 


gative ganze Zahl ift, mithin. aus der urfprünglichen 


Einheit entflanden, indem aus ihr (+ 1) eine andere 
Größe, die fih mit ihr in der Zufammenfeßung von 
Theilen vernichtet, abgeleitet, und weiterhin mehrere Male 
als Theil gefeßt worden ift, fo muß man zuerft aus dem 
Srundfactor, a, eine andere Zahl ableiten, die fich mit 


- ihm in ber Zufammenfegung von Factoren vernichtet, =, 
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um fie eben fo viele Male als Factor zu feken, wor: 
1.2. 1 _m 
aus G) = — =a- entfteht. 


m 


3. Iſt der Erponent der Potenz, a ”, ein nega= 
tiver echter Bruch, welcher alfo aus der Einheit ents 
foringt, indem man das ſich mit ihr ald Theil Bernichtens _ 
de (— 1) fucht, es in n gleiche Theile zerlegt, und einen 
davon mmal ald Theil fest, fo wird man das fi) mit dem 


Srundfactor. a ald Factor Vernichtende * zu ſuchen, 
es in n gleiche Factoren zu zerlegen, und einen davon, 


V (>: felbft wieder mmal ald Factor zu ſetzen ha⸗ 


we lgchy) 

ben. Sowid a "= (V I) | 

v 

e. Selbſt für den Fall, wo der Erponent ber Po: 
tenz, a°, als O erfcheint, erhält fie eine feſte Bedeu⸗ 
tung. Sol 0 eine Zahl feyn, d. h. aus ber Einheit 
durch Setzen und Verknuͤpfen von Theilen entſtehn, fo 
"muß man die Einheit felbft (+1), und das fich mit ihr 
als Theil Vernichtende (— 1), durch Addition verfnü- 
pfen. Man wird alfo hier den Grundfactor a, und das 


, 1 
fi) mit ihm als Factor Vernichtende, — durch Multis 


. . n 1 
plication verbinden müffen, folglich a. z=1=.@ 


erhalten. 
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B. "Grundregeln ber Potenzenzehnung. 


Nachdem fich die Form der Potenzen fo erweitert 
hat, daß alle Arten der Zahlen als Erponenten dabey 


eingeführt werden fönnen, ift auch die Möglichkeit ges 
geben, allgemeine Regeln für arithmetiſche Operationen 
zu entwideln, welche an und mit folchen Andeutungen 
. bon Potenzen, ohne Angabe ihres wirklich berechnetem 


Werths durch eine Bahl im ſtrengen Sinne, vollzogen . 


werden follen. Im Nachfolgenden wird unter dem 


Morte Potenz immer nur die Andeutung, nicht aber 


die individuelle Zahl felbft, wodurch ſich diefelbe reali- 
firen läßt, verflanden, und vorausgefekt, daß eine ſol⸗ | 
che Zahl beftimmt und unzwepbeutig als Werth fuͤr ſie, 


exiſtire. 


Wenn die arithmetiſchen Operationen darin befte- 


ben, daß irgend ‚eine Potenz mit einer andern ihr 


gleichnamigen (d. h. aus demſelben Grundfactor 
gebildeten) durch Multiplicationen oder Divifionen zu :- 
verknüpfen, oder ferneren Potenziirungen und Wurzel: 


ausziehungen zu unterwerfen ift, fo läßt fi) das Re: 
fultat allemal durch eine Potenz des gleichen Grund⸗ 
factors darſtellen. 

Was zuerſt die Multiplication sleicnami. 
ger Potenzen betrifft, fo ruht ihre Regel auf fol; 
genden Betrachtungen: 


a. Fuͤr den einfachften Kal, wo bie Erpohenten ' 


der gegebenen, jur Multiplication beſtimmten Potenzen, 
pofitive ganze Zahlen find, kann bey der verlangten 
Operation überhaupt nichts weiter geleiftet werden, als 


ein Zufammenzählen der Fartorenmengen , welche im 


—— — — 


III 


Multiplicand und Multiplicator liegen, um die Facto⸗ 
renmenge des Products herauszubringen. So muß der 
Erponent im Product, die Summe von den Exponen⸗ 
ten in ben Sactoren, 3. B. a*. a’ = a; allgemein, 
wenn m und n ganze Zahlen, a”. n? = amt", feyn, 


| B. | Sür den Fall, wo die Erponenten pofitive Brüche 


find, alſo die vorliegenden Potenzen ald Andeutungen 


von Radicalgroͤßen angefehn werden fünnen, gilt die 
nemliche Vorfchrift aus gleichem Grunde, 


m n m n ‚m + ur 
a’. a Zar La 


Denn man bringe, wie ed. geftattet ift, die Brüche, 


welche zu Erponenten dienen, auf gleiche Nenner a” 


und a”? alödann laſſen fich die Ausdrüde ald Poten⸗ 


zen berfelben, in ihnen gemeinfchafflich enthaltenen, Ra⸗ 


bicalgröße, ya ‚ deren Erponenten ganze pofitive Zah⸗ 


len find (Ya), (Y a)e betrachten; man wird alfo 
‚ihre Product erhalten, wenn man eine Potenz des nem: 


lichen Grundfactors v a bildet, deren Erponent bie Sum- 


me jener ganzen und pofitiven Zahlen iſt: (Ya) ms + ur, 


Drüdt man diefe Radicalgröße wieder ald Potenz 


ms tur 


mit gebrochenem Erponenten aus, a — ſo zeigt ſi ſich 


. ihr Exponent als Summe ber Erponenten, die den zu 


multiplicirenden Potenzen angehören. -. 
ms 4 nr m n 


--+- 


rs _ r 8 
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7. Vertauſcht man bie Kunflfprache der Multiplis 
cation mit ber für die Diviſion, fo ergibt fich für den - 
Hall, wo der Erponent des Dividend größer ald der . 
des Divifor iſt, beyde als pofitive Zahlen gedacht, 
von felbft, daß am : am — am-n ſey. Auch für den 
umgefehrten Fall ift die Gültigkeit derfelben Negel leicht . 
abzuleiten. Sy n=m-+p, fo wid 
am am 1 
a” — aut?  gP . 
Aber jene Negel würde am» — an-min) = a-r 


‚geben, welches mit * gleichbedeutend iſt, und alſo 
ar am gibt. u 
| 3. Dur den legten Satz läßt fich die Multiplica⸗ | 
tionsregel, auch wenn dabey Potenzen. mit negativen 
Erponenten erfcheinen, als gültig nachweifen, Denn iſt 
nur bey dem einen dactor der Exponent negativ, ſo 
ergibt: | ' 


.aP ’ 
a .a Im — = ar -4ı = art), 
aa 


Iſt er es bey beyden, ſo bringt: 


aPr.aı = ‘I. 4 = A = a-bt0 
ar aı arta 
— 4 ) *C9., 


Es gilt alſo, die Exponenten mögen poſſitiv ober 
negativ, ganz oder gebrochen feyn, die Regel: 


I Wultiplication zweyer gleichnamigen Potenzen 
erzeugt eine eben foldhe, deren Erponent die Summe 
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von ben Erponenten der fi multiplicirenden Potenzen 
iſt. a=., a8 == ga" tra 

Bey biefer unbebingten Allgemeinheit der Multis 
slicationsregel bebarf die, Divifion betreffende, durch 
bloße Vertauſchung der Kunftwörter entflehende Vor⸗ 
ſchrift, Feiner weiteren „Ableitung; man erhält fofort 
fhr die Divifion ald Regel: 


WM. Divifion einer Potenz durch eine andere gleichs 
namige erzeugt eine eben folhe, deren Erponent bie 
Differenz zwifchen dem bed Dividend und dem ded Dis 
vifor if. am: at = ann, 

Mad ferner eine-neue Potenziirung an einer fchon 
unter der Form einer Potenz erfcheinenden Baht betrifft, 
fo erhellet fogleih, daß eine folhe, wenn ber Erponent 
ber ſchon vorhandenen Potenz eine pofitive ganze Zahl 
ft, durch Multiplication dieſes Erponenten mit dem 
Grade der neu verlangten audgebrüdt werben koͤnne. 
Daß die Regel richtig bleibt, auch wenn der Erponent 
ber ‘gegebenen Potenz ein Bruch iſt, ergibt ſich aus 
ber Natur der Radicalgrößen : 


Da ar = (Ya, alfo (ar = (Var) 
mp m 
— (Yyaltr a" — aa ift. 

- Gilt aber die Regel für alle Potenzen mit pofitiven 
Erponenten, fo erſtreckt fie fich fofort auch auf alle, die 
negative Erponenten führen. Denn dba a-' — — 
o-wirb | | 

ar = (= Lernen 
ar ar p 


‘ Ran erhält alfo allgemein bie Regel: 


\ 
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III. Potenziirung jeder Potenz. eined beliebigen 
Grundfactord erzeugt eine gleichnamige, deren Erponent Ä 
ein Product and dem Erponenten jener anfänglichen 
Potenz, und dem Grade der an ihr nun zu vollziehen . 
den Potenziirung if. (a” )* = amt. 

Daraus ergibt fi durch bloße Umkehrung der Be 
ziehungen für Wurzelausziehungen aus Potenzen . bie 
Regel: 

IV. Wurzelaußziehung jedes beliebigen Grades aus 
einer Potenz erzeugt eine gleichnamige, deren Erponenf , 
fi) findet, wenn man den der gegebenen Potenz burg 
den Grab der auszuziehenben Wurzel dividirt, 


2 
1 
b 


t 


NV au = a”, oo. \ 
J 

| x 

Fuͤnftes Eapitell. ; 


| Erponentiation. Logarithmenſyſtem 
und Rehnung Zuſammenhang von Potens A 
zens oder Logarithmen-Syſtemen. F 


A, Aufgabe der Exrponentiation. d 


Die allgemeinen Regeln für das Rechnen mit 
. gleichnamigen Potenzen zeigen erft alsdann ihren vollen 
Werth und ihre Brauchbarkeit, wenn man fich denft, 
daß mit urfprünglichen Zahlen gerechnet werben fol, 
daß aber alle diefe urfprünglihen Zahlen fich in Potens " 
zen des nemlichen Grundfactors nicht allein umfegen 
laffen, fondern für jede von ihnen die Andeutung, wels r 
che Potenz dieſes Brundfactorg fie ſey, bereits fertig — 


vorliegt. ze 
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Die Möglichkeit dieſes zu leiſten, ruht auf ber Loͤ 
fung des Problems ber Erponentiation, welches jebe 
beliebig geroählte Zahl ald Potenz eines angenommenen 
Srundfartord zu betrachten und den Erponenten biefer 
Potenz außfindig machen lehren fol. 

Hier kommt es denn in ber That auf wuͤrkliche 
Darftellung und Nachweiſung der unbedingten Möglichs 
keit einer Realifirung an. Einer bereits gemachten Bes 
merkung zu Folge muß man fich aber ſowohl bey der 
Wahl des Srundfactord, als bey der Annahme aller 
übrigen Zahlen, welche ald Potenzen deſſelben betrachtet 
werden follen, lediglich auf pofitive Bahlen beſchraͤnken, 
wenn Andeutungen von Potenzen beliebiger Erponenten 
eine reelle und einförmige Bedeutung, und bie dieſes 
. vorausfegenden Regeln der Potenzenrehnung abfolute 
Sültigfeit haben follen. 

Die Löfung der modificirten Aufgabe: eine pofitive 
Zahl als Potenz einer anderen gleichfall8 pofitiven anzu⸗ 

"sehen, und den Erponenten diefer Potenz zu finden, 
Yann zwar vollftändig erft nach weiterer Ausführung 
der allgemeinen Xheorie für Potenziirung und Wurzels 
außziehung gegeben werben, läßt ſich indeſſen, zur Noth 
gentigend, aus den im Worhergehenden entwidelten 
Infängen und Grundzuͤgen diefer Theorie ableiten, und 
auf elementarifhe Rehnungdregeln zurüddringen. 


4. Jede Zahl B Fan zwifchen zwey namhaften 
Yerenzen eines beliebigen Grundfactors a eingefchloffen 
werben, fo daß die eine ar — A weniger, die andere 
at — C’ mehr als fie beträgt. 

Dem a* kann durch Xenberung bed Erponenten 
» Hein und fo groß werden, ald man will, | 
8* 


.-. 


A 
genommen, alſo ein echter, 
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a Hat man zwey folde Potenzen, deren Wertbe 


ı 


eine gegebene Zahl zwifchen fi fallen, fo fann man 
aus ihnen eine dritte gleichnamige “ableiten, deren Grab 
zwiſchen bie Grade jener beyden genau in die Mitte 
tritt, und deren berechneter Werth, zwifchen die ihrigen 


alend, fih aus dieſen finden läßt. 


Wenn man bad Product der beyben gegebenen, 
a" = A und a’ = C, berechnet und daraus die Wurs . 
zel des zweyten Grades zieht, ſo erau man: 


a” == v(AC). 
Offenbar iſt | 
r+m _m.- fm 





r+m r—-n 
FI) Zn 
— < gleichviel von den beyben 





alfp der neue Grad 


anfänglichen, r und m, verfchieden. 
Da ferner A als Hleinere, C als gohere Zahl an⸗ 


* 7 ein unechter 
Beud ift, fo muß, weil v(iAO. = = 0, das 


‚V(AC) Heiner ald C; weil hingegen 


— VA — 
VA 6 . v6 —= A, Y viAc) größer als A feyn. 


— 


3. Man kann jedesmal ſtatt der einen von den bey: | 


“ den Potenzen, au A und ar = C, bie eine geges 


\ 8 


-- 
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bene Zahl B zwiſchen fih faffen, in ſofern es nur auf. 
Einfchließung zwiſchm © Grenzen ankommt, ihre Mittels 
m*+r 

potenz, a * = Y(AC) fubflituiren, fobalb nicht 
B = vV(AC), welches alle weitere Unterfuchung uͤber⸗ 
flüffig madt. Die Grade der beyden Potenzen, deren 
berechnete Werthe die gegebene Zahl einfchließen, find 
alsdann nur halb fo viel verfchieden al& vorher. 


4. Man Tann für jede Zahl zwey Potenzen eines 
wilführlich gewählten Grundfactord angeben, deren be: 
rechnete Werthe dieſe Zahl zwifchen fich fallen, und be: 
ten Grade um weniger ald eine beliebige beflimmte 
Kleinheit von einander verfchieden find. 

- Der Act des Einfchaltend einer Mittelpotenz zwi⸗ 
fchen die beyden, deren berechnete Werthe die gegebene 
Zahl begrenzen, -und des Subflituirend der genannten 
Mittelpoten; für die eine der benden anfänglichen, läßt 
fi) fo oft wiederholen, ald man will. Bey jedem 
neuen Schritte folcher Art wird die Differenz zwifchen 


. den Graben ber beyden begrenzenden Potenzen halb fo 


groß, als fie vbrher war, fie kann alfo, weil fortges : . 
ſetztes Halbiren eine Größe immer unter jede beftimmte 
Kleinheit herabzufegen vermag, auf diefem Wege unter 
jeve beliebige Kleinheitögrenge herabgebrüdt werben. 


5. Behn ber Unterfchied zwifchen den Graben zweyer 
gleihnamigen Potenzen unter jede beflimmte SKleinheit 
finfen kann, fo läßt fich auch die Differenz ihrer be: 
rechneten Werthe unter jede Kleinheitögrenze hinabtreiben. 
Sey die eine ar = P, die andere 2ti=QO= a. 
a= P.at, und geftattet d zu beliebiger Kleinheit, 
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mithin ben Beige n bes Bruchs = —, bet d darſtellt⸗ 


zu beliebiger Groͤße zu bringen, wihrend der Zaͤhler m 
Über einen beſtimmten Betrag nicht hinausgeht, und 
wenn man will, fletd 1 feyn Tann. Daß 


= -Y (a=) 

- mit Reigenbem n n ber Einheit fo nahe rüden Tann, als 
man will, ift befannt aus der Natur der Wurzelaus: 
ziehung. - 


ben werden fönnen. | 
Es wird alfo auf diefem Wege, nur einer, . fi 
fortlaufend wieberholenden, Operation, bie jedesmal 


auf Multiplication zweyer Zahlen und Ausziehung ber. 


Quadratwurzel aus ihrem Producte ankommt, bebürfen, 
um für jebe Zahl zwey Potenzen des beliebig gewählten 
Grundfactors zu finden, beren berechnete Werthe fo 
wenig differiren, daß man fie bey einer Näherung, 
welche fih nicht urter eine gewiſſe Kleinheit hinab zu 
erfireden hat, jener angenommenen Zahl gleich ſetzen, 
und alfo diefe als Potenz bed beliebigen Grundfactors 


darftellen Tann. Dadurch ift alfo die Aufgabe ber Ex⸗ 


ponentiation erledigt. 


B. Logarithmaiſches Syflem und Logarithmenz 
rehnung. 

Geſtuͤtzt auf bie durch obige Regeln begründete 
Möglichkeit der Erponentiation, muß man, wenn von 
ernſthaftem Gebrauch der Potenzenformen und allgemein 
dabey anzuwendender Methode die Rede feyn fol, ein 


) 


Iſt diefed der Fall, fo wird auch P . ad, das | 
beißt Q, fo wenig ald man verlangt, von P verie 
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dollſtaͤndiges Potenzenſyſtem als zu Stande gebracht 
voraudfegen, in welchem jede Zahl, innerhalb beftimm: 
ter Grenzen ber Größe fowohl ald der Näherung, in 
ber Geſtalt einer Potenz de angenommenen Grunds 
factors, unter Angabe des diefer Potenz zulommenden 
Erponenten,, aufgeftellt worden ift, umgekehrt alfo auch 
alle Erponenten, in Werbindung mit den berechneten 
Werthen der zugehörigen Potenzen vorfommen. Dabey 
aber hat fi eine andere Kunfifprache, ald die biöher 
angeführte, eingefunden. Man nennt den Grundfactor 
der Potenzen die Bafis, belegt die Erponenten mit 
bem Namen Logaritbmen, und braudt flatt des 
Ausdruds : berechneter Werth der Potenz eined gewiſſen 
Erponenten, den Ausdrud: Zahl, die einem gewiffen 
Logarithmen zugehört. Das fertige Potenzenfuftem heißt 
Logaritbmentyfiem und ftelt fih in logariths 
mifhen Tafeln dar, in denen zu jedem Logarith- 
men bie zugehörige Zahl; für jede Zahl der Logarith⸗ 
me, dem fie gehört, fogleich anzutreffen feyn muß, 
fofern practifcher Gebrauch beabfichtigt wird. 

Man bat fi) alddann zu gewöhnen, die vier 
Hauptregeln ded Rechnens mit gleichnamigen Potenzen, 
auf folgende Art audzufprechen : 

IL Die erfte Regel: . | 

Denn A= a md B=a'r, pifA.B= 
an tr, heißt in der neuen Zerminologie: 

Um zwey Sahlen, A und B, zu multipliciren, 
fuche man ihre Zogarithbmen, m und r, in den Zafeln - 
auf, addire fie zufamnmen, m + r; betrachte die 
Summe ald einen gegebenen Logarithmen und nehme 
ruͤckwaͤrts aud den Zafeln die dieſem Logarithmen zu: 
“gehörige Zahl, A. B. Kürzer: die Logarithmen ber 
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Factoren geben, zufammenabbirt ben bed Products: 


log(A . B) = logA + logB. 


I. Die zweyte Regel: 


. Be \ | 
Wenn A— an, P= a, fi 7 u 


lautet in der neuen Kunftfprache fo: 


. 


Um eine Zahl, A, durch eine andere, B, zu divi⸗ 


diren, nehme man aus ben Xafeln den Logarithmen 


berfelben, m, um von ihm den bed Diviſor abzuzies 
ben; den Ref, m — n, fehe man ald einen Logariths 
‚men an, und fuche in den Tafeln die Zahl, welde 


Ähm angehört. Sie ift das Gefuchte *. Kuͤrzer: vom 


Logarithmen des Dividend den des Diviſor abgezogen, 
ergibt fi der Logarithme des Quotienten: | 


\ log > = logA — logB. 


II. Die dritte Regel: | 
Wenn A = ar, ſo iſt Am an", heißt jetzt: 
Um eine Zahl, A, zu der Potenz eines beliebigen 
Grades, m, zu erheben, nehme man aus den Tafeln 
den Logarithmen diefer Zahl, n, und multiplicire ihn 
mit dem Grade der verlangten Potenz. Wenn man 
dieſes Product ald einen Logarithmen anfieht, und aus 
den Tafeln die Zahl hervorſucht, der er angehört, ſo 


⸗ 


bat man das Geſuchte AA. Kuͤrzer: der Logarithme 


einer Potenz ergibt. fih, wenn; man den Logarithmen 
des Grundfactord mit ihrem Grabe multiplicitt. 
log(A:) = (logA).n, 


| 
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IV. Die vierte Regel: 

Wenn A = a", ſo iſt VA a”, brüdt fih 
in der neuen Kunftfprache fo aus: 

Um aus einer Zahl, A, die Wurzel irgend eines 
Grades zu ziehn, ſuche man aus ben Tafeln ihren 
Logarithmen, n, dividire ihn durch ben Grad ber auszu⸗ 
ziehenden Wurzel ;_betrachte diefen Quotienten ald einen 
neuen Logarithmen und nehme aus ben Zafeln die Zahl, 
welche ihm angehört. Sie iſt das Gefuchte YA. 

Kürzer: der Logarithme der aus einer Zahl zu zies 
benden Wurzel, beliebigen Grades, wirb erhalten, wenn 
man den Logarithmen bdiefer Zahl durch den Grab ber 
aus ihr zu ziehenden Wurzel dividirt. 


uies Ycay _ en. 





C Bufammenhang verfhiedener Potenzenfyfleme 
unter einander. 


Sobald nur ein Potenzenfoftem vorhanden ift, 
mithin jede Zahl ald Potenz eines gewiſſen Grundfacs 
tors betrachtet werben kann, ergibt ſich die Möglichkeit, 
eine Zahl ald Potenz irgend eines andern Grundfactord 
anzufeben, und deren Erponenten zu finden,. fogleich, 
indem diefe Aufgabe darauf ankommt, von zwey gleich 
namigen Potenzen bie eine als durch Potenziirung der 
andern entſtanden nachzuweiſen. 

Sey a der Grundfactor des gegebenen Syſtems, 
b ein davon beliebig verſchiedener, für den noch fein 
Syſtem eriflirt, c eine Zahl, die ald Potenz bed lehtes 
ten betrachtet, alfo = b= gebacht werben fol. Es ifl 
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zugeflanden, daß man alfo b=af, o — a7 kennt. 
Will man folglich b* = c ſetzen, fo wird (ab)ar, 


alfo a = a’, mithin x = y und baher x — 


ſeyn. 

Kuͤrzer und in der hier ablichen Kunſtſprache: Hat 
man ein fertiges Logarithmenſyſtem, ſo kann man aus 
dieſem, wenn b*= c ſeyn ſoll, nach ber dritten Fun⸗ 
damentalregel, log(b*) = x. logb = logc. ſeten, 

erhaͤlt alſo | | 

X == log b . 
log c 

Man darf dieſe Regel als gligemeine Loͤfung ber 

Aufgabe ber Erponentiation, unter ber Voraudfegung, . 

daß ein einziges Potenzenſyſtem bereitd berechnet fey, 

betrachten. Sie läßt fah auf folgende Art ausdruͤcken: 

Wenn für irgend ein Syftem die Logarithmen ge 
wiffer Zahlen vorhanden find, fo braucht man nur diefe 
Logarithmen durch den Logarithmen der beliebig ge- 
wählten Bahl, welche Baſis eines neu zu bildenden 
Syſtems werben fol, zu dividiren, um für jenes neue 
Syſtem die den nemlichen Zahlen zugehörigen Logariths 
men zu erhalten. 





D. Bemerkungen Über ben practifiden Gebrauch 
des gewöhnlihen Logarithmenſyſtems. 


Man hat aus guten Gründen für gewöhnliche Rech⸗ 
nungen bad Syftem am zweckmaͤßigſten gefunden, bef: 
fen Bafis ober Grundzahl 10 ift und Zafeln zu Stans 
be gebracht, in denen für alle decadifch gebildeten Zahlen 
innerhalb beflimmter Grenzen, bie nach dem Umfange 
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ber Zafeln felbft bald weiter bald enger find, die Loga⸗ 
sithmen fofort gefunden werden koͤnnen. 


2, Logarithmen decadiſch gebilbeter Zahlen. 


Veberfteigt die Menge von Bifern, welche eine bes 
cabifch gebildete Zahl nach der höchften bedeutenden ent: 
hält, die Srenzen ber Tafeln nicht, fo ergeben die Tas 
feln in Folge einer concentrirten Bufammönftellung,, bes 
ren Einrichtung eine befondere Befchreibung erfordert, 
fofort den ihr zugehörigen Logarithbmen, oder eigentlich 
nur ben Xheil deflelben, welcher in einem, in ber 
Etelle der Zehntheile anbebenden , echten Decimals 
bruche befteht, und die Mantiffe des Logarithmen 
genannt zu werben pfleat. Den zweyten, zur Vervoll⸗ 
fländigung des Logarithmen unentbehrlihen Theil, die 
jedesmal nöthige Menge ganzer Einheiten enthaltend, 
die fogenannte Characteriftit des Logarithmen, wels 
de immer mit dem Range, ben die höchfte Zifer der 
Zahl felbft befißt, einerley ift, enthalten in der Regel 
bie Tafeln nicht, weil er auf den erſten Blid in jedem 
einzelnen Falle beftimmt und hinzugefügt werden kann. 
Die Characteriftit eines Logarithmen kann alfo pofitio 
oder negativ feyn, je’ nachdem die oberfte bedeutende 
Zifer der zugehörigen Zahl höheren oder niedrigeren 
Rang ald ben der Einer befist. Die Mantiffe ift aber 
jederzeit, bey allen urfprünglihen Logarithmen, pofitiv. 
Man pflegt die pofitive Characteriftit, dur; dad Com⸗ 
ma gefondert, der Mantiffe voranzuftellen, bie negative 
aber mit vorgefeßten — Beihen, auf bie Mantiffe 
folgen zu laſſen. Umgekehrt alfo, wenn aus ben. Ta⸗ 
fein zu einem gegebenen Logarithmen die zugehörige 


-. 
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Zahl gefunden werben foll, ‘geht man bloß. mit ber- 
Mantiffe deffelben in die Logarithmencolumne, um fie 
bort aufzufuchen, und zieht alsdann aus den Zafeln 
die darin als die jener Mantiffe zugehörig aufgeführte 
Zahl hervor. Hierauf erwägt man bie Characteriftit 
bed gegebenen Logarithmen, und ftellt in jener Zahl -. 
dad Comma fo, daß in ber That ihre höchfle Zifer ben 
Rang erhält, den diefe Characteriftif bezeichnet. 

Die höheren Einheiten bed decadiſchen Syftems 
find die einzigen Zahlen, deren Logarithmen bloß in 
einer Characteriftif, ohne Mantiffe beftehn, und bie volls 
endet genaue Potenzen ded Grundfactord abgeben. Alle 
übrigen Bahlen find nur genäherte Werthe ber Potenzen, 
welche die ihnen zugefellten Logarithmen als Erponenten 
erhalten, und werben unfiher, fo wie man noch unter 
ihre legte Zifer hinabgeht, - 


2, Logarithmen von Brüden, die nicht Decimalbrüche find, 


Da Brüche mit Quotienten gleichgeltend find, fo 


erhält man den Kogarithmen eines jeden Bruchd, wenn 
. man vom Logarithmen feines Zählerd den des Nenners 


abzieht. Es werben alfo, wenn man nach biefer Regel 
verfährt, die Logarithmen echter Brüche ald negative 
Zahlen erfcheinen. Umgekehrt folglih, wenn man eine 
negative Zahl ald Logarithmen betrachten, und die ihr 


als einem ſolchen zugehörige Zahl fuchen, oder aus 


10” * = x den Werth von x finden wollte, müßte 
man zuerft aus den Zafeln die Zahl finden, beren Los 
garithme jene angenommene negative wäre, falls fie 


das + Zeichen führte, 10° = A, und ein Bruch, 


beffen Zähler 4, deſſen Nenner die Iegtgenannte Zahl 
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ik, wuͤrde bad erlangte ſeyn. Iſt 10-" = x ges 
fucht, und geben die Zafen 10** = A, fo wird 
or = 10 = ı > x. 
| Am bequemſten iſt noch hier die unbedingte Ein⸗ 
fuͤhrung ſolcher Logarithmen fuͤr gegebene Bruͤche, de⸗ 
nen als zugehoͤrige Zahlen, d. h. als Werthe jener 
Brüche, decadiſch gebildete Zahlen correfpondiren, 

Iſt der Logarithme eines unechten Bruch verlangt, 
fo wird vom Logarithmen feines Zähler, den feines 
Nenners abgezogen, von felbft ein gewöhnlicher dritter 
übrig bleiben, und die Tafeln werben die ihm zugehös 
tige Zahl als decadifch gebildete, dad heißt jenen Bruch 
ſelbſt als folche, erfcheinen laffen. Wird aber der Los 
garithme eines echten Bruchs gefordert, fo lege man 
zum Logarithmen des Zählerd fo viele Einheiten in der 
Characteriftit zu, bis fie um 1 größer wird, als bie 
vom Logarithmen bed Nenners; hänge aber, nach ges 
ſchehener Abziehung, dem Reſte jene zugelegte Menge 
‚von Einheiten mit dem — Zeichen wieder an. Dann 
hat man einen gewöhnlichen Logarithmen, und die Tas ” 
feln geben die ihm zugehörige Zahl ald decadiſch ge: 
formte. 

Man erlaubt fi) zuweilen, im Laufe bed gechnemn 
mit Logarithmen, die Characteriſtik derſelben ohne Schaden 
ihres Werths, aus zwey Theilen zu bilden, einen poſi⸗ 
tiven, welcher vor die Mantiſſe, und einen negativen, 
welcher hinter: dieſelbe geſtellt wird. Beſonderd bey 
Wurzelausziehungen aus echten Bruͤchen mittelſt der 
Logarithmen iſt dieſes hoͤchſt zweckmaͤßig. Sey unter 
M bie Mantiſſe verſtanden, der Logarithme eines 
Bruchs, woraus die Wurzel des mten Grades gezogen 


— 


. werben fl, 0,M — n, gefunden worben, fo wird 
M — | 
= ber Logarithme ber gefuchten Wurzel ſeyn. 
Laͤßt fih von felbft — n fo durch m divibiren, daß 
der Quotient eine ganze Zahl wird, fo behält dad Res 
0,M n 


| fultat, an die Geſtalt eines einfacher Loga⸗ 


rithmen, deſſen Characteriſtik — — if. Im gegen 


theiligen Falle geht diefe Geſtalt verloret, und würde, 
um fich wiederherzuftellen, weiteres Rechnen erforbern. 
Alddann ift es zweckmaͤßig, wofern a die geringfte Zahl 
iſt, welche, der Characteriftit n zugelegt, eine Summe 
a n gibt, die durch m theilbar ift, dem anfänglis 
. hen Logarithmen die Geſtalt a,M — (a + n) zu 
geben, und dann bie nöthige Divifion an ihm zu voll⸗ 
ziehn, woraus unfehlbar ein einfacher Logarithme, 
a,M atn , on 

[75 Mantiffe voran, negative Characs 


teriſtik hinter ſich fuͤhrend, entfpringen wird. 





Kommt ed zum würflihen Auffuchen der einem 
gegebenen Logarithmen zugehörigen Zahl, fo muß man 
vorher, wofern feine Characteriftit in zwey Theile zers 
tiffen iſt, diefe wieder in einen zufammenziehn. 
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Sechsͤtes Eapitel. ‘ 
Grundlehren über nähernde Rechnungen. 


J. Begriffe von genäberten 3ahlen. 


a. Bey fehr vielen Groͤßenbeſtimmungen kommt es 
auf Zahlen an, die nur dadurch gegeben find, daß fie 
einer gewiffen Bedingung Genüge leiften follen, und 
meiftend gelingt ed alsdann nicht, die verlangten Zah⸗ 
Im in völliger Schärfe herauszubringen, fondern nur, 
ſtatt jeder folchen, zwey andere zu finden, zwifchen bes 
nen, ald Grenzen, fie felbft enthalten feyn müßte, fos 
fern fie als möglich vorauögefegt wird. Sind nun jene 
Zahlen gefordert worden, damit zum Zweck anderer 
und fernerer Beflimmungen weiter mit ihnen gerechnet 
werde, fo geht dieſes geradezu nicht an, da man fie 
feibft nicht hat. In Fällen diefer Art beruht die Mügs 
lichfeit der beabfichtigten ferneren Beflimmungen auf 
ber Frage: ob nicht aus den Grenzen, zwifchen welcen 
die Zahlen liegen, mit denen eigentlich gerechnet wer⸗ 
ben follte, für diejenige Zahl, die dad Nefultat diefer 
Rechnung feyn würde, ähnliche Grenzen gefunden wers 
den können, zwifchen denen fie felbft enthalten feyn 
müßte. 

Im Allgemeinen hat died feine Schwierigkeit. Liegt 
bie erſte von zwey ald möglich gedachten, aber nicht 
geradezu , fondern nur durch Begrenzung gegebenen 
Zahlen, swilhen A und A + U, die andere zwifchen 
Bund B+3, fo wird ihre Summe zwifchen A+B 
w A-B+A4 +3; ihre Differenz zwifchen 


8 = - 
A—B—- Bund A— A— I ihr Product zwis 
ſchen AB und AB+ AB + BA + 43; ihr Quos 
"tr? 


A 
tient zwifhen ——— und ——— liegen muͤſſen. 


B+2 
Die nähere Unterfuchung * von der Art ab, 
wie die Grenzen derjenigen Zahlen gegeben werden, 
mit denen man rechnen foll. 


B. Die abftracte numerifche Arithmetik felbft führt, 
fobald fie über die Grundoperationen mit ganzen Zah⸗ 
len hinausgeht, oft auf den Fall, daß die Zahlen, mit 
denen gerechnet werben foll, nur durch Grenzen gegeben 
werden Zönnen, bie von der Art find, daß fie fh 

ſo eng ald man will zufammenziehn laſſen. Sie 
fordert alddann, daß auch für dad Refultat, welches. 
dad Rechnen mit jenen Zahlen, falld man fie ſelbſt 
bätte, gebracht haben würde, beftimmte Grenzen anges 
geben, und Regeln aufgeftelt werden, nad denen auch 
diefe, fo eng ald man verlangen mögte, zufammenges 
zogen werben koͤnnen. Es ift überhaupt Princip der 
Größenwiffenfchaft, daß, fobald eine Größe nur durch 
Einfchliegen zwifchen genau angebliche Grenzen beſtimm⸗ 
bar ift, die Erkenntnig derjelben erſt dann ald genuͤ⸗ 
gend betrachtet werben darf, wenn Mittel ausfindig. 
gemacht find, ‘für fie angebliche Grenzen fo zu beflims 
men, daß der Unterfchied derfelben unter jede beliebige 
Kleinheit herabfinkten Fann. 
Da die Zahlen, welche die numerifhe Arithmetik 
annimmt, fo wie die, melde fie als Refultat ihrer: 
‚ Operationen verlangt, in der Regel ber Form nad) bes 
cadifch gebildete find, fo läßt fich jene Forderung zus 
naͤchſt darauf zurücbringen, daß bey jeder, auf ſolche 


— 


- — — — — 
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Grenzbeſtimmung hinauslaufenden, Rechnung die Mögs 
Iihfeit nachgewiefen werben muß, das Gefuchte zwi« 
[hen zwey becadifch gebildete, zu jedem beliebig ges 
wählten Range hinabgeführt zu werden fähige Zahlen 
einzufchließen, die nur in ihren gleichhohen unterften 


Zifern eine Verſchiedenheit zeigen. 


y. Eine Zahl fol moͤglichſt genähert bis in ihre 
Endzifer heißen, wenn fie ald Ausdruck einer gefuchten 
Größe, felbft zu Hein ift, aber, um eine Einheit in 
dieſer Endzifer vermehrt, zu groß wird; unvollloms 
men genähert, bis in ihre Enbzifer, wenn unfere 
Senntniß von ihr fo weit reicht, daß wir willen, fie 
felbft fey zu Hein, werde aber durch Zulegen von zwey 
Einheiten zu jener Endzifer zu groß. Sie kann alfo, 
wenn fie ald unvollkommen genäbert bi8 in ihre legte 
Sifer erkannt worden ift, fehr wohl bis dahin an fich 
eine möglichft genäherte feyn. | 

. In der Regel verficeht man immer, der obigen Ers 
Härung gemäß, unter einer genäherten Zahl die Eleinere 
ber beyden ald Grenzen des Gefuchten dienenden. 

Berwandlungen gegebener Brüche in Decimalbrüche, 
Burzelaudziehungen beliebiger Grade, find offenbar 
Operationen, beren Refultate nach den gewöhnlichen 
Regeln immer in möglichft bis in ihre legte Stelle ges 
näherter, zu jedem verlangten Range hinabgeführter 


Zahl erhalten werden koͤnnen. 


3. Wenn die lebte Zifer einer bis in irgend einen 
Rang entwidelten und bis dahin ald unvolllommen ges 
näpert befannten Zahl weniger als 9 ift, fo darf die 
noch ihrer Weglaflung Abrigbleibende Zahl, für eine 

9 
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bis in ihre Endzifer moͤglichſt genaͤherte gelten, einen 
Ausnahmefall abgerechnet. u 

Beträgt die legte Zifer der anfänglichen weniget 
als 8, fo bleibt fie, wenn man ihr zwey Einheiten zu: 
tegt, eine einfache Bifer. Wenn die fo veränderte Zahl 
ſchon zu groß geworben: ſeyn foll, fo ift fie es um’ fh 
mehr, wenn man ihre legte Zifer wegwirft, und dafür. 
die vorlegte um 1 erhöht. Iſt die lebte Zifer 8, fa 
‚bewirkt der Zuſatz von zwey Einheiten, daß fie wegfällt 
dagegen die vorlegte Zifer um 1 erhöht wird, In beys 
den Fällen alfo gibt die anfängliche Zahl, nad Wege 
laſſung ihrer unterften Bifer, zu wenig, aber um eine 
Einheit in der alsdann bleibenden legten Stelle verz 
mehrt, zu viel, ift alfo bis in bie ihr dann bleibendt 
Endzifer möglichft genähert.. 

Nur in dem dritten noch möglichen Falle, wo eine 
bis in dte letzte Bifer unvollkommen genäherte Zahl mit 
9 endigt, wo alfo das Zulegen von zwey Einheiten zu 
ihr mehr bringt, ald wenn man jene 9 wegwerfen, und 
bloß in der vorlegten Stelle 1 zufligen wollte, iſt fie 
nach Weglaffung ihrer legten Zifer bid in die ihr dann 
bleibende Endzifer doch nur unvolllommen genähert. 
Schließt fie mit mehreren, ſich ftetig folgenden 9, fo 
darf fie fogar, felbft nach Weglaffung aller diefer 9, nur 
für unvolllommen genähert bis in ihre neue Endzifer 
gelten *), 


“ 


s 


u Sft 326,8453 — a eine bis in den Hang ihrer letzten 
Zifer unvollkommen genäherte Zahl, mithin ſelbſt zu klein, 
aber als 626,8455 = A zu groß, fo iſt augenſcheinlich 
326,845, ſoweit es reicht, zu klein, da es noch weniger ald 

a, hingegen 326,846 zu groß, ba es mehr wie A beträgt. 
Mithin 326,845 bis in den Rang feiner unterfien Zifer 


131 
.. Wenn gwey: becadifche Zahlen, von benen befannt 
ift, daß fie den Werth einer gefuchten Größe zwifchen 
fh faflen, bis in die Stelle eines gewilfen Ranges non 
oben herab identiſch find, fo ftellen fie eben foweit das 
von ihnen Begrenzte in möglichft genäherter Zahl bar. 
Dein. eine. Einheit höherer Ordnung ift mehr als Alles 
was eine Zahl in niedrigeren enthalten kann. 


= 


Wenn in zwey folhen Zahlen die Zifern, welche 


ſich zuerft, bey einer von oben herab angeftellten Ver⸗ 


gleihung gleichhoher Stelle, als verfchiedene zeigen, nur 
am 1 von einander abweichen, fo wirb die Fleinere jes 
mr Deyben Zahlen, in diefer Etelle ald Endzifer abges 
Kochen, bis fo weit eine unvolllommen genäherte *). 
Denn bie größere in der genannten Stelle um 1 vers 
mehren, und dann die folgenden weglaffen, wodurd 
fe um fo mehr zu groß wird, oder die Eleinere in ders 
felben Stelle um zwey vermehren und dann in ihr die 
folgenben weglaflen, gibt Einerley. Da aber durch das 


‚| Exfte zu viel entfieht, fo ift die kleinere biß in jene 


Endzifer eine unvollfommen genäherte Zahl. 


möglichft genähert. Sit 32,5999 bis in die unterfte Stelle 
unvollkommen genähert, fo liegt zwifhen ihr und 32,6001 
das Geſuchte, welches offenbar eben: ſowohl 32,5 , . als 
32,6 . . feyn Könnte, 


*) Sind 528746 und 528859 die Grenzen, fo liegt zwifchen 
ihnen möglichft genähert, fo weit es reiht, 628000; un⸗ 
vollkommen genähert, 5287000. 

Iſt die erfte jener beyden Zahlen, in ber vierten Stelle 
von oben um 1 vermehrt, 528756 zu groß, um 1 bafelbft 
vermindert, .528736 zu Hein, .fo ift fie als 5287 bis in 
ihre unterfte Stelle unvollkommen genähert. 


9* 
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Wird alfo von einer Zahl nachgewiefen,. daß fie in u 
einer gewiffen Stelle, uͤber welche fie noch mit folgens ı 
den binaudgeht, um eine Einheit vermindert, zu Beim ; 
um cine Einheit vermehrt zu groß ausfällt, fo barf fie, N 
nad Weglaffung diefer und aller folgenden Stellen, fe u 
weit fie alsdann noch reicht, als unvolllommen genaͤhen ı 
angefehn werben. uitop 

N 

6. Denn eine gegebene Zahl zu klein tft, aber ı 
durch das Addiren einer andern, mit ihrer hoͤchſten Bifee «; 
zu einem gewiffen Range binaufreichenden, zu groß 
wird, fo darf man bie gegebene, nah Wegwerfung |, 
ihrer bis in denfelben Rang hinaufreichenden Zifern, ſo⸗ 
fort ald eine unvollkommen genäherte, ſoweit fie alds } 
bann reicht, betrachten. Denn dad Wegzuwerfende füs ' 
wohl, als jene Zahl, welche, der gegebenen zugelegt, ! 
diefelbe zu groß machen würde, beträgt, weil beyde zu | 
demfelben Range auffteigen, weniger ald eine Einheit ' 
des naͤchſthoͤheren Ranged. Statt beyber alfo zwey Eins 
heiten diefer Ordnung hinzuzufügen, heißt mehr wie . 
vorhin, und alfo ein Refultat, welches um fo mehr zu - 
groß ift, erzeugen *). | 


I. Die vier Grundoperationen mit genüherten 
3ablen, 


Es entfteht zuerfi, wenn die Zahlen, mit welchen 
man rechnen ſoll, bis in einen gewiſſen Rang moͤglichſt 


*) Iſt 27, 32859 zu Klein, wich es aber durch Sulegen von 
0,00786 zu groß, fo brüdt 27,32 das Geſuchte, bis in 
bie zweyte Decimalftelle unvolllommen genähert, unfehlber 

aus. Die wärklide Summe 27,33645, welde zu groß 
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genäbert find, die Frage, in mie weit bad aus dem 
‚ Bechnen mit ihnen entfpringende Reſultat felbft ald eine 
| gmäberte Zahl zu gelten, vermöge. 

An ihre Beantwortung Inüpft fi die noch wichti⸗ 
gere, bis in welchen Rang hinab Zahlen als moͤglichſt 
genaͤherte entwickelt werden muͤſſen, damit das Reſultat 
"irgend einer an ober mit ihnen zu vollziehenden Grund⸗ 
operation felbft als eine bis in die Stelle eines beliebig 
gewählten Ranges. reichende und bis in ihre Endzifer 
genäberte Zahl angenommen werben bürfe, 


1. Wär bie Addition ift Folgendes zu bemerken, 


a. Wenn mehrere Zahlen, deren Menge n heißt, 
uud beren jede bis in bie Stelle bed rien Ranges mög» 
lichſt genähert iſt, durch Addition vereinigt werben fols 
im, fo if die Summe zu Elein, wirb aber zu groß, 
wenn man jebe ber gegebenen Zahlen in der legten 


&telle um 1, bie Summe felbft alfo in dieſer Stelle | 


um n vergrößert. 

Iſt folglich die Menge der gegebenen Poften diefer 
It, n, eine höifrige Zahl, fo gilt die Kegel: man 
abdire die gegebenen Zahlen, und laffe die legten h is 
fern der Summe weg; das Bleibende ift, foweit ed 
reicht, eine unvollkommen genäherte Zahl. 

Man kann beyde Summen, die zu Pleine fowohl 
als die zu große, darſtellen und vergleichen, um zu 
entſcheiden, ob nicht bad nach biefer Regel Gefundene 
bi8 an feine Endzifer möglichft genähert fey, welches in 
der That oft eintreten wird, 


ſeyn fol, mit ber anfänglihen Zahl verglichen, gibt aus 
genſcheinlich dafjelbe Reſultat. 


18 
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Wenn außer den zu fummitenden genäherten Babe! 
len noch andere fireng richtige in die Summe treten 
follen, fo haben dieſe auf die Anwendung obiger Regel “ 
einen Einfluß. 

6. - Wenn die Menge ber näherungsweife zu entwil⸗ 
kelnden Zahlen, welche zuſammenaddirt werden, — B,.. 
und dieſes n felbft eine hzifrige Zahl iſt; wenn ihre 
Summe eine bis in die Stelle des uten Ranges un⸗ 
vollkommen genaͤherte Zahl ſeyn ſoll, ſo entwickle man 
jede der zu ſummirenden Zahlen moͤglichſt genaͤhert bia 
in die Stelle des (u + h)ten Ranges, und laſſe von 
ber Summe bie legten h Zifern fallen.. 1 

Behält man biefe Zifern in der Summe, und legt ı 
man der unterfien noch n Einheiten hinzu, fo hat han , 
zu viel, und Tann, biefes mit der erſten Summe, bie ' 
zu wenig bringt, vergleichend, meiftens flır den jebes⸗ 3 
mal vorliegenden Fall, ob die nach der Regel gefundene 
bis in ihre Endzifer unvollkommen genaͤherte Zahl eine 
bis dahin moͤglichſt genaͤherte ſey, zur Entſcheidung 
bringen *). * 


* 


*) Ueber h= 2 wird in würklicher Anwendung kaum eine 
Rechnung hinausgehn. Iſt die Zahl der Poſten unter 19, 
fo hat man jeden um eine Stelle; ift fie nicht unter IQ, 
aber geringer ald 100, fo hat man jeden um zwey Gtels 
len tiefer hinab zu entwideln, als die Summe geführt 
werben foll, und dieſe Summe wirb im erften alle nad 
Weglaſſung der legten, im zweyten nad Weglaffung ber 
benden legten Stellen, foweit fie dann reicht, unvollloms 
men genähert feyn. 

Man will z. B. M V Yo + Yo auf 
die ſiebente Decimalſtelle unvollkommen genähert erhalten, 
Hier iſt vd, hb=l,u=7 Man entwickle alſo 
die Poſten auf 8 Decimalſtellen. 
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‚ Webrigens braucht es faum ‚bemerkt zu werden, daß 
alle zu abbdirenden Zahlen, bis zu einer Gtelle bes 
gleichen. Ranges hinab entwidelt feyn müffen, und daß, 
fobald ‚nur eine derfelben in einer hoͤheren Stelle als 
die anderen abgebrodhen wäre (weil alsdann ſchon in 
diefer Stelle das Reſultat der Adbition unficher würde), 
die Bifern der Summe in den nädfifolgenden Stellen 
vergeblich berechnet. feyn würden, 'wenn man bie Sums 
me: als unvolfommen bie in ine Ieate Stelle gender 
erhalten will. or: 


2. Die Subtraction bedarf nur bes Rachſtehenden. 
Wenn Minuend: und’ Subtrahend- beyde bid in die 


Stelle des nemlichen Ranges als möglichft genäherte 


Zahlen hinabreichen, fo bleibt e8 ungewiß, ob ihre Difs 


ferenz zu: Hein oder zu groß ausfällt, aber diefe Diffes 


renz ift, nachdem fie um eine Einheit vermindert wor: 
ben, unfehlbar eine, foweit fie hinabreicht, unvollkom⸗ 
men genaͤherte Zahl. 

Denn wofern der Minuend bliebe, der Subtrahend 
in ſeiner letzten Stelle um 1 vermehrt wuͤrde, muͤßte 


1, = 0,5 
1, — 0,16666666 
Y.ı = 09,04166666 
Y20 — 0,00833333 
Y..0 — 0,00138888 
Summe — 0,71805553. 

Sie ift als 0,7180555 unfehlbar bie in bie legte Zifer 
unvolllommmen genähert. Wan darf hinzufügen, daß fie 
bis eben bahin möglihft genägert fey, ba fie, wenn man 
ihrer achten Stelle vier Einheiten zulegt, zu groß wird. 

Die wahre Summe if °’’/,, = 0,71805555 . - - 
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- das Reſultat (alsdann um 1 im der legten Stelle ge- 
ringer als ber anfängliche Reft) zu Flein ausfallen. 


Wenn aber, bey ungeändertem Subtrahend, der Mis 


nuend in feiner unterften Stelle um 1 vergrößert würs 
de, fo müßte dad Refultat (um 1 größer in feiner 
legten Stelle als der anfängliche Reſt) zu viel betragen. 
Dos erfte Refultat ſtellt folglich, weil es in feiner legs 
ten Stelle um eine Einheit verringert, felbft zur Mein, 
aber durch Zulegen von zwey Einheiten zu groß’ wird, 
eine bid in feine Endzifer unvollkommen genäherte- Zahl 
dar *). 

Um alfo die Differenz zweyer Zahlen bis in einen 
beflimmten Rang unvolllommen genähert zu erhalten, 
muß man diefe Zahlen möglichjt genähert bid in benz 
felden Rang binabführen; ihren Reft durch Suktraction 
finden; und die niedrigfte Zifer deffelben um 1 vers 
ringern. 


3. Für die Multiplication find folgende Betrachtungen 
nöthig. 


@. Wenn bie beyden Factoren eines Productd, A 
und B, zu Elein find, aber der erfte durch den Zufag 


⁊ 


A, der andere durch den Zuſatz B zu groß wird, fo 


liegt dad Product zwifchen den Grenzen AB und AB 
AB + BA + AB. Sft fein einer Factor B ges 
nau richtig, fo liegt eö zwifchen AB und AB + AB. 


*) Wäre der Minund % — 0,5555, der Subtrahend 
, — 0,4285, fo würde der Reſt 0,1270, es bliebe uns 
gewiß, ob diefe Zahl zu Elein oder zu groß ift, aber 
0, 1269 als unvollkommen genäherten Werth des Gefuchten, 
foweit e8 reiht, zu feßen, würde man beredtigt ſeyn. 
Das Geſuchte iſt — %, = Ys = 0,1269 . . . 
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Wenn alfo’ber Multiplicand A im Range m ans 
hebt und im Range m — p enbigt, der Multiplicator 
B bid zum Range n auffleigt und bis in den Rang 
n — q hinabgeht, beyde bis in ihre Endzifern mög: 
lichſt genabat, fo fällt dad Product zwiſchen AB und 


B+AL Da Tasse ı 


it offenbar, daß der erſte Zuſatz A 1 1 aud ber Uns 
füherheit des Multiplicator, B, herrührend, höchftens zum 
m— 

Bange m+-n—q; der zweyte, Bi er aus der des 
Multiplicand, A, entftehend, bi8 in den Rang n + m 
— p auffleigen kann. Iſt alfo jener erfte Factor des 
genannten Products nur bis in die Stelle des Ranges 
p näherungsweife entwidelt, fo wird dad Product noths 
wenbig fchon in?der Stelle des Range m + n — p 
unficher, wenn auch der andere ftreng richtig feyn ſollte. 
Bill man folglih gewiß feyn, baß Feiner der Factoren 
weiter entwidelt werde, als es die Unficherheit des ans 
deren bey dem Zwede, alle ungewiſſen Bifern des Pros 
ducts wegzulaffen, nötig macht, fo mug p = q ſeyn, 
oder beyde Factoren müffen gleihviele Zifern 
nah ihrer hoͤchſten reellen haben. 


n— 
Unter Ka Vorausſetzung wird, weil A1 
m— m--n—2p n 

+Bi1 14 in dem Falle, wo A1 


mn 
+ B 1 über den Rang m + n: hinausgeht, kleiner 


m+n—p+1 
als 2 bleibt, dad Product AB zu Mein, 


aber als cine jebenfalld bid in den Rang m + n — 
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pP .+ 2, wenn fie darin abgebrochen wid, unvollkom⸗ 
men genaͤherte Se rs werden bürfen 3: in he 


Falle, wo A i +-B 7 nicht über den Rang m + 
fleigt, wird AB noch bis in den Rang mti— p+1 ' 
abgebrochen in ihm, unvolltommen genäpett feon. Hits 
te.man alfo AB aus feinen Factoren, foweit fie reichen, ' 
vollftändig berechnet, fo würden in diefem Proͤducte, 
welches: ſelbſt bis in’den Rang m + a: — :2p:: weit, 
im erſten alle die unterfien. p + 2,.. im, Jegten bie 
unterften p + 1 3ifern, wegfallen müffen, und dann 
die bleibende -Zahl -ald unvollfomimen genäpert bis in 
ihre Endzifer gelten duͤrfen. 

Draher die folgende Regel. Win man das Prodnet 
der naͤherungsfaͤhigen Zahlen, A, die im mten Range, 
und B, bie im nten Range anhebt, bie in die Etelle 
des Ranges u ald Endzifer unvolllommen genähert er: 


n m 
Halten, fo entwidle man, wenn A1 + B 1 den Rang 
m + n überfteigt, möglichft genäbert, A bis in bie 
Stelle des Range u — n — 2, B bis in bie des 


n m 
Ranges u— m — 2; wenn Ai + B 1 ben Rang 
m + n nicht überfteigt, A bis in den Rang u — n 
— 1; B bis in ben Rang u — m — 1, und laffe 
alle Stellen nach der bed Ranges u in dem Producte 
weg *). Es ift Mar, daß auch dieſer Megel gemäß 


*) Will man AB — °%, , Yı, bis in die Stelle bed Ranges 
— 6 unvolllommen genähert erhalten, fo muß,. ba bier 


n m 
m], 1n— — 1, u = 6 iſt, und AI+- Bi 
. vom Range m + m bleibt, A bis in ben Rang u—n 


439 
— Factoren gleichviele Zifern nach der hoͤchſten reel⸗ 
len erhalten. 

Bey der’ Ausuͤbung dringt ſich bald die Frage auf: 
ob nicht bey ber Berechnung ſolcher Producte, in ſofern 
aus ihnen, nachdem fie fertig geworden, ein Theil als 
unbrauchbar weggeworfen werben muß, eine Abkürzung 
möglich ſey, bie ed geftattete, Die Berechnung bes Weg⸗ 
zuwerfenden ganz zu unterlaflen. Dazu führen bie 
folgenden Saͤtze. n 

ß. Sf der Multiplicand eine noch nicht entwidelte 
Zahl, der Multiplicator eine beflimmte einfache Zifer, 
von. beliebigem, dem hten, Range, und will man, daß 
ein Product aus beyden bis in die Gtelle eined vorge 
ſchriebenen Ranges, r, hinabreihe, fo muß wenigftens 
der Multiplicond bis in die Stelle de Ranges r— h 
enwickelt ſeyn. Denn alddann wird, wie verlangt, 
die niedrigſte Zifer des Products vom Range r — h 
h=r | 

Aber dad Product wird, unter dieſer Vorausſetzung, 
wenn auch der Multiplicand bis in jene Endzifer moͤg⸗ 
lichſt genaͤhert iſt, keine bis in ihren Rang unvollkom⸗ 
men genaͤherte Zahl werden, ſondern ſoweit unſicher 


— 1. --6,Bbisinden Rang u — m — 1 —B 
entwickelt werden. 
24/, — 11,333333 
"9/1 = 0,45454545. 
Das wuürklich durd, gemeine Multiplication berechnete Pros 
duct wird: 
5,151515 | 08484835. 
Das wahre Product 3%, . Zu = NY ergibt: 
515151515...» 
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Bleiben, daß fi nur behaupten laͤßt, es ſey felbft zu 
Hein, und werbe alddann erft zu groß Ausfallen, wenn 
ihm in feiner legten Stelle die Zifer des Multiplicator, 
woraus es entftanden, . zugelegt worden iſt. Ebenbes- 
wegen alfo wird es unfehlbar, nad Weglaffung feiner 
legten Bifer, bis in die unterfte der alddann bleibenden, 
unvollkommen genähert feyn (I, 6.). 

- BU man alfo ein folches Product, bis In eine 


| gewiſſe Stelle als letzte hinab unvolllommen- genähert 


erhalten, fo muß der Multiplicand erft in einer Stelle, 
die um Eins niedriger iſt, als diejenige, welche als 
lebte hinlänglich gewefen wäre, das Product in ben ges 
forderten Rang bloß hinabreichen zu machen, bid in 
diefelbe möglichft genähert, abgebrochen; die Multipli⸗ 
eation bis in bie tieffte Stelle dieſes Multiplicand 

trieben; und bie unterfle Stelle des aus ihr entſtehen⸗ 
den Probuctd weggelaffen werden. In Zeichen: ift der 
. Multiplicator eine Zifer vom Range k, und fol das 
Product bie in den Rang r unvolllommen genähert 
werben, fo muß man den Multiplicand bis in ben 
Rang r—k— 1 möglichft genähert entwideln, das 
Product, welches bis in den Rang r— 1 hinabgehn 
wird, berechnen, und deſſen unterfte Zifer weglaſſen *). 


3 
*) Soll das Product aus Y, . 8 bloß bis in bie Gtelle des 
Ranges — 5 hinabreihen, fo muß %, bis in die bes 
Ranges — 5 — 3 — — 8 entwidelt werden, Dann ers 


bält man %, - 5 — 0,71423571 . 8 — 5714,28568. 
Dies Product ift zu Hein, man kann aber aus ben vor⸗ 
liegenden Daten nichtd weiter folgern‘, als daß es zu groß 
werden muß, wenn man ihm in feiner legten Zifer 8 zu⸗ 
legt, wodurch e& 8714,28674 wird, Hätte man ben Mul⸗ 
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7. Iſt folglich der Multiplicand, anhebend mit a, 


n 
ber Deultiplicator mit b gegeben, und enthalten beybe, 
folgend auf ihren höchften reellen Sifern, gleiche Zifern⸗ 
mengen, fo Daß) wenn ber erfte bis in die Stelle des 
Ranges r— n hinab möglichft genähert ift, das Gleiche 
bey dem zweyten, bis in die Stelle des Ranges r— m 
Statt bat, fo kann man unter diefer Borausfegung jede 
Schicht von Producten, die aus den einzelnen Zifern 
bes Multiplicator entftcht, indem man mit denfelben 
am ganzen Multiplicand operirt, bis in die Stelle des 
rten Ranges herabführen, und in ihr abbrechen laſſen. 


tiplicand eine, Stelle tiefer hinab entwidelt, 0,714285714, 


alsdann mit 8 multiplicirt, und bie legte Zifer des Pros 
ducts weggeworfen , fo würde bas Bleibende, 5714,28571, 
foweit es reiht, eine unvolllommen genäherte Zahl feyn. 
Das wahre Product ift 49009, — 5714,285714.. . . Hier 
it alfo, wie oft, der Kal vorhanden, wo man von dem 
Reſultat aus allgemeinen Gründen nur behaupten barf, 
es fey bis in eine gewiffe Stelle unvolllommen genäbhert, 
und wo baffelbe in der That bis in biefe Stelle möglichft 
genähert iſt. 


Man gewöhnt ſich leicht bey Multiplicationen, wo ber 
erfte Factor vielzifeig, der andere einzifrig if, mit dem 
legten von oben herab an bem erften zu operiren, und zu 
jebem babey entipringenden Partialprobucte fogleich zu Übers 
tragen, was aus bem nächſtniedrigeren, alſo ſpäter an bie 
Reihe Tommenden, in baffelbe übergehen muß. Diele 
Form des Multiplicivens gewährt bey Näherungsrehnuns 
gen große Bequemlichkeit, befonbers wenn man bey einem 
viegifeigen Wultiplicator die fuccelfiven Zifern deſſelben 
gleichfalls von oben herab in Thaͤtigkeit fehl. 
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Alsdann wird bloß Die erſte dieſer Schichten keine un⸗ 4 
vollkommen bis dahin genäherte Bahl werben koͤnnen, RN 
und man ſich in Beziehung auf fie begnügen muͤſſene n 
zu wiſſen, daß ſie zu klein iſt, aber durch Zulegen der f 
fie erzeugenden multiplicirenden Bifer zu groß wird, -; 
Alle übrigen Schichten aber werben ſich fo in die Stelle: 
des rten Ranges herunterführen laſſen, baß fie, abger ; 
brochen in ihr, bis dahin unvolllommen genäbert find *). 
Ein Product, welches auf diefe Art aus zwey 
gleichviele Zifern enthaltenden Factoren ber. genannten 
Form berechnet ift, Daß man, wenn der Multiplicand 


m n | 
mit a, ber Multiplicator mit b anhebt, ben’ erften 
bis in den Rang r— rn, ben zweyten bis in ben 
Rang r — m möglihft genähert entwidelt, daß man 
ferner die aus der hoͤchſten Zifer des Multiplicator ent: 
fpringende erfte Probuctenfchicht, foweit e8 der Multi: 
plicand geftattet, alfo bis in die Stelle des rten Ran 


*) Es genügt zu biefem Zwede, wenn man für. jebe der fol- 

genden Schichten nur foweit im Multiplicond, um würk⸗ 
lich an ihm zu operiren, hinabgeht, daß feine jedesmalige 
letzte Zifer um einen Rang tiefer reiht, ald r— h, wenn 
x der Rang ift, zu dem das Productenfchicht Hinabgeführt 
werben fol, und h ber Rang der multiplicivenden Zifer 
woraus fie entfteht, Es würde alfo bey folchen verkürz- 
ten Multiplicationen, burhaus von oben herab gefchehn, 
geftattet feyn, ſobald bie beyden oberften Schichten voll- 
ftändig berechnet find, wobey bie erfte ganz, die zweyte 
mit Weglaffung ihrer letzten Bifer behalten wird, allmälig 
von unten herauf, fo wie eine neue Schicht berechnet 
werben foll, eine neue Bifer im Multiplicand auszuftreis 
hen, und die jedesmalige letzte Zifer bes aus dem Mleis 
benden entftehenden Products wegzulaffen. 
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8, und’ jede: ber anderen Schichten biß in bie nem: 
* Stelle des rten Ranges, jedoch bis dahin unvolk 
lammen genähert, hinabführt, und alsdann bie Sum: 
ne aller dieſer Schichten berechnet, fol bis in bie 
Etelle des rten Ranges verkürzt, und das Verfahren, 
woburch es berechnet wird, verkürzte bis in jene 


Seelle herabgehende Rulti plication genannt wers 
den H. 





d. Iſt in der Zhet, auf die eben angegebene Art, 
aus zwey Factoren dieſer Form, ein bis in die Stelle 
des rten Ranges reichendes Product berechnet, ſo wird 


+) Sollte der eine Factor oder beyde, nicht abgebrochen, ſon⸗ 

dern ftreng richtig Teyn, To leidet die Regel deswegen feine 

Ausnahme, denn wofern bie Zifernmenge in ihnen nicht fo 

groß ift als die Regel verlangt, barf man bie fehlenden 
Stellen mit 0 ausgefüllt denken. 

Wollte man bad Product der Zahlen Yı, - 7Yyıs, nach⸗ 

dem fie decadiſch entwickelt worden, verkürzt bis in bie 6te 


m — 1 n 
Decimalſtelle, erhalten, ſo würde, ba a = 4, b 
1 


— 1 iſt, r = — 6 ſeyn ſoll, der erſte Factor bis in 
den Ranger — n — — 6 — 1— — 7, der zweyte 
bis in den Rn r— m — — 6 (7 N) = — 5 zu 
entwickeln ſeyn. Es würde mithin die Rechnung ſo ſtehn: 
27%/,, — 18,26666 
Y/ı = 0,4545454 


7,306664 
913333 





144 


es ſchon in ſefern, als jede der zu ihm vereinigten 
Productenſchichten zu klein iſt, ſelbſt zu klein. Addirt 

man aber, wegen der oberſten von dieſen Producten⸗ 
ſchichten, weil ſie ſchlechthin hat abgebrochen werden 
muͤſſen, die hoͤchſte Zifer des Multiplicator, woraui 

fie entſprungen iſt; wegen jeber. der übrigen. Schichten 

weil fie unvollkommen genaͤhert iſt, zwey ‚Einheiten, 

alſo (da der übrigen Schichten fo viele find, als bee 
Multiplicator nachfolgende Zifern enthält, d. h. m+n 
— r) im Ganzen a+2 (m +n — r), zu dem Pros 

ducte in feiner legten Stelle, fo wird es zu groß *). 


Das fo erzeugte Nefultat Könnte aber, obſchon es 
größer ift ald ‚dasjenige, was der Multiplicand, felbft 
wenn genaue Darftellung defjelben möglich wäre,. zu 
geben vermögte, demnach zu Kein feyn, in fofern auh 
ber Multiplicator abgebrochen if. Gibt man jedoch 
bemfelben Refultate noch in feiner le&ten Stelle den 
Zuſatz, welcher ihm ferner zulommen würde, wenn 

*) Die Berehnung der Productenſchichten ließe fih aud To 
einrichten, daß jede nach den beyben oberflen, für die es 
bey dem über fie im Obigen Beftgefesten bleiben muß, ſo⸗ 
weit binter der Stelle, in welcher fie abgebroden werben 
fol, verfolgt würde, bis fie als eine in diefe Stelle möge 

Lichft genäherte erkannt werben Eönnte, und alsdann würs 

de ftt a2 (mn —r) gefeat werben bürfen 

a-m-+n— r-+ 1. ber da man es zuweilen bey 
einer vorliegenden Zahl unenticieden laſſen muß, ob fie 
bis in eine beftimmte Stelle, nad ber nody andere in ihre 

folgen, unvolllommen ober möglichft genähert ift (I, d.), 

fo erhielte man auf biefe Art kein unbedingt allgemeines 

Refultat für die Grenzbeflimmung, unb eines foldyen bes 
darf die fernere Entwicklung. \ 


345 

euch ber Multiplicator in. feiner unterfien Stele um 4 
wrmebrt und aljo zu groß würde, das heißt, biefen 
Wultiplicand, ober noch. mehr ald ber genannte Zufag 
betragen Tann, bie um eine Einheit vermehrte hoͤchſte 
Sifer des Multiplicand, (a + 1), durch Addition bey, 
ſo wird es jedenfalls zu groß. 

| Bufammengefaßt ergibt dieſe Betrachtung folgens 
den Sup. 


| Hebt der Multiplicand an mit a ; möglichft ges 
nähert reichend bis in die Endzifer bed Ranges r—n, 


während der Multiplicand mit b beginnt, unb ebenfo 
in der Stelle ded Ranged r — m endigt; und bat man 
das Product beyder verkürzt bis in die Stelle bed rten 
Kanges berechnet, fo ift diefed weniger, ald das wahre 
Product feyn würbe, wenn baffelbe in der rten Stelle 
ebbräche. Aber man erhält mehr ald das wahre Pros 
duct, wenn man. dem verkürzten in feiner unterften 
Etelle noch a+yb+2m+n— n+ri1=3 
zulegt. | 

Sit S eine hzifrige Zahl, fo laffe man die letzten 
h Sifern des verkürzten Products weg; dad Zuruͤckblei⸗ 
bende wird, foweit es reicht, eine unvolllommen gend= 
berte Zahl. Daraus ergibt fich folgende Hauptregel : 


m . 
e. Iſt der Multiplicand eine mit a, ber Multiplis 


n 
cator eine mit b anhebende Zahl, beyde in folgende 
Stellen beliebig entwicklungsfaͤhig; und will man bad 
Product bis in die Stelle ded Ranges vw unvolllommen 
genäbert erhalten, fo bilde man, zu Anfang, unter k 
eine noch unbelannte ganze Zahl verfiehend, die Sum⸗ 
10 
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meS=-a+b+2 (m + n—- u+rk)+%: 
Wenn man für k bie fucceffiven ganzen Zahlen febt, : 
fo werden einige folher Subſtitutionen hinreichen, den⸗ 
jenigen Werth von k zu finden, wofür jene Summo 
feibft eine kzifrige Zahl wird; dieſer Werth heiße -ha : 
Nun entwidle man ben Multiplicand möglichft genaͤhert 
‚bis in die Stelle ded Ranges u—n—h, den Multi 

plicator bis in die Stelle de& Range u—m—h;, 
berechne aus beyden ein verfürztes Product, reichend - 
bis in die Stelle des Range u— h, und laſſe beffen : 
legte h Zifer weg. Das Uebrigbleibende ift die gefuchte, ' 
bis in ben Rang u unvolllommen genäherte Zahl), 


4) Geltene Fälle abgerechnet, wirb hin ber Regel — 2 ſeyn. 
Alsdann entwidelt man gehörig den Multiplicand bis in 
die Stelle des (u— n — 2)ten, den Multiplicator bis in 
die bed (u — m — 2)ten, bie Schichten ber Partialpro- 
ducte bis in die Stelle des (u — 2)ten Ranges, mit les 
bertragung beffen in ihre tieffte Stelle, was in biefelbe 
übergegangen feyn würde, falls man, foweit ed der Mule 
tiplicand geftattet, bie Berechnung von jeder noch eine 
Stelle tiefer, in diefee unficher bleibend, hinabgetrieben 
hätte. Bon dem Probucte läßt man die beyben unterften 
Bifern weg, und alddann ift es bie übrigbleibende Zapl, 
foweit fie reicht, eine unvolllommen genäherte, 


Man will 3. B. das Product ber beyden Brüche 32675%, 
und 126%,, nachdem fi diefelben in Decimalbrüde ver- 
wanbelt haben, foweit berechnen, baß es bis in bie dritte 
Decimalftelle unvolllommen genähett wird, Da der erfte 

5 
Factor, wenn er entwickelt wird, mit 1, der andere mit ı 
beginnt, dfpa=l, b=l, m=5,n=2 il; 
u — — 3 fon fl; nS=atb +3 (m --m-— u 
+ k) +1, wenn man k = 2 fegt, — 27, alfo zweys 
zifrig wird, mithin h= 2 ift, fo entwidle man ben 


—* 
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r Behält man das biß in ;idie ‚Stelle deB Ranges 
u— h beredinete Product, und legt man feiner untere 
Im Etelle S Einheiten zu, fo wirb cd aud einer zu 
fkinen Zahl in eine zu große verwandelt. Diefe Gren; 
zu find in. ber. Regel hinlänglid,y zu beurtheilen, wie 
wait | bad Gefundene miglicht sendbert bi | 


u et Brus bis in die Stelle des (u — nm — 2)ten d. b. 
“Bed — Ten, den andern bis in die des (u — m — Yten 
d. h. des — .10ten Ranges, laſſe die Schlchten ber zu 
berechnenden Probuctihichten bis in die Stelle des (u — 
diten d. h.— bien Ranges, alle, außer der oberften bis 
dahin unvollkommen genatert, hinabreichen, und ſum⸗ 
mire fie: J * 
106919, 3993333 
140, 6666066666 


‚208919 3333333 
N E 43567 7333333 





15321319, 55546 | 5. 


Diefe Summe ift nad Weglaffung Ihrer beyden letten 
Zifern, foweit fie reiht, unvolllommen genähert. Behielte 
man fie ohne jene Weglaffung, fo würde das Reſultat zu 
groß, ſobald noh S — 27 hinzukäme. Alſo zwifchen den 
Decimalen ‚55547 und ‚35574 lägen die ded wahren Pros 
ducts, fo daß für diefesmal, die nad obiger Regel gefuns 
dene Zahl ſelbſt, foweit fie reiht, möglichſt genähert iſt. 
Die Probe betätigt dies völlig; das genau berechnete 
Product beyber Brühe gibt 

413675628/,,. — 15321319,5555 . . « » 


10* . f 
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ir Dir Divifton iſt ‚aadchende Bemerkung‘. über 
: vers Dukipkasisnan mini eat 
ICE) 14 zu 207 2 Ba? /uu Bars) TE Pas SE ee Pie Da Ta .3 
te Bil. ichetsc Drobuetenfihichb; ie ein. verlucztes 
Multiplicirenſerzeugt; ausgenommen vielleicht die -unteng ' 
ſte, traͤgt nicht bloß die hoͤchſte Zifer des Multiplica⸗ 
ſondern auch mehrere ober wenigere feiner folgenden 


Sifern be, Fire, fi. a ‘die hoͤchſte ‚Stfer debi Multi⸗ 


X. 
plicand,,. & fegenp ‚ine, Alfer ves Myultiplicator, ſo 
wörde,...fala 8.um Lnbhchſe Bere um. mehr 


arme K —B vo. run 
als 4 ichanen müſſen, auögenommen vieleicht, 


wenn r die tiefſte Bifer neh: "Mukiplicator ſeyn ſollte, 
in welchem Falle die Zunahue des ꝰ verkürzten Products 


m+tk 
bo a ausmachen! Eönnte. 


Ruͤckwaͤrts alfo ift man berechtigt ſo zu ſchließen. 
Soll eine Zahl, die als verlurztes Product, entſtanden 


m 
aus cinem Muitiplicand, deſſen hoͤchſte Zifer a iſt, 
betrachtet wird, durch Aenderung ihres Multiplicator 
in ‚ver Stelle gined beliebigen Ranges k gewachſen feyn, 


J k 

gber um weniger ald a, fo beträgt die Aenderung bed 

k— m 

Multiplicator weniger ld 1 . Denn betrüge bie: 

: k—-m 

felbe 4 » fo. müßte, felbft im außerſten Falle, das 
m k—mk 

Product ſchon um a .1 =a vergrößert, ſeyn, wel⸗ 

ches der Annahme widerſpricht. 


19 
+ Kür bie Diyifion tommt es auf nääfeenbe ei an. 


a Der allgemeinfte Sat fur bie Divifion iſt: uf 
wenn ber Dividend als A zu Elein, ald A + Y zu 
goß; der Divifor als B ju Mein, ars B+B zu groß 


ſeyn fol ; ‚ber Quotient zwifchen Ara 


uud — 
liegen muß. on 


FR ’ Gin 0 
, ’ ® 2 


6. Sft alf ber Dividend A eine. möglich, genäberte 
Zahl, reichend bie in ben Rang p, der Divifor B eine 


SEB: 


7 
ſtreng richtige, fo wirb 5 * zu klein, 8 er: su groß 
für den wahren Quotienten. Iſt die won Zifer des 


D 
— m 
Divifor vom Biange m, fo wirb * Meiner a os. 


p—m' 
Um fo mehr alfo .iftzalddann. — F 31 a groß. 
Mithin der Quotient — A pie in die rt ides Ranges 


p— m unvollfommien- endet, auf jeden Fall alfo, 
wenn m poſitiv, weiter als ber Dividend. 


7. Iſt der Dividend A genau, der Divifor B mög- 
lichſt gerahert bis in den Rang 1 fo wird; als Quo- 


zu Bein. Aber 





tient, — zu groß; hingegen 
B+ 1 


756 
Be eG r. 
ie Pr Heiner as — — 55. 


+ 
bie wäre Bifer des Quotienten ni von ‚Range nn n, 


Te ae 
BER, 


| hohſt vee fer" B- vom Rande m, 6 ie" 
1 


en *3; 
größer als Im a größer al —, m 
B B 
a-ım ori 
1 + , fee dt nt i. Folglich 
B B 
rt öt ala A A 
— Fu noch einer als TE 
q q 
) Denk 5 rVf9;: iſt 5 (1 7 und — 
> B-+ 


a (A). ., ober wich. CB, +D: 
ES >) et 


ur} 


| q 
2 to. ., 6 
Ps: SB, fe iſt Bio, 


:B 
B 7 
.und Renner durch B dividirt, wird das Erſte 1- 
dae Andere — alſd iſt das Erſte Feiner all 
14 7 
Zweyte, woraus ſich ſogleich dee anfängliche Sag erg 
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witin F A ine uinvolfoininen bis in vn Hang 1- 


n+n + genäherte Zahl, wenn es in ihr am 1 
veringert, und dann abgebrochen wird. 


% Sind Dividend und Divifog- beyde moͤglichſt ge⸗ 
naͤherte Zahlen, der exſte bis in den Rang p, der ans 
dere bis in den Rang q, fo iſt, mit Bepbehalsung der 

p 
A 1 A 
verigen Bezeichuung, æ + 7; noch mehr alſo — + 
p—ım Ä | 
1 „zu groß, unb 





„ noch mehr alfo * — 
B+1 


g-m+tn+1 

1: zu fein. Sollen bie Unficherheiten 
dieſer beyden Grenzbeftimmungen ſich im Quotienten 
auf eine Zifer gleiches Ranges erflreden, fo muß p — 
n=g—m+n-+i1, afop=qgq+tn+1 feon,. 
und alddann wird ber Quotient fuͤr eine bis in ben 
Rang q — m + n + 2 unvelllommen genäherte Zahl 
auf jeden Fall gelten dürfen. Set mon — m n 
+2=u, vrauaöqg=u+tm— n— 2? ındp= 
u+m— 2 folgt, fo ergibt fi) die folgende Regel. 

SM der Divifor eine Zahl, anbebend im mten 
‚ Range; wird die höchfte Zifer des Quotienten ron 
Range n; und fol der Quotient bis in den Rang u 
unvollfommen genähert erhalten werben, fo entwidle 
man mögkichft genähert den Dividend bis in bie Stelle 
des Ranges u + m — 2; ben Divifor bis in die bes 
Rande u-m—n — 2, und vollziehe mit dieſen 
Zahlen, ald wenn fie vollendet wären, nach ber gemeis 
ven Divifiondregel die Operation. Der Quotient wird 


Pr ‚eine,biß in feine, legte, ‚bem Range u. angehös ! 
tige, Stelle, unvolllommen ‚genäherte Zahl feyn, nach⸗ 
bern Die Zifer in dieſer letzten Stelle um 1 vemingert 
worden iſt *). 


Man wird’ indeffensauich bier, wie bey ber Multi⸗ 
plication, Abkuͤrzung des mechanifchen Rechnens‘ wüns 
ſchenswerth und möglich finden. . Darüber ergeben bie 
folgenden Säge dad Nähere. 


& Das verkürzte Multipliciren zieht unfebfbar, ı weit 
jeder Zuſammenſetzung eine fie wieder aufhebende Tken⸗ 
“mung entgegenfteht, eine umgefehrte Operation, - vers 
türztes Dividiren nach fih, welde ſich vom ge: 
wöhnlichen Dividiren nur dadurch unterfcheidet, daß 
bey ihr alle Productenfchichten,, die vom Dividend abs 
gezogen werden, gleich tief hinabgehn, und aus dem 
hinlänglich entwidelten Divifor durch verfürztes Multis 


=) Dos Verfahren ift nad biefer Regel noch unbequem und 
weitläuftig. Sollte ber Bruch 19%, als Decimalbruch 
bargeftellt, durch Ms, in gleihe Form gebracht, dividirt 
werben, fo iſt hie m = — I, n = 3. Verlangte man 
den Quotienten bis in die fechöte Decimalftelle unvollkom⸗ 


men genähert, fo iſt u = — 6. Mean würde alfo ben 
Dividend bis in den Rand u m —2 — — 9, ben 
Divifor uf u — m — n = — 12 zu entwideln haben, 


Aus 213,777777777 als Dividend, und 0,133333333333 
als Divifor entfteht, auf dem Wege ber gemeinen Divifion, 
der Quotient 1603,333333, Er ift alfo, als 1603,33333 
unfehlbar bis in feiner Stelle unvolllommen genähert. 
Der wahre Quotient ift 

1), 1Y, = *1%/, = 1603,3333333 . , .. 


8 


yliciren befleiben mit der jebesmal bervortretenben Zifer 
des Quotienten abgeleitet werben müffen *) (II, 3, 7-). 


X 


C. Iſt bey einem verkuͤrzten Dividiren aus einem 
anfangs gegebenen dazu geeigneten Dividend ein Quo⸗ 
tient berechnet; läßt man den dabey gebrauchten Divi⸗ 

m 


for, der mit a anheben mag, -ungeändert, nimmt ‚man 
aber nachher einen neuen Dividend, größer ald der zus 
erft gegebene, um daran bie nemliche Operation zu - 
wieberholen, fo kann der neue Quotient größer werben 


*) So entſteht, durch verfürztes Dividiren, aus: 


dem Divifor und Dividend: der Quotient 
108919,3333333 | 1532131955545 | 140,6666666666 
1989993333333 
442938622222 
435677333333 


7261288879 
\ 6535159999 


726128380 
653515999 
TEL 2SSL 
65351599 


7261282 
6535159 
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als der vorige. Sragt aber die Aenderung des Divi⸗ 
Ber HM 


dend weniger als ſo kann die dadurch moͤglicher 


Weiſe bewuͤrkte Aenderung des Quotienten nicht umhin, 
k—m: 
geringer al 1 zu feyn (3, $.). 


Y. Man denke fich drey näherungsfähige Ausbräde, 


den einen, C, ald Product (Dividend), dic beyden am ' 
dern ald Factoren deffelben; den erflen, A, anbebend - 


'm 2 
mit a, ald Divifor, den zweyten, B, anhebend mit b, 
ald Quotienten. Haͤtte man (unter u eine beliebige 


ganze Zahl, niedriger ald m-+- n, unter h eine Zahl 


verfianden, wide S=-atb+2 (m +n—u-+h) 
+ 1 felbft haifrig werben läßt), den erften Factor, A, 
bis in die Stelle des (u —n— h)ten; ben zweyten, B 
bis in die Stelle des (u — m — h)ten Ranges mög: 
lichft genähert entwidelt, fo ließe fi) aus ihnen, durch 
verfürztes Multipliciren, ein Product, felbft herab: 
gehend bis in die Stelle ded (u — h)ten Ranges,. be: 
rechnen (II, 3, #.). 


Diefed bid in die Stelle des (u— hten Ranges 


auf folhe Art hiriabgeführte Product , würde alfo, 
wenn man ed foweit hätte, und durch Huͤlfe fei- 


ned erften Factors, des Divifor A, biefen bis in den 


Rang u—n— bh möglichfl genähert gedacht, vermöge 
einer verfürzten, bi® in den (u— h)ten Rang herabge⸗ 
benden Divifion wieder auflöste, den andern Factor, 
den Quotienten B, biö in den Rang u— m-—h rid: 
tig wiedergeben. Vollzoͤge man aber eine eben folche 
Divifion an dem wahren Probucte, nachdem dieſes aus 


* 


2 
» 


il 


158 


m gegebenen, C, unmittelbar, bis in bie Etelle des 
(a — h)ten Ranges möglichft genähert, entwidelt wor- 
ben wäre, fo koͤnnte der. daraus entfpringende Quotient 
größer alö der vorige werden, weil diefed wahre Pros 
duct, möglichft genähert bis in den Rang u— h, grös 
fer ift als jenes erfigenannte, nur bi3 in den Rang 
ua — h bherabgeführte Uber ber Unterfchied zwifchen 
den bey dieſen beyden abgekürzten Divilionen ald Di: 
pidenden voraudgefegten Zahlen beträgt weniger als 

=u+tb+?2(m +n — u+rl) +1, biefe 
bis in den Rang u— hı hinabgehend gedacht (II, 3, e.). 
Da S ald eine hzifrige Zahl angenommen worden, 
mithin nicht in den Rang u binaufreicht, fo kann noch 

u 


weniger jener Unterfihicb fo viel al 1 ausmachen. Es 
muß alfo der Unterfchich zwifchen den beyden daraus 
u—m 
entſtehenden Quofienten weniger als 1 betragen. 
Den legten diefer Duotienten, entfpringend aus bem 
gegebenen, bis in die Stelle des (u — h)ten Ranges 
möglichft genäherten Dividend, und dem gleichfalld ge: 
gebenen bis in die Stelle bed (a — n — h)ten Ranges 
möglichft genäherten Divifor kann man in ber That 
berechnen Er wird auf feinen Fall Feiner feyn, als 
ber erfigenannte, bid in die Stelle ded Ranges u — m 
— h herabgeführte, Quotient B, der ſich nicht geradezu 
erhalten läßt. Aber er Tann benfelben nicht um fo viel 
u— m 
als 1 ° beträgt, Übertreffen. Nimmt man ihn alfo 
für B felbft, fo kann er gar wohl ald Ausdruck von B, 
zu groß, aber gewiß nicht zu ein feyn. Er wird zus 
verläffig zu groß, wenn man in ber Stelle bed Ranges 
u — in, mit Weglaffung der folgenden 1 eine Einheit 
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zulegt, dagegen eben fo ficher zu klein, werm.man Im 
der nemlichen Stelle 4 von ihm abzieht, ift alfo, nach⸗ 
dem bad este gefchehn, eine bis in- die Stelle bes 
Ranges u— m unvollfommen genäherte Zahl. : Daraus 
ergibt ſich ſogleich nachſte hende Regel 


t 


d. Wenn, Divibend und Divifor als entwiclunge— 
faͤhige Zahlen gedacht, der Quotient eine bis in die 
Stelle des Ranges vunvollkommen genaherte Zahl 


werden ſoll, und die hoͤchſte Zifer des Diviſor a, die. 
aus ihm und bem Dividend fofort abzuleitende Höchfte 


gifer des Quotienten b ift, fo bilde man zuoörderft 
(in dem vorigen Sage u — m = v fegend) 
-S=-atb+2htk— vV Fi 

und fuche den Werth von k, woburd S eine k zifrige 
Zahl wird. Diefer heiße h. Alsdann entwidle man 
den Divifor bid in den Rang m Fvi—n—h, ben 
Dividend und bie von ihm bey. der vorzunehmenden 
verkürzten Divifion abzuziehenden verkürzten Producte 
bi8 in den Rang m + v—h. Der Quotient, bis in 
die Stelle bed Ranges v berechnet, wirb in feiner Ießs 
ten Stelle, um eine Einheit verringert, foweit er. reicht, 
eine unvolllommen genäherte Zahl feyn *). Um bie fo 


*) Sollte ber Bruch 36735%%, bivibirt werben durch Yon, 
und würde der Quotient bis in die Stelle des Ranges 
u=— 4 unvolllommen genähert verlangt, fo wäre 


m —4 . 5 n 9 
a 4, und ba ber Dividendb mit 18 beginnt, b— 4. 


E würde S=-a—b +2 (n +h=u +1, für 
h=2—=4+4+29+2+)+1=9. 
Man entwidle nun den Divivend bis in die Stelle des 


gefunbene 3a 
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Zahl sräfen zu können, mag man den Quo⸗ 


venten bis in die Stelle. des Ranges voh enstoideln, 


Ranget my+u— -2——10; den Divifor bis in die des 
Ranges m w— n — 2—= — 19; den Quotienten bis 
in bie des Ranges u — 4, oder, um ihn zu prüfen, in 
die Stelle des Ranges an — h = — 6 buch verkürzte 


Diyiſion. Die Rechnung ſteht ſo: 


0,0004285714266714285|2891194, 3333333333] 441278677,7777 j° | 


De | 


‚176908 6190476193 
"171428 5714285714 


esse 
65480 0476190479 


Be 4285 7142857142 


337 1904761909 
299 9999999999 


37 1904761910 


34 2857142855 
— — — 


2 9047619065 
2 5714285714 


3333333341 
2999999999 


333333342 
299999999 
33333343 
29999999 


3333344 


2999999 


1714285 7142857140 


1194 3333333337 
857 1428571428, 


Alſo der Quotient: 
441278677,7776 - 
undolllommen ge⸗ 
nähert bis in feine 
unterfte Stelle. 
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bis in welche hinab er richtig‘ ſeyn wuͤrde, werke kon ' 
gebrauchte. Dividend. in Wahrheit dab bis in die Stelle 
bed Rangeg m + v — h unvolllommen genähert herab⸗ 
geführte "Product auß Divifor und Quotient wäre. Da 
aber. diefed, um weniger ais S=atb+2(+h 
— v). +1 Heiner ik, wieder wurklich gebrauchte, ı 
bis in bie Stelle moͤglichſt genaͤherte Dividend, „ie fuche : 


man: ben niebrigften Werth von k, welcher ‚größer: 

k—m 
als S ausfallen läßt. Alsdann wird (II, 4, 6.) 1 , 
von dem gefundenen Duotienten abgezogen, ſchon zu 
wenig geben, mithin Grenzen für dad Gefuchte barbies 
ten, die in der Regel.eine genauere Beſtimmung ges 
flatten *). | 


U 


Es ift allgemein bewiefen durch die voranflehenben 
Betrachtungen: daß aus jeder von ben’ arithmetifchen 
Srunboperationen, an und mit Zahlen, die zu jedem 
gewünfchtem Range hinab möglichft genähert werden 
fönnen, ein Refultat erhalten werben Fann, welches bis 
in die Stelle eines beliebig gewählten Ranges unvoll: 
kommen genähert ifl. . 


10 
*) In dem vorigen Beyfpiele war S = 39, a 4, alſo ift 


k —-9 k—m -5 

a= 4 und 1 = 1. Mithin der Quotient, 
wenn feine Decimalftellen ‚777768 werden, zu klein; folgs 
lid) derfelbe, mit den Decimatftellen, ‚77776 eine, foweit 
er reiht, unvolllommen genäherte Zahl. Der wahre 
Quotient, aus der Entwicklung ded Bruchs 3975051000), 
entftehend, ift 441278677,77777 ... 


0 180 
. Berlangt man ein ſolches Mefultat bis in einen 
beliebigen, Rang möglichft genähert, fo hat man es zu⸗ 
vörderft bis in ben nächfiniebrigeren Rang unvollloms 
men genähert zu fuchen, und wird alsdann, wenn 
man die Teste Zifer der erhaltenen, unvolllommen ges 
naͤherten, Zahl wegwirft, in dem Uebrigbleibenden, ſo⸗ 
weit es reicht, eine moͤglichſt genaͤherte Zahl haben, 
den Fall ausgenommen, wo die wegzuwerfende Zifer 9 
ik, in welchem eine meitere, allemal mögliche Unterſu⸗ 
. Yung zu entfcheiden hat (I, 8.), ob bie obige Regel: 
gültig bleibt, ober ob bie unterfte bleibende Zifer um 
1 erhöht werden muß. 

Auf jeden Fall alfo darf man als Refultat der bis⸗ 
berigen Unterfuchungen ben allgemeinen Sa& behaups 
tn: wenn bie Zahlen mit denen man rechnet, bis in 
jeden beliebigen Rang möglichft genähert werben können, 
fo läßt ſich allemal dad Refultat der Rechnung als ” 
eine Zahl, die bid in jeden willführlic zu wählen; 
den Rang unvolllommen genähert, es läßt ſich auch 
als eine Zahl, die bis dahin möglichft genähert ift, ers 
halten. 


Das Erfte kann nad) allgemeinen, keiner Ausnah⸗ 
me oder Modification unterworfenen Regeln geleiftet 
werben; auch dad Zweyte ift nach ficheren Regeln zu. 
erreichen, die aber in befonderen Fällen befondere Mos 
dificationen, meiftens von befchwerlicher Art, erfordern. 


Das Verfahren wird fich in einzelnen Fällen noch 
abkürzen laffen, und oft eine engere Begrenzung ges 


ſtatten, als feine allgemeinen Regeln ‚verfprechen. 


am 


m. Genäpertee Quedriren und genäßerget Aus 
siehn ber Quabratwurgel ed 


1. Was das Duadriren betrifft, fo ergibt ſich | 
durch bloße Specialifirung der allgemeinen Regeln für. 
bie Multiplication. von felbfl, daB aus dem Quadrate 
einer möglichft genäherten Bahl, die im .nten ‚Range 

anbebt und im n — pten enbigt, mithin felbft p-+ 1 
reelle Zifern enthält, die letzten +1 Bifern wegfals 
len muͤſſen, wofern ihr Doppelte zu Teinem höheren 
. Range’ ald fie felbft auffteigt ; die legten p -+2 Sifern, 
wofern biefed der Zall iſt: wenn dad Bleibende bis in 
feine unterfle Stelle als unvollkommen genähert gelten 
fol (II, 3, a.): 

Man erhält auf gleichem Wege aus dem Vorher⸗ 
gehenden (II, 3, e.) die Regel: ſoll dad Quadrat eis 


n 

ner mit ber Bifer a anhebenden Zahl, berechnet durch 
verkuͤrztes Multipliciren diefer Zahl mit fich felbft, fo 
erhalten werben, baß es bis in ben uten Rang unvoll- 
kommen genähert ift, fo beſtimme man zuvoͤrderſt h fo, 
dag 2(a + 2n — u — h) +1 eine höiftige Zahl 
wird, entwidle alödann die durch verkürztes Multipli- 
ciren zu quabrirende Zahl bi6 in den Rang u—n—h; 
die einzelnen Schichten der Producte bis in den Rang 
u— h, und werfe von ihrer Summe die lebten h 3i; 
fen weg *). 


*) Will man (Y,,)? bis in die Stelle bes Ranges — 7 un: 

vollkommen genähert haben, fo it hie a — 6, n = — 

1, u — — 7, alſo 1 2. mithin n —n h=—8, 
md u— h= — 9 Die Rechnung ergibt: 
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9 Das Ausziehn der Auabratwurzel ver 
Imgt eine eigenthümliche Betrachtung. | 
Se die hoͤdhſte Zifer paaren Ranges In einer Bahl 

A vom Range 2n; die niedrigſte, worin fie, moͤglichſt 
zenaͤhert, abgebeschen worden, vom Rande m Sey 
die Quadratwurzel aus diefer Zahl A durch A ange 
deutet, fo wird die hörhfte Zifer ber Tegteren vom Ran⸗ 
ge m werden. Gebte man nun ſtatt A an die Stelle 


44 1, fo wäre dieſes zuviel; alſo ud VA + 1), 
weiches größer al YA = bi iſt. Aber VA +4) ift ſelbſt 
nicht fo groß als A + en weil Letzteres, zum Quabrat 
oben, mehr ale 4° 4 1 = A+ 1 gibt. Da aber 
2 wenn 24 bis in den Many n hinaufgeht, jebetts- 


vr—n 
fans Meiner iſt ad 1 ,„ und, wofen 2A bis in 
ron uf 


ben Rang n + 1 aufitelgt, . Heiner als 1 ‚ 
Y., == 0,63636363 
In 0 


0,381818178 
19090908 
3818181 
190909 


ET 
der wahre Verth von (Y,,)* == iſt 0,40408887. 
11 
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darf man behaupten, daß Alles, was der Quadrat 


wurzel aus A zugelegt werden würde, fofern bie Zahl 
A nicht in der Zifer des rten Ranges abgebrochen wäre, 
J r 


weil es weniger betraͤgt als > die Quadratwurzel \ 


aus A, welhe = A feyn follte, weniger affiziren kann, 
. r—n r—n-1 

as 1 oder 1 ° ie nachdem 24 von gleis 
chem Range mit A bleibt, oder zu dan nächfihöheren 
auffteigt. 

Es wirb alſo die Quadratwurzel A aud einer Zahl, 
auf eben fo viele Zifern nad ihren eigenen hoͤchſten 
unvollkommen genäbert feyn, als die Zahl. A felbft 
deren nach der höchften vom paaren Range, die in ihr 


. vorfommt, noch nachfolgende enthält, wenn 24 zu kei⸗ 


nem höheren Range auffteigt als 4; im gegentheiligen 
Salle noch auf eine mehr *). 

Es würde diefem gemäß eine ganz unrichtige Re: 
gel feyn, wenn man behaupten wollte, ein Bruch 
müßte jedesmal, wenn man die Quadratwurzel aus 
ihm bis in eine beſtimmte Decimalſtelle moͤglichſt ge⸗ 
naͤhert erhalten will, auf doppelt ſo viele Decimalſtellen 
durch Diviſion entwickelt, und alsdann, ſoweit er reicht, 
der Operation unterworfen werden. 


*) So iſt z. B., wenn man A— 6,333333 fest, 
und damit abbricht, die Quadratwurzel daraus auf ſechs 
Decimalſtellen gezogen, A == 0 ‚577349, bis in die letzte 
Stelle unvollkoimmen genähert. Denn bier iſt Zn— — 2; 
A dat noch 4 Zifern binter der vom Range — 25 24 

- feige im Range um 1 höher ald A; es wird alfo A bis 
in die fünfte Zifer nad feiner höcften unvolllommen ges 
näprst feyn. Der wahre Werth von Y'Y, iſt 0,577350,, 


IV. Genäperte Logavithmenzehnung- 


1, Die Zahlen, mit denen durch Häife ber Begarttämen 
gerechnet wird, ſelbſt als genau aedacht. 


Da faſt immer, wenn auch Zahlen ſelbſt richtig find, 
deren Logarithmen nur genaͤhert, und in ihrer letzten 
Zifer abgebrochen ſeyn werden, fo iſt es eine Aufgabe 
unentbehrlicher Art, zu beftimmen, welder Grad von 
approrimativer Genauigkeit bey dem Rechnen mit dies 
fen, fofern ed nach den vier Grundregeln gefchieht, ger 
flattet ſey. 

a. Die Aufgabe würde am leichteften zu loͤſen feyn, 
wenn in den Zafeln bey dem Abbrechen der Logarith: 
men beren bleibende letzte Zifer ungeändert gelaflen . 
wäre. Denn alddann würde jeder Logarithme an ſich 
zu Mein feyn, aber, durch Zulegen einer Einheit zu ſei⸗ 
ner legten Zifer zu groß werden. 

Unter diefer Vorausſetzung würde in Bezichung 
auf die erſte und dritte Regel der Logarithmenrechnung, 
der Logarithme eined Productd aus n Bactoren, alſo 
auch der Logarithme der nten Potenz, nach den Grund⸗ 
regeln beftimmt, zu klein; um n Einheiten vom Range 
feiner legten Zifer vermehrt, zu groß werben; bie für 
bende Vorausſetzungen aus ben Tafeln genommenen zu: 
gehörigen Zahlen Huͤrden die Grenzen ergeben, zwiſchen 
denen dad Reſultat ſelbſt enthalten ſeyn muͤßte. Bey 
der Diviſion wuͤrde der nach der Grundregel beſtimmte 
Logarithme bed Quotienten um 1 vermindert, zu wenig, 
um 1 vermehrt, zu viel befragen, alfo die bepden‘ die: 
fen Logarithmen zugehörigen Zahlen die Grenzen dar 
ſtellen, zwiſchen denen der Quotient ſelbſt eingeſchloſſen 

WV 
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wire, Bey der Burzelausziehung endlich würde, wenn 
der Grad derfelben allgemein. n heißen foll, ber an fi 


zu Meine Logarithme von Ya, im * in feiner lebten 


Stelle vermehrt, ſchon zu groß werden, ſo daß alſo 
ya zwar aus den Tafeln zur klein, aber noch in feiner 


letzten Stelle, der äußerften durch die Tafeln zit erbal 


tenden , richtig gefunden werden müßte. u 


ß. Die gewoͤhnlichen Tafeln haben aber die letzte 
Zifer des abgebrochenen Logarithmen nur dann ungeaͤn⸗ 
dert gelaſſen, wenn die folgende weniger als 5 betrug; 
im gegentheiligen Falle haben fie derfelben eine Einheit 
zugelegt. Auf diefe Art weicht jeder Logarithme um 
- weniger ald die Hälfte einer Einheit feiner Ichten Stel: 
le von ber Nichtigkeit ab; der des Products von n 
Factoren, fo wie der der nten Potenz, alfo weniger 
als n.. Y einer Einheit feiner legten Stelle; ber des 
Quotienten weniger ald 15 ber. Logarithme der nten 


Wurzel weniger als En Ya einer Einheit der genann: 


-ten legten Stelle. Aber da man nicht weiß, ob bie 
aus den gewöhnlichen Zafeln genommenen Logarithmen 
"zu Bein oder zu greß find, und bey Grenzbeftimmun- 
gen immer nur die äußerften Fälle berüdfichtigt werben 
müffen, fo bleibt nichts übrig, als feflzufeßen, es fey 
möglih, daB die aus den Zafeln genommenen Loga: 
rithmen alle zu Bein, es fey aber eben ſowohl möglich, 
daß diefe Logarithmen alle zu groß gewefen feyn koͤnn- 
ten, wo denn ihre Betrag, nachdem man im 'erften 
Falle den aus ber Rechnung entflandenen Kogarithmen 

das Nöthige zugelegt, zuviel, im zweyten, bad Nem⸗ 


y . 


ide bavon abgezogen, zu wenig ergeben müßte. Die 
gewöhnliche Einrichtung der Tafeln bringt alfe die Ge 
wißheit, daß eine flärkere Näherung, als erreihbar ges 
wefen feyn würde, wenn jeber Logarithbme in -ihnen 
ohne Zufat abgebrochen wäre, bey ihrem Gebrauch vors 
handen ifl. Aber fie gibt eben fo weit von einander 
abftehende. Zahlen, wenn die Grenzen fir die Richtig: 
feit des Refultatd wuͤrklich angegeben werben follen, 
und läßt es unbeflimmt, ob dieſes zu groß ober zu 
‚Hein ausgefallen ift. 

Ein an der Endzifer des Logarithmen leicht anzus _ 
bringended Zeichen, angebend ob derfelbe zu Mein oder 
zu groß fey, würde diefem Uebelftande abhelfen koͤn⸗ 
nen *). 

Auf jeden Fall würde ed durchaus unrichtig feyn, 
wenn man annchmen wollte, daß die Nefultate der Kos 
garithmenrechnung jedeömal‘ auf die nemliche Zahl von 
Zifern, bis in die legte genähert erhalten werben koͤnn⸗ 


*) Die ale Anhang biefem Lehrbuche beygegebenen Zafeln 
haben eine folhe Einrihtung erhalten. Alle darin enthals 
tenen abgebrochenen Zahlen find zu Mein. Steht an ber 
testen Ziſer einer folhen unten Fein Punct, fo iſt die 
Zahl um weniger ale bie Hälfte einer Einheit von 
Range biefer Bifer, fleht ein Punct unten neben ihr, 
fo ift fie um mehr als jene Hälfte duch das Abbrechen 
"verringert. Iſt oben an ihre Enbzifer Fein Punct ges 
feet, To ift das bey ihr Weggelaffene geringer, als das 
bey der unmittelbar vor ihr vorhergehenden Weggeblie⸗ 
bene; ſteht oben an ihrer Endzifer ein Punct, ‚fo bes 
trägt das durch Abbrechen Weggelaſſene bey ihr med als 
bey der näckvorgergefenben. | 
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ten, wenn: bis: Bogerithmen felbft bis in die anti 
Decimalſtelle moͤglichſt genaͤhert hinabgehn. 


* Benn bie Zudlen, mit denen buch Logarithmen gerechnet 
wird, genäherte find. 


. Benn bie Zahlen, mit denen man rechnet, bis in 
ihre unterfte Zifer möglichft genäherte find, fo wird man 
aus den Zafeln die Zufäge, welche ihren Logarithmen 
beygefügt werden müßten, wofern die Zahlen felbft in 
ihrer unterften Zifer um 1, und davon die Logarithmen 
‚eben fo, vergrößert würden, fogleich abnehmen koͤnnen. 
Diefe 3..fäge mögen Incremente ber Logarithmen heißen, 
man Tann fie aus den Zafeln mit den Logarithmen zu: 
gleich nehmen, und dieſen jedesmal nachſetzen. Unter 
Diefer Vorausfegung lafien fich die vier Grundregeln der 
Logarithmenrechnung auf folgende Art formen, voraus: 
geſetzt, daß alle Zafellogaritbmen zu Hein find. 


a. Addirt man die Logarithmen der Factoren eines 
Products felbft, fo ift diefe Summe zu Fein; vermehrt 
um bie Summe von den Incrementen jener Logarith⸗ 
men, wird fie zu groß, um den ogarithmen des ges 
ſuchten Productd darzuftellen. Die Zahlen, denen jene 
erfie Summe und dieſes legte Refultat ald Logarithmen 
angehören, find alddann die Grenzen, zwifchen denen 
das gefuchte Product enthalten if. 


6. Die Differenz zwifchen den Logarithmen des Di— 
vidend und Divifor, verringert um dad Increment des 
erften, gibt einen Logarithmen, der zu Mein, vermehrt 
um das Increment bed zweyten, einen, ber zu groß iſt; 
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awifchen ben Zahlen, die beyden Logarithmen angehören, 
Liegt ber Quotient, . 

Y. Wenn A nur durd eine genäherte Zahl, @, aus⸗ 
gerät ift, und Ar berechnet werben foll, ſo gibt 
nloga zu wenig; vermehrt aber nun bad nfache des 
Ancrements von lag «= zuviel, um ben Zogarithmen des 
Sefuchten auszudrüden. Iſt, wie bey Wurzelauszie⸗ 
hungen, n ein echter Bruch, fo kann jencd nfache bes 
Inerements von loga zu klein werden, um einen Uns 
seefchied zwifchen den Zahlen, wovon bie eine dem Lo⸗ 
garithmen n log, die andere dem n loga + n Ins 
crement von loga zugehört, foweit die Zafeln reichen, 
gu ergeben. . 

Bey den logarithmifchen. Zafeln,. worin Wie Logas 
rithmen bald zu Mein, bald zu groß find, hat die Aus 
"rung noch beſondere Ruͤckſichten zu nehmen. 


Siebentes Capitel. 


Ueber Verhaͤltniſſe, Proportionen ſowohl 

unter Zahlen als würklichen Größen, die 

noch nit in Zahlen ausgedrüdt find, und 
Progreffionen, 


l Berhältniffe, Proportionen und Zuſammen⸗ 
fegung von Verhäftniffen unter Zahlen, 


| Obihon die gemöhnliche arithmetifche Lehre von 
ben Verhältniffen zweyer gegebenen Bahlen mit der von 
der Subtraction und Divifion, die von ben Proporties 
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nen. mit „befonberen. Faͤllen der ‚Theorie von: Ben ein⸗ 
fachen Gleichungen ded erſten Grades, voͤllig :diefele - 
it, und in fofern in ber Arithmetik bey ihrem jegigen 
Buftande überftäffig. ſeyn duͤrfte, fo iſt fie doch in den 
bisherigen Vortrag der ‚mathematifhen Wiffenfchaften 
fo‘ verwebt, und in Beziehungen auf anderweitige Grds 
Benbetrachtungen von ſo erheblicher Art gefegt, daß eine 
Kenntnif von ihr nicht wol entbehrt merden fan, 


A Das arithmetifche Berbättntß. meer 
Zahlen befteht in ihrem Unterſchiede; ber Minuend 
pflegt bey dieſer Terminologie da& vorhergehende 
Glied der Subtrahenn dad nachfolgende; ber Reſt 
felbft der Erponent oder Name bei arithmetiſchen 

Berpältniffes genannt zu werden. 

Ä Eine Gleichung, worin die Unterfehlede von zwey 

Paar Zahlen einander gleich gefebt werben, bie Gleiche 
beit zweyer arithmetifchen Werhältniffe, beißt eine ari tha 
metifhe Proyortion a—b = c—d. Die vier 
Bahlen, wovon in diefer Sleihung die Nebe ift, find 
die Slieder der Proporteon, die man, nach ihrer Folge 
und Stellung gegeneinander, -in äußere und mittlere, 
ähnlich Liegende und unaͤhnlich liegende - einzutheilen 
pflegt. Sind die beyden mittleren Glieder unter ein- 
ander gleich, fo wird die Propertion fletig (continua) 

genannt. Ihr letztes Glied pflegt die vierte arithmeti— 
ſche Proportionale zu den drey andern zu. heißen.- 

Als einen Hauptſatz in der Lehre von dieſen Pros 
portionen führt man, was eine leichte Folge einfacher 
Transpofition ift, an: daß in jeder arithmetifchen: Pros 
portion die Enmme. der aͤußeren Glieder eben fo viel 
ala die Summe. der. mittleren beträgt, Wenn a — b 


ca, biffa+d=b-+te. EN 
gen alfo die Summe ber. äußeren Glieder ſovie 
das Doppelte des mittleren. Wenn a—b=-b-. 


wir at+o= 2b. 


n. Dad geometriſche Verhaͤltniß zweyer gleich⸗ 
artigen Zahlen beſteht in ihrem Quotienten, weswegen 
denn jedesmal dieſe beyden Zahlen in unbenannte vers 
wandelt werden duͤrfen. Die Gleichheit zweyer, durch 
Dividend und Diviſor, woraus fie erwachſen ſollen, 
gegebenen Quotienten, ſtellt eine geometriſche Pros 
portion dar. Die Terminologie iſt hier wie bep 
arithmetiſchen Verhaͤltniſſen und Proportionen, 

In jeder geometriſchen Proportion, deren Glieder 
unbenannte Zahlen ſind, betraͤgt das Produet der aͤuße⸗ 
ren Glieder ſoviel, als das Product der mittleren. 
Benna:b=c:d,f iſt ad = be Sn der ſte⸗ 
tigen alfo ift das Product der Außeren Glieder dem 
Quadrate bed mittleren gleich, Bema:b=b:c, 
fo tft ao = bA, Man. ann alfe in jeder Proportion 
die vierte Zahl finden, wern man das Moduct der 
zweyten und dritten durch bie erfle divibirt d = j 
oder bie dritte, wenn mar das Product der erfien und 
gierten durch die zweyte dividirt c = = . Die gefuns 


bene beißt alddann bie vierte Proportionale zu den drey 
anderen. Man kann in einer ſtetigen Proportion die 
mittlere Groͤße erhalten, wenn man aus dem Producte 
der beyden aͤußeren die Quadratwurzel zieht. Wenn 
a:b=b:c, ſo iſt b= V(ac). Daher pflegt 
wohl die Quadratwurzel aus dem Probucte zweyer Baba 
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Ien, bie zwifchen ihnen liegende mittlere gepmii 
Proportionale genannt zu werden. Auf’ ähnliche 
wird, -in Beziehung auf die fletigen arithmetifchen P 
portionen die Summe zweyer Zahlen, zur Hälfte.g 
nommen, die mittlere arithmetifche Proportionale, od 
dad arithmetifche Mittel zwifcyen ihnen. genannt. 

Sp wie fi jede Gleihung dadurch, daß man auf 
beyden Seiten gleiche Aendberungen vornimmt, aul 
mancherley Art umfarmen: läßt, ohne daß die Sleichheit 
felbft dadurch, v.,,6rt würde, fo ift dies namentlich auch 
bey ben Pros stsunen möglih. Man bat ſich bie Mähe 
gemacht, fin diele biefer Meinen Umformungen eigene 
Benennungen .ıänzsfähren. Die gemöhnlichften davon 
find folgends: . | 
1. Ben sv:b=o:d, pitauha:rc=b: 

d, welche Aenderung der Geftalt permutande 

gefchehn ift. 

2. Binma:hb=co:d,pitahb:a=d: 
- €, änvertendo, | ef 
3 Wenn a:b=c:d, ſo iſt auch (a-+ co): 

(b+d) = a: b, welches antecedente « 

consequentes summando gefunden wird. 
4. Wenn a: b0: d, ſo iſt auch k—d:; 

(b — d) = a: b, antecedentes et cons#- 

quentes differentiando, | ! 

5. Wenn a: b —0: d, ſo iſt auch a: (a — b) 
= e:(e — d), convertendo. 
| 
Denn a:b=c:d, fpiftfauh (a+b: 
b=(c+ n : d, coampanendo, 
7. Wenn a:b=c:d, ſo iſt auch (a — bD): 
b=(e—d):d, dividoendo. 







6 


In 


‘ 


Vi €6 verlohnt fi der Mühe nicht, die Ableitung = 





| Wiefer' Saͤtze, die fih jebem, ber mit Gleichungen unn 
J pugehn weiß, von ſelbſt ergeben, audſuhelich — | 
> biimgen, 
C, Henn ‚mehrere Zahlen vorhanden find, fü var 
inmer das Verhältniß, worin bie vorhergehende von 
itnen zur unmittelbar nachfolgenden fteht, gegeben iſt, 
mb man dadurch das Werhältnig findet, in welchem 
zwey von ſolchen Zahlen zu einankaftehn, die ſich 
mt unmittelbar folgen, fo fagt man’!779 fey eine Zus 
fammenfesgung mehrerer Verhältnifle zu einem neuen 
porgegangen. Sehr unſchicklich has net: fi, um- biefe 
- Bereinigung anzudeuten, des + hens bedient, 
Menn man zwifchen A und B das Verhültniß (A : B) 
fennt, und ebenfo dad zwifhen B und C, (B : C), 
fo fol der Ausdrud (A:C)= (A:B) + (B: CC) 
fagen, daß fi) aus einer Verbindung ber beyden legten 
Verhaͤltniſſe das erfte finden laſſe; an eine Addition iſt 
dabey gar nicht zu denken, und ihr Zeichen wird auf 
dieſe Art gegen feinen fonfligen Sinn gebraucht, 


Mie biefe Verbindung der gegebenen Verhaͤltniſſe 
bewerkftelligt werben koͤnne, ergibt fich fogleich von ſelbſt, 
fobald man dieſe Ausbrüde auf ihre arithmetiſche Bes 
deutung zurhdführt. Der Satz: das Verhaͤltniß zweyer 
Zahlen iſt gegeben, A:B=n: m, ſagt arithmetiſch 
ſo viel als: die Zahl iſt bekannt, womit die eine von- 
ihnen multiplicirt werben muß, bamit die andere enta 


ſtehe. A= B. Ilt alſo bie zweyte ſelbſt wieder 
auf eine aͤhnliche Art durch eine dritte gegeben, B : C 





/ u ’ f 
172 | 


⸗ 


= p:g durch B—DC, ſo kommt der Austed \. 
: I . j 5 | . 
bes erſten burch die dritte nım darauf an, in einer Zehl, 
. n . j * m 
A= — B, für das, was urfprünglic als ihre En 


heit gegeben war, B, einen abgeleiteten Beith;, worn 
diefe Einheit felbft wieber vermöge einer Zahl burh 


sine andere ausgebtüdt wid, B= re C, an bs 


Stelle zu fegen; dad heißt, es wird eine Multiplicatior 
von zwey gegebenen Zahlen erfordert. 


Sa der gewöhnlichen Terminologie lautet biefer Sat 
fo: wenn zwey Verhältniffe zu einem dritten zufams 
mengefegt . werben follen,- fo. made man bad Product 
ihrer vorhergehenden Glieder zum vorhergehenden, das 
ihrer nachfolgenden zum nachfolgenden Gliede eines 
neuen Verhaͤltniſſes. 





Wenn A:B=m:n 
B:C=p:g 
it - A:C=pm:iq 


Liefen die Reductionen der fucceffio folgenden Zah 
Ien auf einander fort, oder, was bamit einerley if, 
wären noch mehrere, im fletiger Proportion auf einans 
"der folgende Verhältniffe gegeben, fo würde die nems 
liche Regel der Verknüpfung für fie alle beybehalten. 

Das Verhältniß der Gleichheit Tann als O bey ber 
Zufammenfegung der Verhältniffe angefehen werben. 
Die beyden Verbältniffe m : n und a s a geben, zus 
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' fammengefegt ma: na = mn, es iſt alſo. zu dem 
erten eigentlich nicht hinzugeſetzt. 

. Ein Verhaͤltniß, deſſen Glieder der Größe nad 
biefelben „ ber Ordnung nach aber umgekehrt wie bey 
einem andern find, darf als diefem in der Bufamntens 
 fegung widerftreitenb angefehn werden, m:n und 
n:m geben, wenn man fie zufammenfeßt, mn : nm 
=1:1. 

Wenn mehrere Verhältniffe zu einem neuen zuſam⸗ 
mengeſetzt werden ſollen, ſo iſt der einfachſte Fall, ſie 
ſaͤmmtlich gleich anzunehmen. So wie ſich durch Zu⸗ 
ſammenſetzung gleicher Verhaͤltniſſe neue hoͤhere bilden 
laſſen, ſo gibt es auch umgekehrt eine Zerlegung gege— 
bener Verhaͤltniſſe in andere niedrigere, unter einander 
gleiche, von. vorgefchriebener Zahl. Und endlich entfteht 
eine Dergleihung von zwey gegebenen Verhaͤltniſſen, 
vermoͤge beten bie Art, wie das eine aus dem andern 
durch Zerlegung oder Zuſammenſetzung gebildet ſeyn, 
kann, Audgedrüdt werben fol. ine Zahl, die diefe 
Art darftelt, wird Logarithme genannt; fie zählt ges 
wiffermaagen die gleichen Verhältniffe, melche in einem 
andern gegebenen enthalten find. Man ficht leicht, daß 
alle dieſe Vorftelungsarten auf die Begriffe von Pros 
ducten und Potenzen zuruͤckkommen, und bey gehöriger 
Entwicklung berfelben als volfommen überfiüffig er⸗ 
ſcheinen. 


J 


I. Geometriſche Verhätintife, Proportionen 
und Proportionalitäten in Beziehung auf würkliche 
Größen. 


a. Dad geometrifhe Verhaͤltniß zweyer gleichs 
artigen Größen unterfuchen, heißt: Nach einer Kegel 
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forfchen, vermdge deren die eine derfelben aus ber ans 
deren, die erfle ald zu beflimmenb, bie andere als gps 
gebened Maaß oder Maaßgroͤße gedacht, in Abficht auf 
die ihr beyzulegende Wielheit von Theilen, abgeleitet 
werden koͤnnte; oder kuͤrzer: "die Meſſung der einen 
durch die andere unteruehmen, und das erhaltene Re 
fultat angeben. . 'r.. 


Es wird alfo dabey eine Vergleichung zwifchen 
zwey Groͤßen beabſichtigt, wie ſie die Diviſion zwiſchen 
zwey gegebenen gleichbenannten Zahlen leiſtet, und 
wenn alle gleichartigen Größen ſich ſofort in gleichbe— 
nannten Zahlen ausdruͤcken ließen, ſo wuͤrde der Quo: 
tient dieſer Zahlen den Anſatz des geometriſchen Ver⸗ 
haͤltniſſes jener Groͤßen erledigen. 


Aus dieſem Grunde iſt das Zeichen eines ſolchen 


Werhaͤltniſſes unter Größen uͤberhaupt, ein:, zwiſchen 


die Zeichen der auszumeſſenden Groͤße A, und ihres 
Maaßes A geſetzt, A: A, in der Arithmetik das * 
viſionszeichen geworden. 

„Die Forderung eines ſolchen Anſatzes A: A, if 


vollkommen befriedigt, ſobald ein echter Bruch, =; 


gefunden werben kann, ber ald Quote, d. h. ald Anz 
gabe eines zu nehmenden aliquoten Theils der jedes 
maligen Maaßgröße, A, gebraucht, dieſen Theil ber 
Maaßgroͤße fo ausfüllen läßt, daß irgend ein Vielfaches 
deffelben die zu meſſende Größe genau auszudrüden 
vermag. Iſt, unter n und mı itgend ganze Zahlen ver: 


. fanden, A befhaffen, daß m . Zu —A, ſo. 
hat ſich die letzte Groͤße, als eine beſtimmte, genau an⸗ 
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gegebene Vielheit von Theilen, die, aus bes erſten ab⸗ 
geeitet find, dargeſtellt. 


Umollkommen hingegen, nicht ohne zuruͤckbleibende 
Anficherheit, und bloß naͤherungsweiſe, wird den For⸗ 
derungen des Anſatzes A: A entſprochen, wenn man 
es nur dahin bringt, zwey naͤchſtbenachbarte Vielfache 


des aus ber gewählten Quote ri entfiehenden aliquoten 
Weils der gegebenen Maafgröße , — A, welche, 


m. * A das eine, (m + n- A das andere, die 


—8* Groͤße A zwiſchen ſich caffen, zu erhalten, und 
Iabey ſtehn bleibt, dieſe Grenzen fuͤr dieſelbe anzugeben. 
Sind die Groͤßen A und A commenjurabel, fo 


muß fich irgend ein aliquoter Theil der einen, 4 A, 
n 

finden laſſen, von der die andere, A, ein Vielfaches, 

Y= um. — A, if. Sind fie incommenfurabel, fo 


‚wird diefes niemals der Kal feyn, mithin nichte weiter 
übrig bleiben, als Einfchließung der geſuchten Größe 
zwifchen zwey naͤchſtbenachbarte Vielfache eines ſolchen 
aliquoten Theils. Aber es iſt alsdann, fo wie uͤber⸗ 
haupt, geſtattet, ſolche Grenzen, zwiſchen welche man 
die zu meſſende Größe einſchließt, ſo eng zuſammen zu 
ziehn als man will, mithin zu bewuͤrken, daß die bey 
"ver Beſtimmung uͤbrigbleibende Unſicherheit weniger als 
irgend eine willkuͤhrlich angenommene Kleinheit, d, bes 
trägt. Denn dag bey beliebiger Wahl des m, bie Groͤße 
‚nd beträchtlicher als A werben kann, verfteht fich von 
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felbſt. Aldbann aber iſt n A Heiner als d, 8 felit 


1 
alfo weniger als = A angibt, wenn A == m. 2 4 
geſetzt wird. 


b. Gleichmaͤßig heißen zwey meffende Ver⸗ 
gleichungen, wenn die Quote, oder der Bruch * 


welcher beſtimmt, was für ein aliquoter Theil der jes 
desmaligen Maaßgröße zur Bufammenfegung ber auss 
zumeffenden gewählt worden, für. beyde Vergleichungen 
der nemliche iſt. | 

Man fagt von gleichmäßigen meflenden Wergleis 
- tungen, daß fie gleichlautende Refultate geben, 
wenn fie die beyden auszumeflenden Größen, bezogen 
auf die bey ihrer Beflimmung gebrauchten, durch idens 
tiſche Quoten aus den Maaßgroͤßen abgeleiteten aliquos 
ten Theile, ald die nemlichen WVielfachen diefer Theile 
oder enthalten zwifchen den nemlichen Wielfachen ders 
felben, erſcheinen laſſen. Die angefeste Bleichheit 
zweyer geometrifchen Verhältniffe, oder die geometris 
ſche Proportion zwifchen vier Srößen, A: B — 
3:B, brüdt aus, daß die meflende Vergleichung 
zwifchen ber erften und ameyten Stöße, A: A, und 
die zwifchen der dritten und vierten, 3 : B, bie erfte 
beliebig, aber die zweyte ihr gleichmäßig angeftellt, 
gleichlautende Refultate geben. Findet ſich alfo bey der 


erften VBergleihung A : A, daß A = m. —* B, ſo 


muß -bie zweyte B = m. * B ergeben. Hat die 
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erhe BVergleichung geyelgt, daß A zwiſchen m . 1 N 
and (m > 1). * A liege, ſo muß die zweyte aus⸗ 


vaſen, daß 3 zwifhenm . ZB und {m + 1) 43 
enthalten fen, wenn A: A == B:B flatt haben fol, 


e Eine Größe B, von welder angegeben wird, 
daß fie die vierte geometriſche Proportiöonale zu brey 


anderen gegebenen zu betrachten fey, ift ald unzwendeus . 


fig und nur ‚eines Wetthes lübis dabuerch bezeichnet, 
Findet ſich A—m. ZA und ao 9 = m. 


| ZB, ſo wird eben dadurch B vollendet und einförs 
mig gegeben. Kann aber, wie man auch bie Quote 
* waͤhlen möge, nur daß Reſultat erhalten werben, 


daß A zwiſchen m. 2 A und (m + 4) 4 A liege, 


mithin 3 zwiſchen den Grenzen m» * B und 4 


0 * B enthalten ſeyn muͤſſe, wodurch alſo der ge⸗ 


ſuchte Werth bes 3 nicht vollendet herausgebracht If, 
fd darf man dennoch behaupten, daß diefer gefuchte. - 
Werth der vierten Proportionale nicht zweydeutig ſeyn, 
'nder.bas eine Mal den Betrag B, das andere Dal ben 
Betrag B + 3 erhalten koͤnne, 3 möge ſeyn mad es 
wolle. 

Denn man nehme die bey der Vergleichung belie⸗ 


big zu waͤhlende Quote - ſo, daß a B Steiner ala 8 
. “ 12 , 


N 
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wird, Das geſuchte B ſoll zwiſchen m B mt 
(n +1): * B liegen, welche Größen um n B on 
einander abweichen; muß alfo don ber erften unter if 
nen, ın » _ B weniger ald = B bettägt, verſchledu 


ſeyn. Könnte B unter ſolcher Bedingung zwey Werthe 
Z und 8 + 3 Haben, ſo müßte Obiges von jchem der 


felben gelten. | f 
5 müßte alfo, von + Id, — m. * B, wid 


ches Heiner iſt ald a B, abgezogen B = m. 25 
gleichfalls Feiner N B, ein Reſt, d bleiben, im 
fehlbat auch Heiner als = .B. Dies wiberfpricht bt 


Annahme, laut welcher ZB kleiner ald 3 gewählt fepn 


fonte, beweifet alſo die Unmöglichkeit zweyer werfhle 
denen Werthe für B, ſofern biefed dem Anfad a 14 
=%:B gemaͤß beſtimmt werden ſoll. 


d. Alle Gtoͤßen, weiche In wiſſenſchaftlicher Abſtrat· 
tion den Gegenſtand det theoretiſchen Mathematik auß 
machen, werden als continuirliche, mithin unzaͤblig 
vieler einzelnen Werthe faͤhig gebacht. Wenn — 


ſolche Groͤßen, fie mögen gleichartig ſeyn oder nicht, in 


geſetzmaͤßiger Verbindung ſtehn, fo muß jeder Werth, 


welcher etwa ber einen ertheilt worden ift, auch für die 


andere einen beflimmten Werth, ben man alsdann bed 


correfpondirenden zu jenem erfien Zu nennke 
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pflegt, hervorrufen , und, bet Audbrud der Regel, durch 
‚weldye aus jeden angenommenen Werthe der erften ur 


ſpruͤnglichen Größe,- was er auch ſey, der torkfpondis 
tende Werth der Anderen, abhängigen, abgeleitet werben 
kann, macht, fo oft er gelingt, das Weſen ihrer gegen⸗ 
ſeitigen Verbindung deutlich. 

Es wird anfangs bey dieſer Bekrachtung voraus: 


geſeht, daß mut von einfdemigen Größen die Rede 
iR, daB heißt: daß jederzeit diejenige von ben zwey 


verbundenen Größen, Welche als bie abhängige betrachtet 
wird, fuͤr jeden Werth, den die urſpruͤngliche erhaͤlt, 
nut einen einzigen, durch jenen beſtimmten, ihm torte⸗ 
ſponditenden Werth annehmen kann. 

Die einfachſte Form des Bufammenbängs unter 
zwey continuirlichen Größen, 'wobey Beine Wielfärmiga 
keit ſtatt findet, iſt bie Proportionalitaͤt. Zwey 


ſolche Gtoßen find unter fi), vder die eine iſt der ans 


bern proportional, wenn zwey beliebige Werthe der eis 
nen mit den beyben ihnen cörrefpondirenden der Anderen, 
in der Ordnung, wie ſie hervortreten, eine geomettiſche 
Proportion bilden Hat alfo die erfte Groͤße zwey 
Werthe, A und A, angenommen; hat deswegen bie Anz 
bere auch zwey Werthe, B dem B und U dem A ht: 
reſpondirend, erhalten, ſo muB ſich iedermal yıe 
3; B ergeben. | 


e. Der nacftehende Lehrfatz, einer der wihtieſten 
the die Kenntniß wuͤrklicher Größen, entwidelt ein un⸗ 


fehlbares Kennzeichen der Propprtinnalität. 


Senn zwey Größen durch bad Geſetz ihter Entiles 
bang ſo verbunden find, baß jedem Wachſen der einen 
ein Zunehmen der anderen torreſpondirt, und zwar auf 

| 12* | 
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die Art, daß unter ſich gleiche Incremente der einen, 
auh für bie andere corzefpondirende Bunahmen, bie 
unter fich gleich werden, nach fi ziehn, fo find dieſe 
Srößen einander proportional, 

Zuerſt iſt ed unmittelbare Folge einer fotchen Un: 
nahme, daß dem größeren oder geringeren Wachfen bet 
einen, ‚ein größeres oder geringere Zunehmen der ans 
deren entfprechen muß. . Ferner darf man berfelben An: 
nahme gemäß Folgendes behaupten. Unter der Voraus⸗ 
fegung,. daß a einen nach Belieben zu wählenden Werth 
der erſten Größe, b ben correfpondirenden ber zweyten 
bedeute, wird, wenn die erfte (unter ; m und n. rgend 
ganze Zahlen verſtanden) die Werthe: 

a, 2a, Za. .na, ma, mrDa.., 
annimmt, die zweyte Die Werther 

b, 2b, 3b... nd,..mb, (a +1)b,... 
cortefponbirenb erhalten, weil gleiche Zunahmen ber einen 
mit gleichen Incrementen der andern- verbunden feyn 
ſollen. Wüchfe endlich die erfie über den Werth ma 
hinaus, noch um ein Increment, a, von dem man 
wüßte, es ſey kleiner ald a, fo wäre man ficher, daß 
auch die zweyte über den correfpondirenden Werth mb 
hinaus einen Sufag, B, erhalten „würde, von dem, 
daß er einer ald b ausfallen müffe, ficher behauptet 
werben dürfte, fey es daß er auch fonft unbeflimmt 
bliebe. 
Sirnd nun zwey Merthe der erften Größe, A und 
A, gegeben, und folken die ihnen correfpondirenden der 
zweyten 3 und B heißen, fo kann man immer die 
vorhin genannte willführlicke Größe a fo wählen, daß 
A ald Vielfaches derfelben, A = na, erfcheint, wo 
denn auch der in Dex Folge der. Annahme dem Werthe 
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der erfin, na, correfponbirenbe ber zweyten, mb, 


. werden, alfo, ba er B heißen fol, B = nb feyn 


muß. Zeigt ſich ferner A— ma, fo muß, da dieſem 
Werthe ma ber erſten Größe gleichfols für die zweyte 
einer == mb correfpondirt, und derfelbe jetzt B heißen 
fol, mb == 3 feyn. Es iſt alsdann folglich :- 


b 
4: „mm mb, B. 
na n nb 


Findet fih hingegen 4 = ma + a, wo a kleiner 
als a, alfo A zwifchen ma ynd (m + 1) a enthalten, 
fo wird ſolchem Werthe der erflen Größe, Kraft ber 
‚Annahme, für bie zwepte ein Werth mb + 8, wo A 
Meiner als b feyn muß, correfpondiren, alfo biefer 
Werth, welcher 3 heißen fol, zwifchen mb und (m 
+ 1) b fallen. Es ift folglich auch unter folchen Um 
fländen das Mefultat der gleichmäßig zwifihen A und 


A, wittelft der Größe a — * A, und zwiſchen B 
und B, mittelſt der gleichmaͤßig beſtimmten Groͤße 


b = — B, angeſtellten Vergleichungen ein voͤllig 


gleichlautendes, mithin A: A— B: B. 

Dieſer Satz berechtigt alſo allenthalben, wo man 
eine Groͤße ſo an eine andere geknuͤpft findet, daß 
gleiche Aenderungen der einen jederzeit unter ſich iden⸗ 
tiſche Aenderungen der andern herbeyfuͤhren, die Bezies 
bung der Proportionalität als zwifchen jenen beyden 
erh | ftatthabend, ohne Meiteres feizußellen. | 


110 Hrogreffionen A 


Progreffion oder Reihe iſt eigentlich allenthalben, | 
wo eine Menge von Zahlen, nach einem gemeinföaft: 
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lichen Geſetze ſich entwickeln, ſo daß jede von ihnen, 

aus der Angabe, die wievielſte unter den übrigen fie 
feun fol, vermoͤge einer ſich felbft gleichen Megel abge: 
leitet werben kann. Die einfachften Formen biefer Art, 
deren Betrachtung durch elefwentarifche Kenntniffe voll⸗ 
fuͤhrt werden kann, find bie beyden folgenden, 


1. Die aritgmetifhe Reihe, Deren fucceffine 
Slieder fich durch ein fortgeſetztes Addiven der nemlichen 
Sröße bilden. Man nimmt eine Zahl beftebig an, da _ 
Anfangsglied der Reihe; zu ihre abdirt man eine 
zweyte, willtührfich gewählte Zah, den Erngnenten 
oder die Differenz der Reihe, um das folgende 
Glied zu erhalten, und wiederholt Diefe Addition fo 
wie man zu einem neuen folgenden Gliede fortfchreiten 
will, So muß jedes fpätere Gtied einer folchen Reihe 
aus dem Anfangsgliede, und einem Vielfachen bed. Er: 
ponenten beſtehn, deſſen Zahl eine Einheit weniger als 
Die des Gliedes enthält, Sol a das erſte Glied, e 
ber Erponent feyn,' fo. ift at e das zweyte, a + 2e 
das britte, allgemein, a + (n — 1) e das mie Glied 
der arithmetiſchen Reihe. 

Die intereſſanteſte Frage bey einer hichen Reihe 
iſt die nach ihrer Summe; ob ſich nemlich nicht fuͤr bie 
Addition einer beliebigen Anzahl von ihren Gliedern 
ein zufammengezsgener und im Gebrauche bequemerer 
‚Ausdruck, als derjenige, den die Idee der: Summe von 
ſelbſt mit ſich fährt, ableiten laͤßt. Dies ift durch 
Hülfe Folgender Betrachtung leicht möglih. Schreitet 
‚man in einer arithmetifchen Reihe vom Anfange fort, 
fo gervinnt man jebeömal den Erponenten ald neuen 
heil; ‚fchreitet man umgelehrt vom Ende in ihr rüds 
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waͤrts, fo verliert man jebeamal einen Theil‘, der dem 
Erponenten glei if. Nimmt man alfo zwey Glieder 
zufammer, die vom Anfange und Ende gleich weit ab: 
ſtehn, fo wird ihre Summe genau fo viel: betragen, 
ald wenn man das Anfangs» und EndaGlieb felbft 
addirt hätte, . St alfo die Zahl der Glieder in "der 
Reihe gerade, d. h., ift es erlaubt, fie beliebig paar⸗ 
weife zufammen zu nebmen, fo wird man die Summe 
bes erſten und letzten Gliedes fo oft befommen, ala 
Paare vorhanden find, d. h., mit der halben Anzahl 
der Glieder multipficirt, Iſt die Zahl der Glieder un⸗ 
gerade, fo rechne man das mittelfte doppelt, daflır aber 
den halben Werth eines Paares wieder ab, und. man 
_ wird genau bie porige Regel auch hier beftätigt finden: 
die Summe bed erften und lebten Gliedes, mit ber 
halben Anzahl aller vorhandenen Glieder multiplicirt, 
gibt die Summe der Reihe. In Zeichen: 
a (a 4 q) P (G 42h)... 

F (a ( — )h * (2a+(n—1)d). Yın 
Wenn das legte Glied der Reihe: a tn 1d=u 
ſchon berechnet gegeben feyn follte, fü verwandelt fi 
die vorige Formel in die gleichhedeutende, kuͤrzer aus⸗ 
gedrädte: (a Hu). Un. 

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, daß 
Erponent und Anfangäglied der Reihe nad Belieben 
ganze oder gehrochene, poſitive oder negative Zahlen 
feyn dürfen. 


. 2 Die geometrifhe Reihe entiteht, indem 

man ein Anfangsglied, a, fett, und eine beliebige Zahl, 
die auch hier Erponent genannt wird, e, annimmt, 
um durch Prultiplicatien mit ihe aus jedem vorherge⸗ 


N 


* 
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henben Gkliede das folgende zu erzeugen. Go ift a. eo 
bad zweyte Glied, a.e? das britte, allgemein a.e* — * 
dad nte Glied der geometrifchen Reihe. Ihre Summe 
wird am bequemften auf dem algebraifchen Wege ges 


funden. Man fehe fie für den Augenblid ald ſchon ge: 


funden an. 
Szata.ot+a.e....Pa.oe-t. 

Alsdann multiplicire man auf beyden Seiten biefer 
Sleihung mit dem. Erponenten e, wodurch auf ber 
Seite, welche .die einzelnen neben einander geftellten 
Slieder der Reihe enthält, weiter nichtd gefchieht, als 
daß das erſte zum zweyten wird, und ſo überhaupt je: 
des um eind an Zahl hinaufruͤckt. Bieht man aljfo von 
dieſem Vielfachen 

eS»aetae...+ae, ' 
das anfängliche Einfache Ä 
S=a-taetae...+ae-1, ab, fo kommt 
es—I3=-—a ae 
zufammengezogen 
(e—1)S=a.(er—1) 
folglich Sza (er — 1) 
| ‘0 — 1. 

Waͤre vielleicht das letzte Glied ber Reihe aen — 
ſchon berechnet gegeben = n, fo koͤnnte man diefen 
Werth in den entwidelten Zähler des Ausdrucks für die 
Summe, ae — a fegen, und erhielte bequemer | 

Szu.e—.. 
, e—1ı. 

Diefe Summationen find in vielen Rechnungen der 
gewoͤhnlichen practiſchen Arithmetit von großer Erheb⸗ 
lichkeit. 


2... — 


Srundlebren 


der 


Elementargeometrie 


no. 


ar 


Cinleitung. 


— — 


T), Geometrie ift bie Wiſſenſchaft, welche die Erzeu⸗ 
gung, Entwidlung und Vergleichung ber Vorftellungen 
von beftimmten Größen im Raume zum Gegenftande 
bat, Sie ruht auf einer urfpränglichen Fähigkeit uns ' 
ſers Bewußtſeyns, fich folhe Vorſtellungen felbftthätig 
in der Anfhauung ausbilden, ober imaginiren zu koͤn⸗ 
nen ‚sund kommt dadurch zu Stande, dag fie hiefe Far 
bigkeit in Anfpruc nimmt, und die Bedingungen aus⸗ 
foriht, denen die Thaͤtigkeit des Bewußtſeyns bey der 
Erzeugung jener BVorftellungen in unmittelbarer Ans 
ſchauung unterworfen iſt. 

Es iſt Factum des Bewußtſeyns, bag ſich drey; 
der Art nach verſchiedene, eigenthümlihe, raͤumliche 
Groͤßenvorſtellungen, die der Linie, der Flaͤche und des 
kKrperlichen Raumes erzeugen laſſen. Ein beſtimmtet 
koͤrperlicher Raum muß und kann nur durch umgren⸗ 
zende Flächen zu Stande, und durch Wermittlung por 
Flächen zur vollendeten Anfchauung gebracht werben, } R 
Eine beftimmte Flaͤche muß, als enthalten zwifchen ums 
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grenzenden Linien gedacht werden Tünnen, und fid 
durch Vermittlung von Linien in volftändiger Anſchau⸗ 
ung zur Ueberficht bringen und ausbilden laſſen. Eine 
beftimmte Linie endlich muß durch Grenzpuncte beflimmt, 
und vermittelft eines Puncts in unmittelbarer Anſchauung 
hervorgerufen oder aufgefaßt werden koͤnnen. Der 
Punct, mit deffen Geben alles Conftruiren anhebt, hat 
ſelbſt keine Größe. 

Die Natur der raͤumlichen Srößen macht in Bes 
ziehung auf die wiffenfchaftliche Entwicklung ihrer Vor⸗ 
ftellungen eine Unterfcheidung nöthig, woburch die Geos 
metrie in. zwey Abſchnitte, Elementargeometrie 


;. und höhere Geometrie zerfällt. Es gibt unter allen 


Linien eine der einfachften Art, die gerade Linie; 
unter allen Flächen ebenfo eine ber einfachfien Art, Die 
ebene Fläche, Ale GConftructionen, bey denen nur 
gerade Linien und ebene Flächen erzeugt und mit eins 
ander verbunden werden, gehören ind Gebiet der Ele⸗ 
mentargeometrie; alle, bey denen andere Einien, als 
gerade, andere Flaͤchen als ebene bervortreten, fallen 
ber höheren Genmetrie anheim. Man geftattet indeffen, 
wie ſiſch fpäter zeigen wird, von diefer Grenzſcheidung 
eine Ausnahme, in Beziehung auf die Kreislinie. 

Die Elementargeometrie zerfält felbfi in zwey 
Haupttheile. Der erfte hat diejenigen Conftructionen 
zum Gegenftande, - die in einer ebenen Fläche vollzogen 
werben können, und heißt ebene Geometrie. Der 
zweyte bezieht fih auf Conftructionen, bey denen ein 
Heraustreten aud ebenen Zlächen vor fih geht, und 
pflegt Stereometrie genannt zu werben. 


+ 


| Erſter Abſchnitt. 


Die ebene Geometrie. 


Erſtes Capitel. 


J Grundlage der ebenen Geometrie. 


De Geometrie , als Wiſſenſchaft des Conſtruirens Im 
Raume, hat die Erzeugung zuſammengeſetzter Conſtruc⸗, 
tionen aus einfachen zum Gegenſtande. Sie muß alſo 
damit anheben, daß ſie diejenigen Conſtructionen, wel⸗ 
che, als einfach, und daher keiner weiteren Ableitung 
durch Zurudführung auf andere fähig, die Baſis aller 
ihrer Operationen auömachen, und: bie Principien ihrer 
Verknuͤpfung aufſtellt. | 

Die Gtundconftructionen entziehn ſich ihrer Natur 
nach jeder wiſſenſchaftlichen Deduction. Ihre Erzeu⸗ 
gung kann nur in einem urfprünglichen Alte der con⸗ 
firuirenden Phantafle (als Poſtulat) nachgewiefen. 
werden ; ihr Wefen läßt fih nur durch Ausfprechen der 
Bedingungen, an welche fih das Bewußtſeyn bey -dem: 
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Entſtehn ihrer Vorſtellung gebunden fühlt (durch Axi o⸗ 
me) angeben. Das Feld der eigentlich wiſſenſchaftlichen 

Unterſuchungen eröffnet ſich erſt da, wo es darauf an⸗ 

kommt, aus. jenen. Brunbeonfktuctionen zuſammengeſetzte 

Kormen zu erzeugen, indem es alsdann geſtattet iſt, 

die Regeln, nach, Und die Bedingungen, unter denen 

folhe Verbindungen indglich find, auf beftiminte Be: 
griffe zu bringen. - : 

Ungeachtet aber jene Grundtonſtructionen und bie 
Prineiplen ihrer Verknuͤpfung nicht weiter Abgeleitet 
werben koͤnnen, ift ed dennoch für bie Wiſſenſchaft 
durchaus nothwendig, ſie zum Gegenſtande der erſten 
Fundamentalbetrachtungen zu machen, indem man ſie 
wuͤrklich im Bewußtſeyn hervotruft, und die Bedin⸗ 
gungen, welche ſich babey als nothwendig offendaren, 

beſtimmt auszuſprechen beſtrebt iſt. 


— 


1. Die gerade dinie. 


1. Die gerade Linie iſt die erſte und einfachſte aller 
geometriſchen Conſtruttionen. Ihre Erzeugung bebt mit 
dem Gegen eines Anfangspuntts an, bleibt indeſſen 
unbeftimmt, Und auf unendlich viele Arten möglich, ſo 
lange nichts als ein ſolcher Anfangspunet gegeben iſt. 
Sobald hingegen noch ein zweyter Puntt als Endpunck 
gleichfalls geſetzt wird, hört jede Unbeſtimmtheit der 
Conſtruction gaͤnzlich auf. Wo auch im Raume zwey 
Puncte als Grenzen einer geraden Linie gegeben ſeyn 
mögen, es wird jedesmal zwiſchen ihnen eine, aber 
auch nur eine einzige gerade Linie, moͤglich Teyn. 
Die Raumbefchteibung, vermöge deren die Conftruckton 
einer geraden Linie von ihrem Anfangöpuntte zum 
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Endpuncte fortſchreitet, wird progreſſive Bewegung ei⸗ 
ned Puncts genannt, Sind zwey Grenzpuncte für eine 
gerade Linie gegeben, fo kann fie bellebig von dem eis 
nen zu dem andern, alfo auf zweyfache Art, befchrieben 
werden. Gefchieht. erft dad Eine, und dann das Ans 
dere, ſo wird fie durch Beydes zufammen aufgehoben, 


2, Das Wort Richtung bezeichnet ben als nothwen⸗ 
dig erfhelnenden Gang, welchen die Copſtruction einer 
geraden Linie in ihrem ganzen Verlaufe zu nehmen 
hat, Tobald fie yon einem beftimmten Anfangspuncte 
zu einem gegebenen Endpuncte fortichteiten fol. Die 
Richtung einer geraden Linie iſt durchaus immer biea 
felbe, jeber Theil der geraden Linie ſelbſt ihr unmittel⸗ 
barer Ausdrud, 


3. Jede gerade Linie hat eine willfhhrliche Größe, 
und kann Über ihte beyden Grenzpuncte hinaus beliebig 
fottgefegt,, oder berlängert werben. Aber bey einer fols 
den Verlängerung dauert die Nothwendigkeit im Gange 
der Conſtruction, welche durch dad Seßen -ihret Anfänge 
lihen Grenzpuncte entflanden war, unbedingt fort, und 
nur die Bröße dieſer Werlängerung bleibt beliebiger 
Beſtimmung uͤberlaſſen. Die Richtung einer geraden 
Binie und! ihrer Verlängerung iſt durch jeden noch fo 
Heinen Theil derfelben vollkommen beftimmt, und nur 
eine einzige, während ihte Größe keine andre ald wi: 
kuͤhtrche Grenzen anerkennt, 


2. Die Laͤnge iſt das einzige Quantitative in ber 


Vorfellung einer geraden Linie, oder die einzige Dis 
menfion berfelben; zwey gerade Linien von gleicher ” 


⸗ 
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Laͤnge find identiſch ober congruent, d. h. die eine kann« 


im Raume an die Stelle der anderen geſetzt werden, 
ohne daß daraus fuͤr die Anſchauung der mindeſte Un⸗ 
terſchied erwaͤchst. Dieſes kann auf zweyfache Weiſe 


geſchehn, indem ſich dabey Anfangs- und End ⸗Punct 


der einen verwechſeln laſſen, wenn ſie mit der anderen 


als zuſammenfallend dargeſtellt werden ſoll. 


\ 


UV. Die ebene FSläche. 


Ev . | 
1. Durch eine gerade Linie laſſen ſich ungählig viele 


ebene Flächen legen; ſobald aber eine foldhe ‚zugleich - 


durch irgend einen, nicht in der Richtung jener Linie 
liegenden Punct geführt werden foll, Tann bdiefes nur 
auf eine einzige,‘ unabänderlich beftimmte Weife gefchehn, 


2., Das "Garacteriftifche Merkmal ber ebenen Flaͤche 


iſt: daß jede gerade Linie, welche zwey in ihr liegende 


Puncte verbindet, mit allen fibrigen. Puncten gleſchfali 
in der Flaͤche enthalten iſt. 

Wenn die Umfaͤnge, wodurch zwey ebene Flächen 
umgrenzt werden, zum Bufammenfallen gebracht werden 


Finnen, fo fallen die Flächen felbft, mit allen in ihnen 


enthaltenen Puncten, völlig in eine zuſammen. 


3. Der möglichen Verlängerung jeder In einer Ebene 
liegenden geraden Linie correfpondirt eine mögliche Er⸗ 
weiterung ber Ebene felbft, welche nur auf eine eins 
zige, burch die bereit vorhandene Ebene vorgefchriebene 
Weiſe, abgefehn von der ihe zu ertheilenden Begrens 


sung, geſchehn kann. 
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4. Jede ‘in’ wirier Ebene gezogene Linie erhält, in 
Beiehungtauf.die Ebene, zwey Seiten, und jeder 
Vunct einer Ebene, der nicht in der ‚Richtung einer 
in ihr. gezogenen geraden Linie felbft liegt, - FALE entries 
ber auf’ die. eine oder die. andere Seite. derſelben. Jede 
andere Linie,‘ die zwey, auf verfchichenen. Selten von 
ihr liegende Puncte verbinden fol, muß ſich mit ihr 
kreuzen. Iſt jene andere gleichfalld eine. gerade Linie, 
fo wird fie dadurch felhft in zwey Stüde zerfallen, von 
denen jeded ganz auf derfelben Seite liegt, auf welder 
fi fein angenommener Grenzpuntt befindet, da zwey 
gerabe Linien nur einen Punct gemein Haben Tonnen. . 
Y 
5. Jede Conftruction, die von beliebigen Puncten 
einer geraden Binie aud, in einer ebenen Flaͤche, auf 
der einen Seite Ger Linie, gemacht ift, läßt fi mit. 
völliger Congruenz auf der anderen Seite derſelben wies 
derholen. 


II. Der Winkel zweyer geraden Linien, und der. 
Kreispogen zwilhen feinen Schenkeln, “ 


41: Wenn in: einer ebenen Fläche, von Demfelben 
Puncte aus, :zwey gerade Linien gezogen find, ſo if 
dadurch in der- That eine Verbindung zweyer Grund⸗ 
conſtructionen geftiftet. Soll aber der Uebergang aus 
ber einen ir ‘die andere geihehn, und der Unterjchieb 
ihrer Richtungen. in der Anſchauung aufgefaßt werden, 
fo wird dazu eine, lt weiter zurückführbare, Raum 
befhreibung oder Bewegung, welde. die drehende 
genannt zu werben pflegt, erforbert, die in fofern bes 
techtigt iſt, den Namen einer, Srunbconflructinn:zu ‚führen, 
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Ein Wintet befleht in dem durch drehende We 
wegung aufgefaßten Unterfchiede zwever ı Richtumgen; 
und feine Größe Hängt.von dem geringeren oder größe 
ren Fortſchreiten der zu feiner ‚Erzeugung erforberlichen 
drehenden Bewegung ab. Da’ Ausdrud einer. beffimms 
ten Richtung oder gerade Linie gleichbedeutend find, fo 
gehören zu jedem Winkel, ald Grundlage feiner Erzeu: 


gung, in der Regel zwey gerade Linien, deren Länge 


aber gleichgültig ift, die Schentel bed Winkels, aus⸗ 
gehend von einem gemeinfchaftlichen Puncte, dem Schei⸗ 
telpuncte: &o find (fig. 1.) AB und BC die Schen: 
Tel des Winkels ABC, der feinen Scheitelpunct in B 
"hat. Es ift eine unmittelbare Folgerung aus biefer Er: 
klaͤrung, daß krumme Linien (problematiſch ald moͤglich 
angenommen), indem ihr Zug ſelbſt in feinen Heinften 
heilen niemald eine beflimmte Richtung unmittelbar 
ausdrüdt, ‚unfähig find, die Schenkel eines Winkels ab- 
zugeben. Jeder Winkel läßt fih auf zwey Arten bes 
fchreiben, die, erſt die eine und dann die andere voll: 
zogen, ihn aufheben. 


2. Die drehende Bewegung, welche die, aus bem 
“nemlihen Puncte möglichen, verſchiedenen Richtungen 
in einer fletigen Reihe erzeugt, Tann nit, wie Die 
progreſſide, ind Unendliche fortgefeßt werden, fo daß 
fie fletd zu neuen, von ben ſchon burchlaufenen vers 
ſchiedenen Richtungen führte, fo wie die progreffive gu 
immer anderen, noch nicht durchlaufenen, Puncten wei: 
ter bringt. Man kann fie, woW jeder beliebigen erſten 
Dirertion aus, bi8 zur gänzlichen Umbrehung fortſchrei⸗ 
ten laſſen, und alsdann find, indem man in die ans 


> Fanglihe Richtung suthdgelommen, alle möglichen ver⸗ 
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ſchiedenen Rictangen ‚, bie vom Scheitelpuncte aus ger 
nommen "werben koͤnnen, vollſtaͤndig 'befchrieben. Dem 
gemäß gibt die ganze Umdrehung ben größten, an es. 
nem Scheitelpuntte · möglichen Winkel, deſſen Theile als 
außer und neben einander im Raume liegend erſcheinen. 
Bey ihm faͤllt der letzte Schenkel mit dem erſten zu⸗ 
ſammen. 

3. Zur genaueren Glaffification ber Winkel unters 
ſcheidet Man noch einige Diomente in ber ganzen Ums 
drehung. Iſt der erſte Schentel, wie AB (fig. 2.) ges“ 

eben, fo Tann -maır ihn ruͤckwaͤrts vom Scheitelpuncte 
verlängern, wie AB nah AC. Nun führt offenbar fos 
wohl die Drehung aus AB in AC, als die von AC 
in bemfelben Sinne weiter fortgefeßte, und bis. zum 
anfänglichen. AB zuruͤckkehrende, aus einer gegebenen 
Richtung in die umgekehrte. Wende find alfo gleich, 
und da fie zujammen bie ganze Umdrehung ausmachen, 
fo ift jebe bie Hälfte ber letzteren. Man barf alfo bes 
baupten , baß ber drehende Fortfchritt aus einer gegebes 
nen Richtung in bie, durch fie ſelbſt beflimmte, umges 
Tehrte, eine halbe Umdrehung erforder. Der baburch 
befchriebene Winkel pflegt auch wohl ein gerader 
Winkel genannt zu werden. Alle Winkel, zu deren 
Erzeugung weniger als .eine halbe Umdrehung nöthig 
. tk, Heißen bohle, oder auswartsgehendez diejeni⸗ 
gen hingegen, welche, um befchrieben zu werben, mehr. 
als eine halbe Umbrehung erfordern, werden übers 
‚fumpfe,. oder einwärtögehenbe Winkel ges 
nennt. 
Da fich die Geomettie am meiſten mit den hohlen 
Winkeln zu beſchaͤftigen hat, ſo iſt man in ihrer Elaſ⸗ 

13* 


196° 


fification noch weiter fortgeſchritten. Jeder hohle Win⸗ 
kel wird einen zweyten mit ſich führen, ber ihn zu ei⸗ 
ner vollen halben Umdrehung ergaͤnzz Beyde werben 
in Beziehung auf einander Nebenwintel genannt. 
Man braucht diefem gemäß nur den einen Schenkel 
eined gegebenen hohlen Winkels, wie AB als Schenkel 
des Winkels DAB (fig. 2.) vhehwärts zu verlängern, 
.. und biefe Verlängerung, AC, wirb mit bem andern 
“Schenkel des gegebenen, AD, teffen Nebenwinkel, 
DAC, darbieten. 
| Die Hälfte des geraden Winkels, oder ber vierte 
Iheil_einer Umdrehung wird ein rechter Winkel genannt, 
und darf. als möglich ohne weiteres angenommen wers 
* den; wenn fchon die Regel der beflinmten Gönftruction 
für fie erft fpäter abgeleitet werden Tann. So_lange 
der hohle Winkel Meiner iſt als ein rechter, heißt er 
ſpitz, fobald er größer wird ald ein rechter, befommt 
er die Benennung eined ſtumpfen. Statt geraber 
Winkel pflegt man gewoͤhnlich zwey rechte, flatt bes 
durch eine ganze Umdrehung erzeugten, vier rechte zu 
fagen. In dieſem Sinne verfteht ed fich alfo von felbft, 
dag alle in einem Punct herum neben einander liegenden 
Winkel befländig zufammen vier rechte betragen. 


4 Die Schenkel jedes Winkels innen beyde rüds 
waͤrts verlängert werden, und biefe beyden Werlänges 
rungen bilden felbft einen Winkel mit einander, welcher 
Scheitelwinkel bed gegebenen heißt. Zwey folce 
Scheitelwinkel wie (fig. 3.) ABC und EBD werden 
offenbar durch einen dritten, CBD, getrennt, der mit 
jedem von ihnen einen Schenkel gemein hat, während 
fein zweyter die Verlängerung ihres ‚andern Schenfels 
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if. Diefer alfo iſt Nebenwinkel des erſten fowohl, als 
des andern, macht. folglich mit jedem von ihnen bie nem⸗ 
lihe Summe, und daher muͤſſen fie ſelbſt einander 
Be ſeyn. 


5. Der Winkel als einfache Grundeonſtrretion, hat 
nur, ein Moment: Unterſchied der Richtung Wenn 
alſo an zwey verſchiedenen Stellen Winkel gleicher Grös 
Be verzeichnet, von ber etwaigen Länge ihrer Schenkel, 
:worauf. .man bey - der Vorftelung des. Winkels :felbfl 
Seine: Rüdfiht nimmt, abflrapirt, fo ſind beybe: Gons 
Aractionen identiſch. Dies druͤckt mian- gewöhnlich fd 
Aus: Winkel von gleicdyer Größe find congruent, ober 
decken einander. -. Diefed Tann auf zweyfache Art ges 
fhehn. Det ein Winkel einen anderen, fo wird er es 
gleichfalls thun, wenn man feine Schenkel in umges 
kehrter Ordnung mit denen des anderen zuſammenfallen 
laßt. 


6. Eine drehende Bewegung, die von einer beſtimm⸗ 
ten erften Richtung ausgeht, kann jedesmal nad) ber 
‚einen:oder ber anderen. von den beyden Seiten, bie 
Diefe in--der - ebenen. Fläche ſtiftet, in welcher fie legt, 
geihehn. | 


.7. Mit dem Winkel. zugleich, obfchon nicht allemal 
. bey feiner Conftruction beachtet, erzeugt ſich der Kreis: 
bogen. Wenn man von: einem Puncte C (fig. 4) 
eine urfprüngliche Richtung nimmt, um von ihr aus 
"rehend zu anderen Richtungen fortzufchreiten‘, fo gibt 
man ber Linie, welche die erfle Richtung darſtellt, uns 
fehlbar eine. beflimmte Länge, und behält biefelbe am 
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nathrlichfien auch während ber Drehung ungeaͤndert 
bey. Alsdann befchreibt jeder Punct der gebrehten Linie, 
namentlich ihr Endpund, A, einen beffiimmten, zwi⸗ 
fhen den Schenkeln des Winkeld begrenzten Bug, wel⸗ 
cher ein Kreiöbogen genannt wird. Die brehende Be 
wegung läuft zuletzt in fich felbft zuräd; . der Kreisbo⸗ 
gen wirb alsdann zu einem zufammenbängenden, in 
fich felbft zuruͤkkehrenden Zuge, welher Umfang (Pe 
ripherie) ded Kreifed genannt wird, Die um ihren 
Anfangspunct gedrehte Linie heißt Halbmeffer (Ras 
bins des Kreifed); jener Anfangspume, ‚weil alle 
Puncte ber Peripherie gleichviel von ihm abſtehn müs. 
fen, Mittelpunct des Kreiſes; jebe gerade Linie, 
‚ bie zwey Puncte der Peripherie verbindet, Sehne; 
wenn fie durch. dad‘ Centrum geht, Durchmeſſer. 
Durch Mittelpunct und Radius ift die Gonfiruction bes 
Kreiſes völig gegeben. In der Elementargeometrie, 
fireng genommen, fol ber Kreis eigentlih nur als 
Möglichkeit, gerade Linien, die von einem Puncte aus 
nach verfhiebenen Richtungen gehn, gleich zu machen, 
und ald Begleiter der MWinkelbefchreibung auftreten; es 
ift Ausnahme von der Regel, wenn aud bie inneren 
Eigenfhaften, diefed Zuges ber befonderen Betrachtung 
unterworfen werben. 


IV. Beziehung zweyer Rihtungen gegen einander, 


- 1. Auch die Richtungen zweyer Linien, die getrennt 
bon einander in einer ebenen Flaͤche liegen, ſtehen zu 
‚einander in einer beflimmten Beziehung, welche erfannt 
werden kann, wenn man beyde mit einer dritten durch⸗ 
ſchneidet; wie CA und DB mit ABE (fig, 5.) und 
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bie beyden Winkel, welche fie mit diefer britten, auf 
ber nemlichen Seite von ihr, mittelft einflimmiger bres 
benber Bewegung befchrieben, bilden, CAB und DBE, 
mit einander vergleicht. Sind biefe Mintel identiſch, 
fo Heißen jene Linien gleihgerichtet, im gegentheie 
ligen Zalle werden fie verfhieden gerichtet 'ges 
nannt, und ihre gegenfeitige Lage erfcheint und Im era 
Ren Falle von anderer Art als im qwepten, 


| 2. Man mag die Anſchauung der in jedem Puncte 

einer‘geraben Linie identiſchen Richtung bderfelben anhes 
ben, im welchem biefer Puncte man will, fo ift es nicht 
'möglih, daß biefe ibentifche Richtung das eine Mat 
old verſchieden, das andere Mat ald nicht verſchieden 
pon einer zweyten, aus einem beſtimmten Puncte nea 
ben ihr umwandelbar genommenen Richtung, erfcheinen 
Tann. Iſt alfo die Richtung der Linie AC, angehoben 
in A, als nicht verfihieden von der Richtung der neben 
ihr von B ausgehenden Linie BD erkannt, weil beyde 
fi) gegen die Richtung ber britten ihre Anfangspuncte 
verbindenden AB, auf derfelben Seite von Ihr, unter 
gleichen einflimmigen Winkeln CAB, DBE neigen, fo 
kann die nemliche Richtung, angehoben in C, nicht 
verfchieden von ber vorigen zweyten BD erfcheinen, 
mithin, wenn ihre jebigen Anfangöpunete durch CB 
verbunden werden, ihre einflimmigen Neigungen gegen 
die Richtung derfelben, d. b. die Winkel FCB und 
DBG.nidht verfhieden feyn. Zwey gleichgerichtete Liz 
nien bilden alfo mit jeder dritten, Die aus einem Puncte 
der erften zu der anderen gebt, auf berfelben Seite von 
ihr fortgeführt, gleihe einflimmige Winkel, 
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V. Begriff der ebenen Kigur, und feine‘ aus⸗ 
meinen Bebingungen. 


1. Eine einfach begrenzte, ebene. Figur beißt jeber 
‚Xheil einer ebenen Flaͤche, welder in ihr durch einen 
zuſammenhaͤngenden, in ſeinem Fortgange ſtets durch 
verſchiedene Puncte gehenden, und zuletzt auf feinen 
Anfangspunct zurüdtehrenden Linienzug umgrenzt wird *). 


. 2% Wenn in einer ebenen Flaͤche eine Figur gebildet 
ft, fo liegt jeder Punct der Fläche entweder. ‚in. bem 
‚Umfange ber Figur, ober in ihr, oder außer. ihr, 

., Liegt ein Punct in einer Figur, fo muß jede Rich 
tung, bie von ihm aus beliebig ‚genommen werden. mag, 
den Umfang ber Figur erreichen, um auf deffen andere 
Seite gelangen .zu koͤnnen, und, umgekehrt. Daraus 
folgt, daß jede gerade Linie, die.durd einen Punct im 
Inneren einer Figur gebt, nothwendig, genugſam ver⸗ 
‚längert, ihn zwey Mal durchkreuzen muß, Liegt ein 
Punct außerhalb einer Figur, ſo muß es auf irgend 
eine Art moͤglich ſeyn, von ihm aus in einem zuſam⸗ 
menhaͤngenden Zuge fortzuſchreiten, ohnd dem Umfange 
ber Figur zu begegnen, und umgekehrt. = 


VL Bigusen ber Giementargeometrin 


1. Unter allen möglichen Figuren ift in Abſicht auf 
ihre Erzeugung die des Kreiſes, welche jeder beliebige 


Man pflegt dieſes unter dem Ausdrucke Figur ſchlechthin 
zu verſtehn. Es gibt aber auch mehrfach begrenzte Figu⸗ 
ren, deren Flächen als Differenzen von den Flächen ein⸗ 
fady begrenzter angefehn werden können, 


Pa W 
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Grenznunet einer ſich um ihren Anfangspunct brebens 
den Linie befchreibt, die einfachflee Jeder Punct, bes: 
fen Abſtand vom Mittelpuncte Meiner ift, ald die Ras 
biusweite, liegt im Innern, jeder Punct, der um mehr, 
als bie Rabiusweite vom ARittelpunete entfernt ift, liegt 
außerhalb des Kreifes: 


2. Die Koficht des erften Sa Ibſch ities der Ele⸗ 
menqrgeometrie, iſt die Bildung von Zügen, bie aus 
‚geraben. Linien. zufammengefegt find; ,-die Beflimmung 
ben „Bebingungen, unter denen ſie den Umfang eis 
ner, einfachen Figur barftellen koͤnnen; und. bie Erfors 
fung ‚ber ‚gegenfeitigen Abhängigkeit, in . welcher, ſi d 
alsdann ihre Srundbeſtandtheile befinden möften.. 


8. Eine gerade Einie gibt nien » pen Umfang ‘einer 
‚Figury. weil fie nicht in fich ſelbſt zurtdläuft. Ebenfo 
‚wenig thun dieſes zwey gerade Linien. Dat bie Rich 
tung ber einen einen Punct mit der anderen gemein, 
fo ſtellt eine vom ihnen für fi ober in Verbindung 
‚mit dee anderen einen zufammenhängenden und geſchlos⸗ 
‚fenen Zug dar. Biht eB- für ſie einen gemeinfchaftlichen 
Yunc, fo kann man, von ihm aus in ber Richtung 
:der-einen fortfchreitend, nicht zu einem Puncte der ans 
‚dern, alfo nicht ‚in biefe, mithin überall nicht. zu jenem 
‚gemeinfchaftlichen zuräd. gelangen, da, ber Natur ber 
‚geraden Linie. gemäß, eine folche mit einer anderen nur 
‚einen Punct gemein haben kann. 


Ein aus deep genden. Einien gebildeter Umfang 
ift alfo, ſofern feine. Möglichkeit, machgewiefen, werben 
kanne; bes. einfachfte,:;‚Äberbaupt ; aus geraden Einien 
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möglihe, mithin ber. eifte Bepenfnt der Elementen: 
geometrie. 


Zweytes Capitel. 
Theorie der Drevedsconſtruction. 


‚Die Möglichkeit, aus brey verſchiebenen ‚gecaben 
Sinien einen Bug zu bilden, ift von ſelbſt klat; auf 
gleiche Weife auch die, ihn in fich felbft zurtichaufend 
zu machen. Denn man kann aus jebem Püntte zwey 
gerabe Linien ziehn, und ihre Endpuncte Durch eine 
dritte, die alsdann von der einen wie der anderen vers 
fdieden werben muß, verbinden, | © ‚entiieht das ebene 
gerablinigte Dreyed. | £ 

Sein Umfang erhält als Grundbeftandtheile by 
gerade Linien oder Seiten, unb brey Winkel, der 
‚jeder durch zwey Seifen (die ihm anliegen) gebildet, 
und durch die dritte (ihm gegenüberftehende, ober feine 


Gegenfeite), abgefchloffen wird. Der Nebenwinfel von. 


einem folchen pflegt ein äußerer Dreyedswinkel ge⸗ 
nannt zu werden. 

Die eigentliche Theorie der Dreyedlsconffruction hat 
zu unterfuhen, ob und in wie fern unter den Grund: 
beftandtheilen oder Stüden eines Dreyeckumfangs ges 
genſeitige Verbindung und Abhängigkeit‘ flatt - findet. 
Der würklihe Verfuh des Gonfteuirens, :indem man 
folhe Stüde einzeln annimmt, fie zu dem verlangten 
Zuge zu’ verbinden flrebt, und genau unteifcheidet, ob 
dabey bie. Fteyheit der Gonftruction fortbauert, ober ob 
und wie weit die⸗zu⸗ ihrer Wollenbung noch: erferberlis 


. r ‘ , ü 
hen Stüde durch bie fruͤher gefehten bereits vorges 
ſchrieben mm, kann barlıber allein entfcheiben, 
L Berbinbung unter den Winkeln eines Drepeas, 


Aus den Principien über bie gegenfeitige Beyiehung 


zweyer Richtungen läßt fich fofort eine fehr. beflimmte _ 


Abhängigkeit ber. Winkel eines Dreyecks von einander 
ableiten. | 


1. Bwey Seiten eines Dreyecks koͤnnen nicht gleich 
gerichtet feyn, weil folche Linien nicht fähig find zu⸗ 
fammenzuftoßen. Sind (fig. 6.) BD und AC, .unter 
gleihen Winkeln CAB und DBH gegen AB geneigt, 
fo find. e8 ihre ruͤckwaͤrts gemachten Werlängerungen 
AE:.unb BF, wegen Gleichheit der Scheitelwintel,” CAB 
== GAE, und DBH = ABEF gegen biefelbe AB,: uns 
ter den nemlichen Winkeln auch; die Eonftructionen über 
und unter AB find congruent ; wenn alfo. AC und. BD 
‚oberwärtd hin zuſammenſtoßen follten, fo ‚müßte das 
Gleiche mit AE und BE niederwärtd geſchehn; dann 
‚würden alſo zwey Müchtungen in zwey. verfchiebenen 
Puncten zufammienftoßen, welches unmöglich. iſt. Solche 
‚gleichgerichtete Linien find alfo parallele; d. h. nach 
feiner Seite zufammenfloßende, während zwey Sctm, 
eines Dreyecks allemal ald fähig, vorwärts gerichtet zus 
fammenzutreffen (convergirenb), aber unfähig, biefes 
in umgelehrter Richtung zu thun (divergirend) er: 
ſcheinen muͤſſen. 


2. Sind in den Endpuncten ber gegebenen AB zus 
erſt gleichgerichtetei.Kjnien aufgeſtellt geweſen, und. fol 
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bie eine, AC, ihre Lage nicht aͤndern, ſo muß bie an, 
bere, BD, ſich alfo einwärtd gegen fie, : in-bie Lage 
BC, drehen, wenn mit ihr und jener über CB ein 
Dreyeck zu Stande kommen ſoll, mithin muß ſie einen 


größeren Winkel, CBH, mit der Richtung AB bilden 


zals vorher, wo diefer Winkel DBH.,: und. derkttmit der 
erſten AB gebildeten, d. h. CAB,, :.gleich war... Der 
Winkel CBH iſt ein Außer Winkel: des. entftandenen 
Dreyeds, der Winkel CAB ein innerer, diefem:.Außeten 
entgegengefeßter, der Dreyedöfeite, welche mit ber Ber: 
-Iängerung: einen anderen den äußeren Winkel bildet, ges 


genuͤberſtehender. Diefer auhere iſt alſo a allemal groͤßer 


als jener innere. 


3. Die. —* inneren Winkel eines Oreyeco die 
“nicht mit dem aͤußeren an gleichem Scheitelpuncte lie⸗ 
gen, betragen zuſammen fo viel als er ſelbſt. Sind, 
wie anfangs, .AC und BDi.gleichgerichtet, weil die 
"Winfet CAB und DBH gleich ſeyn follen, .fo muͤſſen 
fit auch (S.198,2.) gleiche einftimmige Winkel: mit der 
fie verbindenden Linie .BE..bilden, alfo KCL, = DBC 
ſeyn. Nun kann für KCL fein Sceitewinfel ACB 
: gefeßt werben. DBC iſt CBH — DBH, man erhält 
.alfo, ba DBH und CAB gleidy feyn follen, ACB = 
"EBH — DBH, mithin ACB + CAB —= CBH. 


Zu en Die drey Winkel des Dreyeds betragen fo viel 
.ald zwey rechte... Der ‚äußere Winkel, und derjenige 
innere, welcher mit ihm an demfelben - Scheitelpuncte 
liegt, ald Nebenwinkel, geben diefe Summe von felbft. 
‚Wenn alfo bie beyden anderen inneren Winkel des Drey: 
ecks ;zufagumen fo viel als dieſer äußere betvagen, fo 
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"geben fle und jener britte innere Mintel gleichfalls zus 
fammen die Summe von zwey rechten. 


5. Man barf alfo behaupten, daß durch zwey Wins 
kel eines Dreyecks der dritte unabänberlich beftimmt ift, 
unb daß zwey Dreyelöwintel niemals zufammen fo 
viel ald zwey rechte, ober gar noch mehr, ſondern im 
Segentheile. ftetd weniger ald dieſe Summe austragen. 
Aus: diefem Grunde fann ein Dreyed (dad rechtwink⸗ 
lichte) nur einen rechten Winkel, und neben bemfelben 
noch zwey, deren jeder ſpitz iſt; auf gleiche Art Tann 
ves (dad ſtumpfwinklichte) nur einen flumpfen nes 
ben zwey fpigen enthalten; follen zwey einander gleiche 
Winkel in einem Dreyede liegen, fo müflen beyde fpige 
Winkel: ſeyn. 


IL GSonfteuetion bes Dreyels qus zwey Seiten | 
und dem eingefhloffenen Winkel 


Will man Seiten und Winkel zu einem Dreyecks⸗ 

“ amfange verbinden, fo bietet fich, als die einfachfte uns 
ter allen, die Conftruction ded Dreyedd aus zwey Sei: 
ten und dem eingefchloffenen Winkel dar. Sie ift uns 
ter gänzlicher Unabhängigkeit und unbefchränkter Wahl 
dieſer drey Größen, alfo unbedingt, möglich; fie voll: 
endet fich, fobald auf den Schenkeln. des angenomnienen 
Winkels die geforderten Längen der Schenkel bargeftellt 
find, durch dad Ziehn einer geraden Linie zwifchen den 
Endpuncten derfelben, wodurch die dritte Seite, ſowohl 
der Größe ald der Lage nach, mithin auch die Winkel, 
J welche ſie mit den beyden anderen bildet, vollkommen 
beſtimmt werden. Man koͤnnte allerdings, ſobald jene 
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Längen verſchieden find, fie auf zweyfache Art auf dm ' 
Schenfelrihtungen bed gegebenen Winkels abſchneiden. 


Da aber gleihe Winkel, auch umgewendet, fich cons. 


gruent bieiben, fo werden Dreyecke, wenn fie den nems 


lichen Winkel befigen, und nur baburch verfchieben find, 


daß ſich in ihnen die Längen feiner Schenkel verwech⸗ 
felt haben, umgemwendet mit jenen Winkeln, unter 
fi gleichfalls congruiren müffen. Sollen die Schenkel 
gleich lang feyn, fo gibt es nur eine Art, dad Dreyeck 
zu conſtruiren; ed wird ſich beden, wenn es mit ſei⸗ 
nem Winfel an der Spige umgewenbet wird; es mlıds 
fen alfo in einem gleichfchenklichten Dreyecke bie den 
gleihen Schenteln gegenüberfiepenben Winkel gleiche 
Groͤße beſitzen. 

Schon dieſer erſte Satz it ein fruchtbares Princip 
für weitere Unterfachungen. Dan Tann die Gleichheit 
zweyer geraden Linien, oder zweyer Winkel. bemeifen, 
fobald fih Dreyecke conftruiren laſſen, die in Abſicht 


auf zwey Seiten und den eingefchloffenen Winkel idens- 


tifch find, und in denen die ald gleich zu erfennenden 
Linien die dritten Seiten barftellen, oder jene als gleid) 
nachzuweifenden Winkel, der eine im erften, ber andere 


im zweyten Dreyeck liegend, zufammenfalen müßten, - 


wenn die Dreyede zur Congruenz gebracht würben, 


Es mag fofort an diefem erſten Galle ber Dreyecks⸗ 


conftruction die Methode verfinnlicht und ausgeuͤbt wers 
den, welche den Dauptfchlüflel für die Erfenntniß der 
Geſetzmaͤßigkeit zuſammengeſetzter Groͤßen abgibt. 
Wenn nemlich eine ſolche Größe durch Verknuͤpfung 
von Grundbeſtandtheilen erzeugt wird, deren einige un⸗ 
abhaͤngig von ſich und den uͤbrigen ſind, und in ſofern 
urſpruͤngliche zu beißen pflegen, während bie ans 
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dern durch fie beſtimmt und mittelbar hervorgerufen, 
und alddann abhängige genannt werben, fo muß 
man almälig jedem jener urfprünglichen Beſtandtheile 
eine beliebige Aenderung geben, und erforfhen, welche 
Aenderungen dadurch in den gleichzeitigen Zuftänden 
der abhängigen Beſtandtheile nothwendig werden. Nur 
auf dieſe Art läßt fich eine allgemeine Kenntniß zuſam⸗ 
mengefester Größen, und aller Zuftänbe, deren fie fähig 
. find, erwerben. . 


Um alfo, da bie Conſtruction aus zwey Geiten 
und dem eingefchloffenen Winkel jederzeit möglih und 
vollfommen beftimmend für die drey uͤbrigen abhängizs 
gen Stüde des Umfangs ift, den eigentliben Gang 
berfelben, und ben Bufammenhang der verfchiedenen 
Geftalten, die ein aus ihr -hernortretended Dreyeck an⸗ 
zunehmen vermag, zu erkennen, fol der Einfluß, wel: 
hen die beliebige Aenderung von einem jener drey urs 
fprunglid angenommenen Grunbbeftandtheile auf die 
drey übrigen, von ihnen abhängenden und durd fie bes 
ſtimmten Stüde des Dreyecksumfanges und deren gleich⸗ 
zeitige Aenderungen haben muß, in der Conſiruction 
verfolgt werden. 

Es aͤndere ſich bey der Conſtruction des Dreyeckt 
aus zwey Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel bloß 
die eine Seite. Man fragt ‚nach den gleichzeitigen 
Aenderungen ber bepden anderen ginkel und ber drit⸗ 
ten Seife, 


a. Die aiſte —2 trifft bie beyden anderen Winkel 
bes Dreyecks. 


‘ 


Hier ift’fofort Mar, daß, ſobaid (ig. 7.) der Eine '; 
Schenkel, CB, des unabänderlihen Winkels C, Tih 
verlängert, fein Endpunct D über die. bisherige--Wafls 
AB hinaus, alfo jenfeitd derfelben gerüdt wird, mithin. 
eine Linie AD, bie aus dem Anfangspuncte der Baſis, 
A, zu ihm gezogen wird," jenſeits diefer Baſis fallen, 
folglich mit dem dieſſeits von Ihr gelegerten oberen Schens 
Tel des Winkel C, einen größeren Winkel CAD, ald 
ber anfängliche CAB bilden muß. 


4; Mithin hat das Wachfen des unteren Schenkels 
ein gleichzeitiges Zunehmen; das Ahnehmen jenes Schen⸗ 
kels alſo eine gleichzeitige Verringerung des ihm gegen⸗ 
überftehenden Winkels zur nothwendigen Folge. 

Wenn aber der erſte Winkel-.eined Dreyecks uns 
wanbelbar ift, der zweyte Hingegen fich ändert, fo muß 
auch der dritte eine Aenderung leiden, und dieſe muß 
fih, weil alle drey zufammen zwey rechte austragen, 
mit der des zweyten ’compenfiren, mithin derfelben der. 
Größe nach gleich, in Abficht auf bie Beziehung aber 
wiberftreitend ſeyn. 

1: 

2. Iſt alfo durch das Zunehmen der Seite CB, ihr 
Gegenwinfel gewachfen um BAD, fo darf man nit 
allein behaupten, daß ber dritte Winkel des Dreyeds, 
vorher CBA, jetzt D, kleiner geworden ſey, fondern, 
daß feine Abnahme genau fo viel als die Zunahme des 
zwehten, d. h. fo vichals BAD’ befräge, ‘ 


3. Es verdient hier ald genauere Beflimmung bes . 
merkt zu werden, daß jedesmal, wenn man die Ver: 
längerung bed unteren Schenkels fo groß ald die Baſis 


rg 
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des zuletzt vorhanden geweſenen Dreytcks, alfo BD — 
AB macht (weil alsdann bie Winkel BAD und D iden⸗ 
tiſch find), die allgemeine Bertehürg - CBA - Duo 
BAD, - in bie Seflat CBA— D D, "oder CBA 
= 2D, oder 4CBA = D Abergeht, ! mithin ber am 
Endpuntte bed verlängerten Schenkel entftehende britte 
Winkel des Dreyecks nur noch halb’ fo groß wird, als 
er es vorher war. Es kann alſo dieſer Winkel im 
dortgange der Conſtruction unter jede beftimmte ‚ nd 
fo geringe, Stleinheit herabfi nken. Denn es laſſen ſich 
aͤhnliche Verlaͤngerungen des unterm Schenkeis, “deren 
jede ein neues Dreyeck hervorruſt, ſo viele als man 
witt nach Belichen wiederholen‘ ‚und ſterige Halbirans 
gen Vermögen eine Größe unter ie, beliebige Kein 
beit derabzudruͤcken *. Fe 
4. Der Gegenwintel ber verÄnderihen are far 
alfo, wenn fie fortfährt zu wachfen, dem Werthe, Ne: 
benwinket des unabaͤnderlich gedachten inte C zu 
als eine beliebig gewaͤhlte Kleinheit unterſchelbet. 
Daraus folgt, daß der nemliche Winkel 9— im 
Verlauf der Conſtruction als eine continuirliche Groͤße 
fortbildet, ſo daß kein Werth zwiſchen o'und 2R-—-C 
it, den er nicht bey dem Fortgange feiner Gegenfeite 
von 0 ‚bis in beliebige Weite anzunehmen fähig waͤre. 


n über. 1 binauagen, ftets aröher at 1, ithim, mi 


8 | 2a: 
Heiner 1. ri et 
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Denn fobalb am Scheitelpunct A, durch Wachſen der 
Gegenſeite CB, ein groͤßerer Winkel, CAD, entflehen 
kann, als ein gegebener ‚ ber um ein Beftimmtes ge 
zinger ift ad 2R — C, kann man ben letzteren als 
einen Theil von CAD am Scheitelpuncte A, darſtellen, 
und eine Linie, welche den Winkel CAD theilt, wie 
AB, muß nothwendig ſeiner Gegenſeite begegnen, und 
von ihr ein beſtimmtes Stuͤck CB abſchneiden. Als 
folglich früher die continuirlich ‚wachfende Gegenfeite ben 
Werth CB gehabt, ift jener gegebene Winkel ihr. gegenz 
über unfehlbar hexvorgetreten. 

5. Erlangt der Gegenwinkel der wachſenden Site 
allmälig und. continuirlich alle Werthe zwiſchen fı) bis 
2R — c, fo muß gleichzeitig der dritte anliegende 
Winkel continuirlih. alle Werthe zwifchen 2R — C 
und O erhalten.. | 

.. r 

6. Ueber. bie Srößenverbältniffe beyber Winfel, ſo⸗ 
fern fi fi e von ben Verhaͤltniſſen ber ihnen gegenüberfte: 
beriden. Schenkel abhängen, ergibt die Betrachtung der 
Gonftruction ſogleich Nachfolgendes : 

Laͤßt man die erfte Form des Dreyecks bie gleichs 
fhenklihte CA. = CB feyn, fo find die Winkel an 
feiner Baſis gleich. Waͤchſt nur der eine Schenkel, jo 
wirb der Winkel ihm gegenüber, CAD, größer als 
vorhin, während ber andere, ber dem ungeändert ge: 
bliebenen Schenkel CA entgegenfteht, kleiner als vors 
bin werben muß. Es beträgt alfo dieſer vergrößerte 
intel GAD unfehlbar mehr als jener verkleinerte, D. 
Es muß alfo in jedem Dreyede der Seite, die größer 
ift als eine andere, ein größerer Winkel ald diefer ans 
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deren gegenüberliegen. Daraus, verbunden mit dem 
Sage, daß gleihen Seiten gleihe Winkel gegentibers 
ſtehn, folgt von felbft, daß auch umgekehrt dem größes 
ven Winkel die größere Seite gegentiberliegt. 


7. Wäre das anfängliche Dreyeck CAB nicht gleichs 
ſchenklicht, ſondern irgend ein beliebiged gewefen, fo 
würde wenigftend in dem Falle, wo das Wachfen des 
einen Schenkels, BD, foviel ald die Baſis AB des ans 
fänglichen Dreyecks beträgt, der Winkel ihm gegenüber, 
CAD = CAB + BAD, größer ald ber dem anderen 
Schenkel entgegenftehende, D = BAD, feyn, mithin 
die Gegenfeite de8 erfen CD = CB + BD = CB 
++ AB größer ald die ded anderen CA. Zwey Seiten 
eined Dreyedd betragen alfo jederzeit mehr ald bie 
bitte 


b. Ueber die Zuftände, welche bie dritte Seite eines 
Dreyecks erhält, wenn fich in ihm die Länge des einen 
Schenkeld von einem unmandelbaren Winkel verändert, 
ergibt fich Folgendes, wobey zunäcft der unwandelbare 
Winkel C (fig. 8.) ald ein fpiger gedacht wird. 


41. Da der Winkel, dem wanbelbaren Schenkel ges 
genuͤber, alle Werthe zmwifchen den Grenzen O und 
2R — C mit Gontinuität durchläuft, während diefer 
Schenkel fich fletig von O an fortbildet, alfo auch alle, 
wobey er geringer ift ald R— C, wo denn der britte 
Winkel feines Dreyecks jedesmal mehr ald A auszu⸗ 
machen hat; To muß eine erite Reihe von Dreyedöfor: 
men CAB, CAD u. f. w. entftehn, welche an ber 
Ede, die ber Endpunct ‚bes wandelbaren Schentels 
14* 


' 
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firirt, B, Du. f; w. einen flumpfen Winkel enthalten. 
So lange dieſes der Fall ift und bi endlich an der ges 
nannten Ede ein rechter Winkel, E, entſteht, welches 
im Fortgange der Gonftruction nothwendig geſchehn 
muß, aber nur ein Mal moͤglich iſt, wird die dritte 
ſchließende Seite des Dreyecks jederzeit kuͤrzer als der 
unwandelbare Schenkel, jeder folgende Zuſtand berfel: 
ben wird kleiner als der vorhergehende, ſie iſt mithin 
im fortwaͤhrenden Abnehmen begriffen. Denn da der 
"Annahme zufolge die Dreyecke CAB, CAD, ABD, bey 
B und D ftumpfe Winkel enthalten, und dem flumpfen _ 
Winkel in einem Dreyede die größte Seite beffelben 
gegentiberfteht, fo muß AC > AB > AD fen. | 

Sobald aber bey weiterem Fortgange der Conſtruc⸗ 
tion an ber vortretenden Ede, FG (fig. 8.), ſpitze 
Winkel entfiehn, muß die dritte Seite wieder in be 
fländigem Wachfen begriffen feyn. Denn AE ift Hei: 
ner ald AF, weit ber Winkel bey E ein rechter;  AF 
Meiner als AG, weil ber Winkel AFG ein ſtumpfer 
Winkel ift. 

Sie hat alfo ihren Pleinften Wert), wenn fie auf 
der Richtung des unteren Schenkels als Loth auftrifft. 
Man darf hinzufügen, fie hat gleiche Werthe, wenn fie 
ihn in gleichen Entfernungen vom Fußpuncte Diefed 
Loths erreicht. Denn find EF und EB gleich lang, fo 
haben die Dreyede AEB und AEF beyde ben rechten 
Winkel bey A, und die ihn einfchließenden ‚Seiten EB 
= EF; AE = AE gemein, es müffen alfo auch ihre 
dritten Seiten, AB und AF, zufammenfallen. 


2. Die dritte fchließende Seite erhält mit Continui: 
tät jeden Werth zwifchen AC und AE während ihres 
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Abnehmens; jeden, der betraͤchtlicher a als AE wäh: 
venb ihres Zunehmend, alfo jeben zwifchen AC und 
AE enthaltenen zwey Mal, aber jeden größeren als AC 
nur ein Dal. Denn fey irgend eine Linie größer als 
das Loth AE, fo kann man fie von A aus in ber 
Richtung bieſe⸗ Loths AE auftragen — AH, und wenn 
man alddann mit ihr ald Radius einen Kreis befchreibt, 
wird der Punct E im Innern defjelben liegen, alfo bie 
durch ihn fortgeführte Richtung CE ſich mit der Peri- 
pherie dieſes Kreifes, irgendwo in F, kreuzen, mithin 
AF = AH bad Dreyeck darftellen, deſſen fchliegende. 
Seite AF = AH iſt. Jedoch nur in bem Fall, wenn 
AF AB Heiner ift als AC, mithin AH =AF=AB 
Heiner als CA, kann ein ſolches zweytes Dreyeck ents 
ſtehn. 

Waͤre das anfaͤngliche Dreyeck ſelbſt ein rechtwink⸗ 
lichtes, AEG, oder ein ſtumpfwinklichtes, AFG, ge: 
weien, fo würbe deflen dritte fchließende Seite AF oder 
AG, immer in einem fteten Wachfen begriffen feyn. 


3. Iſt alfo die fihließende Seite fo lang als ein 
Loth, welches aus dem Endpuncte des gegebenen Schen⸗ 
feld für den angenommenen Winkel auf bie Richtung 
von deffen anderen Schenkel allemal möglich ift, ober 
länger ald ber gegebene Schenkel des unabänderlichen 
Winkels, fo kommt unfehlbar, nur ein einziges Mal, 
ein Dreyed hervor, welches fie ald folche enthält. Iſt 
fie aber länger ald das eben genannte Loth und Fürzer 
ald jener gegebene Schenkel, fo muß der Verlauf der 
Gonftruction zwey Übrigens verfchiedene Dreyedöformen 
hervorrufen, in welcen fie als fchließende Seite «rs - 


fcheint. 


7 
* 
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B. Wenn fich bey ber Conſtruction eines Dreyeds - 


u aus zwey Seiten und dem eingefchloffenen Winkel, diog 
dieſer Winkel ändert, feine Schenkel aber unmandelbar 


bleiben, fo ift Nachftehendes über bie gleichzeitigen 
Aenderungen ber beyden anderen Winkel und ber britten 
Seite feftzufegen. M 

a. Wenn bie Schenkel bed angenommenen Winkels 
velſchiedene Größen find, fo ergibt fich für die übrigen 
Stuͤcke des Dreyeds Folgendes : : 


a. Der Gegenwintel bed längern Schenkeis folgt 
nachſtehender Regel: 


4. Der Gegenwinkel CBA des größeren Schenkels, 


CA (fig. 9.), muß nothwendig abnehmen, ſobalb der 


an ber Spitze BCA vergroͤßert wird, Denn dreht man, 
damit dieſes gefhehe, ben größeren Schenkel CA aus: 


‚wärts, fo Tann fein Endpunct, vorher A, jest D, bie 


Richtung der Gegenfeite BA nicht erreichen, da CA 
fhon unter einem fpißen Winkel bey A in bdiefelbe 
trifft und jede, die, jenſeits CA liegend, daffelbe thun 
fol, länger ald CA feyn muß. Er liegt alfo bieffeits 
der Linien BA und BC; mithin fält die zu ihm aus 
B gezogene Linie BD zwiſchen jene beyde, theilt alfo 
beren Winkel, und laßt CBD geringer ald CBA werden, 


2. Der Gegenwintel bes größern Schenkels ändert 
fi mit GContinuitätz und kann alle Werthe zwifchen O 
und 2R annehmen. 

. Denn fey (fig. 10.). CBE ein beliebiger Winkel 
zwifchen_jenen Grenzen. Da CB Heiner feyn ſoll als 
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CA, fo tiegt B im’ Innein des Kreifes, ben bey ab⸗ 
nehmenbem Winkel C an der ’Spige, bir Endpund 
feines längeren Schentels CA zum Theil beſchreibt. Es 
iſt alfo der zweyte Schenkel BE jenes beliebigen Win⸗ 
kels CBE eine Einie, die durch einen Dünct im Innern 
dieſes Kreiſes geht; fie muß alfo, genugfam verlängert, 
die Peripherie deffelben burchkreuzen. Bieht, man zu 
einem Puncte E, wo biefes geſchieht, einen Radius 
CE, fo ift das Dreyed CBE dargeftelit, in welchem 
für einen beſtimmten Werth des Winkels an der Spitze 
ECB, gebildet durdy die gegebenen Schenkel, CB und 
CE = CA, dem längern Schenkel der verlangte Wins 
kel gegenuͤberſteht. 


ß. Der Gegenwinke des kurzeten Schenkels erfor⸗ 
dert in Abſicht auf den Gang ſeiner Conſiruction eine 
urſpruͤngliche Betrachtung, da dad Wachſen des Wins 
kels an der Spitze, und das gleichzeitige Abnehmen des 
Gegenwinkels für den laͤngern Schenkel, tiber feine ſi⸗ 
multanen Zuſtaͤnde Feine unmittelbare Solgerung zu: 
laſſen. 


1. Man geht hier am bequemſten von dem Falle 
aus, wo der Gegenwinkel des laͤngern Schenkels, der 
(a, 2.) jeden Werth zwiſchen O und QR erhalten kann, 
felbft ein rechter ift, wie CBA (fig. 11.). Der Werth, 
welchen alödann der gegenwärtig in Unterfuchung ges 
nommene Gegenwinfel des kuͤrzern Schenkels CB ers 
hält, CAB = R — BCA ift der größte, den er im 
Verlauf der Gonftruction jemals erlangen Tann. 

Denn da CB, als Loth auf die Richtung BA, 
kuͤrzer iſt ald irgend eine andere Linie, bie von C aus 


we 
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zu biefer Richtung gezogen werben Tönnte, fo mag ſich 
jetzt der rirzere Schenkel ‚des Winkels BCA einwaͤrts 
drebn, um einen kleineren Winfel.DCA, ober au: 
wär, um. einen ‚größern KCA. zu beſchreiben, ſein 
Endpunkt D ober K muß immer. ‚unter ber Richtung 
AB, bie er. aur, wenn. er laͤnger wuͤrde als CB, er: 
reichen. ‚Ünnte, fo wie, über ber bes unverrhdt anges 
nommenen laͤngern Schenkels CA bleiben, alſo zwifchen 
beyde ‚fallen, mithin eine aus dem Scheitelpuncte des 
Winkels CAB, den beyde einfchließen, au. ihm ‚gezogene 
Linie, AD oder AK, dieſen Winkel theilen, mithin 
DAc aber KAC Heiner als ihn ausfallen laſſen. 


2. Der Gegenwinkel des kuͤrzeren Schenkels erhaͤlt 
jeden Werth zwiſchen den Grenzen O und R.— BCA 
‚unb zwar zwey Mal. Denn es ſey wieder CBA bie 
Form des Dreyecks, wobey der Winkel CÄB=R— 
BCA if. Jeder kleinere Winkel an demfelben Scheitel: 
puncte, wie CAD, muß mit feinem zwenten Schenkel 
‚AD zwifchen die des Winkels CAB fallen, von Der 
Segenfeite deffelben, CB, ein Stuͤck — CE ſchneiden, 
alfo durch einen Punct E, näher bey dem Mittelpuncte 
des mit CB befchriebenen Kreiſes als jeder Punct feiner 
Peripherie hindurch gehn, mithin bie Peripherie, ges 
nugfam verlängert, zwey Mal, in D und in H burdys 
kreuzen, und auf biefe Art zwey Dreyede, CAD und 
CAH, barbieten, beren jedes ihn ala Gegenwinkel des 
kuͤrzeren Schenkels enthält, | 


3. Der Gegenwinkel des Fürzern Schenkels iſt fletig 
im Abnehmen begriffen, fo lange der bed längeren 


Ph} 
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Schenkels ein flumpfer; im Zunehmen, ſo lange dieſer 
kein ſolcher Winkel iſt. 

‚Denn, nian. behalte, CDA alß ſtumpfen Winkel 
gäacht, fuͤr den Augenblick die Richtung AD, mit 
welcher {fin der kuͤrzere Schenkel CD bildet. Dreht fich 
biefer bey wachſendem Winkel ACD auswärts, fo muß 
a kuͤrzer werben als porhin, wenn. er, als CF in jene 
Kichtung AD binabreichen fol (©. 511,1.) fein Enbpunct 
& alfo, CD = 66 gefeht, muß, jenfeit8 DA liegen, 
mithin AG auch jenfeit8 AD, mithin ber. Winkel CAG 
größer ſeyn als der Winkel CAD. Iſt hingegen der 
Winkel AKC ein rechter oder ſpitzer, und behaͤlt man 
die Richtung AK, waͤhrend ſich bey Wachſen des Win⸗ 
kels KCA deſſen Schenkel KC auswaͤrts dreht, fo 
müßte ſich dieſer als CL: verlängern, um bis in jene 
Richtung zu reichen, fein Endpunc H alo, CH=CK 
geſetzt, muß unter jener Richtung, .. folglid AH unter 
AK liegen, mithin der Winkel AHC Meiner als ber 
intel KAC feyn. 

y. Ueber die fucceffiven Zuflände ber dritten Seite, 
wenn ſich ihr Gegenwinkel ändert, während deſſen 
Schenkel unwandelbar bleiben, ergibt ſich Folgendes: 


1. Sie muß mit dem Wachſen des Winkels gleich⸗ 
zeitig unfehlbar zunehmen. 

Dreht ſich (Ag. 9.) der Schenkel des Winkels 
BCA, an deſſen Endpunct ein ſpitzer Winkel A anliegt, 
auswärts, damit jener erfigenannte Winkel wachſe, aus 
ber Lage CA in bie CD, wobey CA = CD bleibt, 
verringert ſich alfo fein Gegenwinfel, vorher CBA, 
jegt CBD, fo muß des legten zweyter Schenkel, BD, 
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zwifchen ben Schenkeln des anfänglichen CBA, und zu 
einem jenfeitd feiner Gegenfeite CA’ gelegenen Purctt 
D geführt, diefe Gegenfeite iegendbwo in E durchſchrei⸗ 
ben, und fich eben dadurch aus zwey Stüden, BE md 
ED, zufammenfegen, wovon bas erfte, BE, in das 
Dreyeck EBA gehört, welches von bem anfaͤnglichm 
CBA abgeſchnitten wird, das zweyte, ED, hingegen 
in das Dreyeck CED, welches ſich ihm anlegt, wem 
CA in die Lage CD gebracht wird. Nun iſt im erſtei 
der genannten Dreyede, j | 
BE + EA > AB, und eben fo im zweyten 
ED + CE > CD, mithin adbirt: 


BD + CA > AB -+ CD, woraud CA = CD 
aus beyden Seiten mweggelafien, BD > BA folgt. 


2. Die dritte Seite durchläuft mit Continuität alle 
Werthe zwifchen zwey Grenzen, von benen bie eine 
bie Differenz ber beyden übrigen gegebenen Schenkel, 
CA — CB, die andere deren Summe, EA + CB ift. 

Denn es iſt, dieſes vorausgefegt, allemal ein 
Dreyeck aus ihr und den beyden andern möglih. Sey 
(fig. 12.) CB bie erfle, CA die zweyte, und mit dies 
fer ein Kreis befchrieben ; es erflrede fih in ber Rich: 
tung ded erftien CB, von ihrem Endpuncte B aus, die 
dritte vorwärtd ald BD, rüdmwärts ald BE. Der Ans 
nahme gemäß ift CB + BD > CA, und CB — BD 
= CE, d. h. CE < AC. 63 fällt alfo D außerhalb, 
E innerhalb des mit CA befchriebenen Kreifes. Diefe 
beyden Puncte D und E gehören aber der Peripherie 
eined zweyten Kreifes an, der aus bem Centrum B 
mit bem Rabius BD befchrieben werben kann. Seine 
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Peripherie muß alfo bie bed erften nothwendig über der 
Richtung bon CB kreuzen. Geſchieht diefes in F, fo 
if, da CF = CA und BF = BD, das Dreyed CDF 
das verlangte. 


B. Wenn bey der Bildung eines Dreyecks aus zwey 
Seiten und dem eingeſchloffenen Winkel die Schenkel 
des angenommenen Winkels gleiche Länge befiten, fo 
gibt fich über die andern Sthde bed Dreyecks, falls 
ber angenommene Winkel wanbelbar wird, Folgendes: 


1. Die beyden, dem Schenkel gegenüberflchenven, 
Winkel, allemal wie diefe gleich unter einander, jeder 
= R — YBCA (fig. 13.), nehmen, wenn der an 
der Spike wählt, fietig ab, und erhalten jeden mu 
zwifchen R und 0, 


2. Die dritte fchließende Seite ift aus gleichem 
Srunde wie vorhin (S.217,1.), in fletigem Wachſen 
begriffen und muß jeden Werth zwifchen O und 2CA 
erhalten. 


3. Dabey bietet. der Verfolg der Gonftruction eine 
befonderd merkwürdige Beziehung bar. Sey (fig. 13.) 
BCA die erfte, BCD bie zweyte Form bed gleichfchends 
lihten Dreyecks, entftiehend, wenn fich der erfte Schens 
kel des Winkels C dreht, und dadurch, in ber Peris 
pherie eined Kreifed mit feinen Endpuncten fortruͤckend, 
in die Lagen CA und CD gelangt, fo ift offenbar auch 
bad Dreyeck ACD ein gleichfchenklichte. Nun ift im 
erfien, BCA, der Winkel BAC = R — MBCA, im 
zweyten ACD ber Winfel CAD. = R— "4 ACD, 


270 


r 


alfo abbirt. BAD = R — Y,BCD; wo aub A ‚liegen 
möge: Mithin ift ber Winkel, ‚welcher fich der Linie 
AB gegenliber ſtellt, jeberzeit von gleicher Größe, fi 
bald fein Scheitelpunct irgendwo in dem Kreisboger, 
welcher über ber Sehne AB entflanden iſt, genommer 
wird. - 8: eröffnet ſich durch dieſe Betrachtung eire 
wichtige Beziehung der Kreiöperipberie. auf die Con 
firuction von Winkeln, welche weiterhin den Oroenfiant 
bejonbere Unterfuchungen abgibt | 


IL Die Conſtruction eines Dreyecks aus einer 
Seite und zwey Winkeln, die derſelben anliegen 
ſollen. 


Die Seite mag beliebig gewählt werben. In Ab⸗ 
- Sicht auf die Winkel: muß man brey Fälle unterfcheiden, 
Sie Fünnen mehr oder weniger, oder genau foviel als 
zwey rechte zufammen ausmachen. Die beyben erften 
Fälle kommen auf einen zurüd, Wenn (fig. 14.) CAB 
und ABD zuſammen mehr ald zwey rechte betragen, 
und man bie Zinien CA und DB, welche biefe Winkel 
an den Enden einer dritten, AB, bilden, rüuͤckwaͤrts 
verlängert, fo ergeben biefe Berlängerungen, AE und 
BF, mit der dritten, zwey Winkel, welche Nebenwinkel 
ber vorigen find, EAB und ABF. Alle vier find zwey 
Maar Nebenwinfel, machen alfo vier rechte. Da bie 
beyden erften mehr ald zwey rechte feyn follten, fo 
muͤſſen die beyden legten weniger ald zwey rechte be- 
tragen. Man braucht alfo nur folgende Zälle zu un; 
terfuchen. 


A. Wenn die beyden Winkel, welche an ben Enden 
einer Linie AB auf ber. nemlishen Seite von ihr ein- 


m 
ander ‚entgegengeftellt find, wie EAB und ABF, "wenb 
jer als 2R befragen. 


1. Die Nothwendigkeit, daß bie auſſtehenten Shen: 
tel folder Winkel zuſammenſtoßen, ergibt fich aus bes 
reits bewiefenen: Sägen. Hat man zunädft nur am 
Endpuncte .A der gegebenen Seite AB den erften diefer 
Winkel, EAB, erzeugt, und bildet man die Dreyecks⸗ 
formen, weldhe die Seite AB und den Mintel EAB 
enthalten, indem ber obere Schenkel dieſes Winkels, 
AE, allmälig alle möglichen Längen erhält, in fletiger 
Reihe aus, fo muß unfehlbar der biefem Schenkel ges 
genhberflebende Winfel ABE, der fletig ale Werthe 
zwifchen O unb 2R annimmt, auch den gegebenen ABF 
erhalten, mithin das verlangte Dreyeck zu Stande 
tommen. 


B. Wenn bie beyden Winkel, unter denen fih (Ag: 
15.) zwey Winkel an den Enden einer britten, AB, 
auf berfelben Seite von ihr, entgegenneigen, zufammen 
2R austragen, | 


1. Diefer Fall ift bereit durch die Unterfuchung 
über den Zufammenhang unter den Winkeln des Dreys 
ecks erledigt. Die Schenkel ber Winkel können nicht 
zufammenftoßen, weil ein Dreyed unmöglich iſt, worin 
zwey Winkel zufammen zwey rechte ausmachen, 


9%. Da in jedem anderen Falle ein Zufammenftoßen 
berfelben erfolgen muß, fo darf man, als nothwendige 
und ausfchließliche Bedingung des Parallelismus zweyer 
Linien, AE und BF, die Forderung aufftellen, baß bie 
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beyden Winfel EAB und ABF,. unter. benen fie fid 
über einer dritten, AB, einanber entgegenftellen (ge: 
wöhnlih innere entgegengefegte genannt), zu: 
fammen zwey- rechte betragen müffen. Dan kann biefe 
Bedingung, wenn man ftatt des einen der beyden Wins 


tel, woburd) fie eben beflimmt würde, deſſen Neben: 


winkel einführt, noch auf zwey andre Arten ‚angeben. 
Sol EAB+ ABF = = 2R (fig. 15.) feyn, und fegt man 
für EAB feinen. Werth 2R —EAG, fo erhält man EAG 
= ABE. Sole Winkel, unter denen ſich zwey Li⸗ 
nien auf derſelben Seite einer dritten, und gegen ihre 


Richtung einſtimmig, neigen, pflegen, ber eine, ABF, 
ein innerer, ber andere, EAG, ber ihm zugehörige. 


äußere .entgegengefeste zu heißen. Ihre Gleichheit 
darf olfo auch ald Ausdrud der nothwendigen Bedins 
gung des Parallelismusd angefehn werden. WIN man 
hingegen ſtatt EAB fegen 2R — CAB, fo erhält man 
als gleichgeltend, CAB = ABF, man fann alfo, ba 
folche innere Winkel, welche zwey Linien, die auf ents 
gegengeſetzten Seiten einer dritten liegen, mit dieſer 
bilden, innere Wechſelwinkel zu heißen pflegen, 
auch die Gleichheit von zwey innern Wechſelwinkeln als 
Ausdruck der nothwendigen und ausſchließlichen Bedin⸗ 
gung des Parallelismus anſehn. 


3. Als nähere Beſtimmung ber gegenſeitigen Lage 
paralleler Linien, ergibt fich fogleich, dag ſolche Linien, 
fofern beyde auf derfelben Seite einer dritten, ihre An⸗ 
fangspuncte verbindenden, fortgehn in gleichen Entfer: 
nungen von diefen Anfangspuncten, allemal gleiche und 
parallele Abflände von einander haben, oder daß, wenn 
die Parallelen AE und BF gleich lang genommen. wer: 


! 
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ven, auch AB und EF von gleicher Länge und parallel 
unte ſich ſind. 

Man ziehe, um dieſe Abſtandslinien vergleichen zu 
koͤmen, d. h. um zwey Dreyecke zu ſtiften, worin fi ie, 
bieeine im erften, Die zweyte im andern, vorfommen, 
AF Dieſe Linie durchfchneidet die angenommenen Pas 
ralklen AE und BF, muß alfo mit ihnen gleiche innere 
Vchſelwinkel EAF und FAB gebildet haben. Da nun 
Akin heyde Dreyecke, EAF und FAB, als Seite ges 
bir, und EA fo lang als BF ſeyn fol, fo haben die 
Deyecke zwey Seiten und ben eingefchloffenen Winkel 
gmein, congruiten folglich, e8 muß mithin AB—=EF, 
ud der Winkel AFE dem Winkel FAB gleih ſeyn, 
wraus der Paralelismus der Linien AB und EF folgt. 


| $hr dad wuͤrkliche Conſtruiren des Dreyecks ergibt 
id aus dem Voranſtehenden Zolgendes : 


1. Die Conftruction des Dreyedd aus einer Seite 
und den beyden ihr anliegenden Winkeln, bat die Be⸗ 
ſchraͤnkung, daß fie nur dann, wenn biefe beyden Win⸗ 
tel zufammen 2R ausmachen, fonft aber fiber jeder Linie 
ſtets möglich if. Daß fie vollfommen beflimmend, Nas 
mentlich für die beyden andern Seiten bed Dreyeds 
feyn muß, läßt fi) daraus, daß zwey Conftructionen, 
welche die gleiche Seite, und die. eine an ihren Enden 
die nemlichen Winkel wie die andere, enthalten, alles 
mal congruiren, Teicht ableiten. | 

2. Was die möglichen Aenderungen von einem ber 
drey angenommenen Grundbeſtandtheile betrifft, fo ift 
offenbar, daß, wenn dieſes einer von ben Winkeln feyn 
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fol, fein Bunehmen mit dem Wachen ber ihm geens 
überftehenden Seite unzertrenntic verbunden’ iſt, wos 
durch die Betrachtung bes Erfolgs auf II, A. zuuͤc 
kommt. 

Wenn aber Feiner von den beyden Winkeln, pu⸗ 
dern nur bie von ihnen eingeſchloſſene Seite eine Ans 
derung erhalten foll, wo denn nur von ben gleichzeti: 
gen Aenderungen ber beyden anderen Seiten die Rde 
feyn Tann, fo zeigt fi) bald, daß Wachfen der erfen 
Seite ein Zunehmen flr jede’ der beyden andern neh⸗ 
wendig nach ſich zieht. 

Sey (fig. 16.) dad Dreyeck ABC aus der Sete 
AB nebſt den inneren entgegengeſetzten Winkeln A us 
B an ihren Enden conftrnirt. Da ein Dreyed mt 
zwey ſolchen Winkeln auf jeder Bafis möglich ift, 9 
gibt es unfehlbar ein 'neued Dreyeck, wenn man ‚„ mi 
Beybehaltung ber vorigen Winkel an ihren’ Endpunc: 
ten, die Seite AB vergrößert. Sey nun diefenige ber 
anderen Seiten, beren gleichzeitiged Zunehmen bewiefen 
werben fol, die dem Winkel ABC gegentberftehende, 
AC. Man laffe alsdann AB von dem Enbpuncte 
B aus, welcher Scheitelpunct jenes Winkels iſt, wach: 
fen, um BD. Soll nun der vorige Winkel ABC-bey 
D ungeändert wieder erfcheinen, fo find BC und ED 
parallel, koͤnnen fih alfo nicht durchfchneiden, es liegt 
folglih, da D jenfeitö BC genommen iſt, die Linie 
DE: jenſeits der Linie CB, mithin auch der Punct E, 
alfo auch CE, welges die Xenderung von AC ift. 
Daß dieſes mit Gontinuität alle möglichen Werthe ans 
nehmen Tann, folgt daraus, daß ruͤckwaͤrts für jedes 
CE, weldyes man als Wachsthum von AC fegen möch: 
te, wem man E = ACB nimmt, unfehlbar ein 
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Dreyeck ADE zu Stande kommt, durch welches ſich 


dasjenige BD ergibt, welchem ba6 berfangte CE corres 
ſpondirt. 


w. Sonſteuetion bed Dreyeld aus drey Seiten. 


4. Aus drey geraden Linien, die jedoch fo gewählt 
ſeyn mäffen, daß zwey allemal mehr als die dritte bes 
tragen, iſt jederzeit ein Dreyer möglich, aber nur anf 
eine einzige, die Winkel völlig beftimmende, Weife, fo 
daß zwey Dreyecke, wobey e8 für jede Seite bed einen 
eine gleithlange des anderen gibt, völig congruiten. 


Der erfte Theil bed Satzes iſt bereits (S. 218, 2.) 


dargethan, der zweyte folgt aus dem Theorem, daß 


jede "Aenderung eines Winkels, ben zwey unabaͤnderli⸗ 
che Seiten einſchließen, mit einer gleichzeitigen der 
dritten Seite in eben dem Sinne nothwendig verbun⸗ 
den iſt (S. 217, 1.). Koͤnnte in dem einen von zwey 
Dreyecken der angenommenen Art einer Seite ein ans 
berer Winkel gegenÄberftehn als in dem anberen, fo 
müßte biefer Winkel, mit Beybehaltung ber ihn eins 
ſchließenden Seiten, fich felbft ändern Finnen, ohne daß 
mit der ihm gegenüberflependen Seite gleichzeitig baffels 
be geichähe, welches einem bewieſenen Säge widerſpricht. 


5, Auf den Grund beffelden Theorems fällt bie Uns 
terfuchung tiber die verfchiedenen Formen, bie ein Drey⸗ 


‚ed, welches aus den drey Seiten tonſtruirt iſt, ans 


nimmt, wenn eine dieſer Selten wandelbat wird, mit 


‘ einer fchon vorhin geführten (I, B.) sufammen, 


15 
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V. Conſtruction des Dreyecks aus einer Seite, 
und zwey dieſelbe nicht einſchließenden Winkeln 


Die Conſtruction eines Dreyecks aus einer Seite, 
einem ihr anliegenden Winkel und dem ihr gegen⸗ 
aͤberſtehenden kommt, da durch dieſe beyden Winkel der 
dritte, mithin derjenige, welcher der andere anliegende 
fuͤr die gegebene Seite ſeyn muß, vorgeſchrieben iſt, 
ſogleich auf die aus einer Seite und den beyden ihr 
anliegenden Winkeln zuruͤck, und iſt wie dieſe vollkom⸗ 
men beſtimmend. Sie hat, in Abſicht auf die Annah: 
me der drey urfprünglich zu wählenden Stüde, bie 

gleihe Beichräntung, daß beyde, ſonſt dem Belieben 
uͤberlaſſene Winkel, weniger als zwey rechte betragen 


muͤſſen. 


u. Sonftruction des Dreyeds aus zwey Geiten, ' 
md einem nicht von bdenfelben eingefhloffenen 
Winter 


Die Conftruction des Dreyecks aus zwey Seiten, 
und dem Windel, welcher der einen gegenüberfteht, fest 
als nothwendige Bedingung voraus, daß die dem Win- 
kel gegenuͤberſtehende Seite nicht Heiner ſeyn darf als 
ein jederzeit mögliches Loth, aus dem Endpuncte ber 
ihm anliegenden Seite zwifchen feinen Schenkeltichtuns 
gen herabgelaffen (S. 211,1.) Unter dieſer Voraus: 
ſetzung ift fie jederzeit moͤglich, und zwar auf eine ein: 
jige unzweydeutige Art, wenn bie dem gegebenen Win: 
kel gegenüberzuftellende Seite jenem Lothe gleich, oder 
. wenn fie größer ald die ihm anzuliegen beftimmte iſt; 
‚auf zwey verfchiedene Arten, wenn fie Keiner als die 


Tegtgenannte ſeyn fol (S. 212, 2.) 
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Man Tann and für die beyben Iebten Fälle der 
Dteyedstonſtruction die Unterfuchung tiber die Aendes 
rungen anftellen, welche die jedesmaligen drey abhäns 
gigen Beſtandtheile des Umfangs annehmen müſſen, 
wenn eines der urſpruͤnglichen beliebig geaͤndert wird. 
Sie kommen großentheils ganz auf diejenigen zuruͤck, 
wodurch das Gleiche fuͤr die fruͤher betrachteten Faͤlle 
geleiſtet iſt, führen aber, wenn man fie vollſtaͤndig er⸗ 
örtern will, ‚fofern man alddann auch Dreyecke betrachs 
ten muß, in denen, während fie fich ändern, eine Seite 
mad ihr Gegenwinkel unmwandelbar bleiben, auf einige 
ſehr merkwürdige Side von Winkeln und Kreisboͤgen, 
die eine weitere Ausführung eines ähnlichen, ſchon früs 
her heroorgerretenen, abgeben (S. 219,3.) Man pflegt 
dieſe Unterfuchung bid in die Lehre vom Kreife zu vers 
ihieben, um fie mit anderen verwandten im Zuſam⸗ 
menhange darzuitellen. 


vo Ansfüdrung der Dreyelsconfrattion, 


In den biöherigen Betrachtungen diber die verichie, 
denen Arten, ein Dreyeck aus einzelnen, in ihm vor: 
gefchtiebenen Stüden, worunter jedesmal eine Seite 
feyn muß, zu tonſtruiten, welche fich zu dem Refultate, 
daß folder Stuͤcke allemal drey beliebig angenommen 
werden dürfen, vereinigen, woben jedoch die modificitte 
Ausnahme ded VIten Fans, nicht außer Acht gelaffen wer⸗ 
den darf, liegt das Mittel für die wärfliche Ausführung 
aller diefer Tonſttuctionen deſtimmte Regeln zu finden: 


a. Die Conſtruttion and zwey Seiten und bem ein: 
seätoffenen d Winkel bedarf Feiner weiteren Regel. 
18* 
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b. Die Eonftruction des Dreyecks aus drey einzel 
nen Einien, von denen je zwey zufammengenommen 
immer mehr ald die dritte auötragen, ift fchon im Vor⸗ 
bergehenden auf ihre Regel zuruͤckgebracht. Daraus ers 
geben ſich mehrere andere Gonftructionen /durch deren 
Hülfe die fämmtlichen übrigen Bälle ohne Schwierigkeit 
behandelt werben koͤnnen. 

Die drey’ Linien, welhe man einzeln annimmt, 
innen entweder ale drey verſchieden; ed koͤnnen zwey von 
ihnen unter einander gleich; fie koͤnnen endlich alle drey 
identifch feyn. Im erften Falle entfteht dad ungleich 
feitige; im zweyten dad. gleihfchentlidhte; im 
dritten das gleichfeitige Dreyed. Das conflmiirende 
Verfahren bleibt für alle dad nemliche.. 

Da durch die Seiten eined Dreyedd die Winkel 
beffeiben beflimmt find, fo kann man vermöge diefer 
Conftruction Die Aufgabe: einen gegebenen Winkel an 
jeder beliebigen Stelle zu conftruiren, unfehlbar aufloͤ⸗ 
fen. Dan fchneide auf den Schenkeln des. gegebenen 
Winkel a (fig. 20.) beliebige Stüde ab, ihre Ends 
puncte verbindend, damit ein Dreyed, aßy, zu Stans 
de Eomme, welches den gegebenen Winkel enthält. Sol 
nun eben diefer Winkel an einem anderen Scheitelpuncs 
te, a, wieder verzeichnet werben, fo braucht man nut 
von jenem Puncte a aus, die Conftruction des Dreyeds 
aus bdenfelben brey geraden Linien zu wiederholen; das 
Dreyed abe wird Diefelben Minfel wie Dad vorige, 
aßy, enthalten, und der Winkel & bey a. wieder ers 
ſcheinen. 


©. Die Bonftruction des Dreyecks aus einer Seite 
und ben bepden ihr anzuliegen- beſtimmten Winkeln, 
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fo wie bie Errichtung von Parallelen aus zwey beliebis 
gen Puncten, ergibt fi) fogleich burdy zweymalige Ans 
* wendung, ded eben vorhin genannten Verfahren. 

Das Ziehen einer Linie, die burch einen beliebigen 
Punct, parallel mit einer neben ihm gegebenen Richs 
fung gehn foll, gefchieht am leichteften auf folgende Art. 

Soll (fig. 6.) mit AC durch B eine Parallele ges 
legt werben, fo ziehe man willführlih BA, und mache 
ben Binfel DBH CAB. Alsdann ift BD die ver⸗ 
Nlangte Parallefe. 


d. Aus einer Seite, einem ihr als anliegend, ei: 
nem zweyten ihr als gegenüberftehend darzuftellenden 
Winkel ein Dreyed zu bilden, legt man beyde Winkel 
vorläufig an einem Scheitelpuncte zufammen; ber Nes 
henwinkel dieſer Summe ift ber dritte ded Dreyeds, 
- and bringt die Conftruction auf die ded vorigen Falls 
zuruͤck. 


e. Die Conſtruction des Oreyecks endlich aus einem 
Winkel, einer ihm anliegend, und einer zweyten ihm 
gegenüberftehend darzuſtellenden Seite, verlangt, wie 
dereitd (S.212,2.) dargethan worden, nur dad Durchs 
fehneiden einer gegebenen Nichtung mit der Peripherie 
eined Kreifes, deſſen Centrum und Radius vorgefchries 
ben find, und das Ziehn von Radien zu Puncten in 
den fo entftandenen Durchſchnitten. 


2. Auch die Conflruttion der beſonders wichtigen 
Zorm des rechfmwinflichten Dreyecks, und. durch ihre 
Vermittlung die ded rechten Winkels, ift durch die obi- 
gen Betrachtungen vorbereitet. Daß aus jedem Puncte 
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außerhalb einer. Richtung eine andere, bie fie unter eis 
nem rechten Winkel trifft, möglich feyn muß, ift bereits 
dargethan (S. 211, 1u. 2.); ebenfo,. daß man jederzeit ein 
. gleichfebenklichtes Dreyeck erhält, wenn man in dieſer 
Richtung auf beyden Seiten vom Fußpuncte eines fol 
chen Loths zu dem Puncte, aus welchem es gegen. fie 
geführt ift, Linien zieht, Daraus folgt unmittelbar 
die nachflehende Regel: 


a. Um (fig. 17.) auf einer Richtung AC, in einem 
beliebigen Puncte berfelben, B, ein Loth zu errichten, 
nehme man von ihm aus gleiche Längen, BA und BC; 
errichte über ihrer Summe ein beliebiges steif 
lichtes Dreyeck ACD, und ziehe von feiner Spige, D, 
zur Mitte feiner Baſis zurid, Man fliftet dadurch 
zwey Dreyede, bey Denen es für jede Seite des einen, 
im anderen eine identifche gibt, in denen alfo den iden⸗ 
tifchen Seiten, AD und DC, ibentifhe Winfel, ABD, 
DBC, gegenüberftehn,, beren jeber, da ſi ie Nebenwinkel 
ſind, ein rechter ſeyn muß. 


Auch dieſer Satz iſt in ſofern einer Umkehrung faͤ⸗ 
hig, als man behaupten darf, ein Loth aus der Spitze 
des gleichſchenklichten Dreyecks auf ſeine Baſis muͤſſe 
deren Mittelpunct treffen, und ein Loth, welches aus 
der Mitte dieſer Baſis aufſteigt, muͤſſe durch die Spitze 
des Dreyecks gehn. Das erſte, weil nicht aus einem 
Puncte zwey verſchieden gerichtete Lothe auf die nem⸗ 
liche Linie fallen, das andere, weil nicht zwey ſolche 
Lothe auf die nemliche Linie aus einem Puncte derſel⸗ 
ben ausgehn koͤnnen. 
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b. Durch Hülfe des legten Satzes ergibt fih auch 
die Fällung eines Perpendikels aus einem Puncte aus 
Berhalb einer. Richtung auf fie. Stellt man (fig. 18.) 
über einer Baſis BC zwey verfchiedene gleichfchenklichte 
Dreyecke, BCD, BCE, auf, fo gebt ein Loth, aus ber 
Mitte der Bafid auf ihr errichtet, AED unfehlbar durch 
bie Spigen beyder. Da durch zwey gegebene Puncte 
nur eine Richtung möglich ift, fo muß bie, welde in 
der That durch Die Spitzen beyder Dreyede geht, DEA 
zugfeich die bed Loths ſeyn, welches aus ber einen wie 
der anderen dieſer Spiten auf die Bafis, in ihren Mits 
telyunct fallen kann. Um alfo aus E ein Loth auf die 
Richtung ABC zu fällen, befchreibe man, mit einem 
unfeblbar hinlaͤnglich zu erhalten möglichen Radius, 
einen Kreis, der die Richtung BC in zwey Puncten 
ſchneidet. Alsdann wird BCE ein gleichfchenklichtes 
Dreyeck; man ftelle über feiner Baſis C noch ein zwey⸗ 
tes ſolches, BED; und ziehe dur die Spitzen beyder 
wur Bafis eine Linie DEA; fie ift das Loth. 


Daß burh ein Loth aus ber Epibe eines gleich- 
ſchenklichten Dreyecks die Baſis fomohl als der Win: 
tl an der Spitze halbirt wird, folgt fogleich aus ber 
Congruenz ber beyden baburch entftehenden rechtwink 
lichten Dreyede, und ergibt, da man ein gleichfchenk: 
lichtes Dreyed Über jeder gegebenen Linie ober zwifchen 
den Schenkelrichtungen jedes Winkels bilden kann, fo: 
gleih die Möglichkeit, jede Linie oder jeden Winkel zu 
halbiren. 
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Drittes Eapitel. 


Weitere Unterfuhung über den Bufams 
menhang unter ben Orunbbeftandtheilen 
eines Dreyeckksumfangs. Tehnlickeit ber 

Dreyede 


A. Zuſammenhang unter ben Kenberungen der 
Seiten eines Dreyecks, bey unwanbelbaren Winkeln, 
Die bisherigen Unterfuchungen ergeben allerdings 
eine Kenntniß ded Zuſammenhangs zwifchen der bes 
liebigen Aenderung von einem, der drey urfpränglichen 
GSrunbbeftandtheile eines Dreyeldumfangd und der das 
burch nothwendig gemachten Aenderung von jedem ber 
drey übrigen. Aber fie bezeichnen dieſen Bufammenhang 
nur im Allgemeinen, und erforfhen nur, ob, und wann 
dad Zunehmen eined urfprünglichen Grundbeftandtheils 
mit gleichzeitigem Wachen, ober gleichzeitigem Abneh⸗ 
men eines abhängigen verbunden fey, Und erfordern 
für jeden einzelnen Fall ein befondered unmittelbares 
Gonftruiren, wenn in ber That aus ber Größe der 
Aenderung, bie ‚dem urfprünglichen Grunbbeftandtheile 
beygelegt iſt, die Größe derjenigen beſtimmt erfannt 
merden foll, die dem abhängigen zu Theil werden muß, 
Sie find alfo Lediglich ald der Anfang einer Nachfora 
{hung zu betrachten, bie erft dann für vollendet gelten 
darf, wenn man, voraudgefest, daß fich jene Größen 
in Zahlen ausdrüden laſſen, das Geſetz ihrer reellen 
Verknuͤpfung auf genau vorgefchriebene Verbindungen 


a 
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unter dieſen Zahlen zuruͤckzubringen, die Moͤglichkeit 
nachweiſen und realiſiren kann. 


Es gibt, wie der Verſuch genauerer Unterſuchung 
lehrt, nur einen Fall, bey welchem, wenn ein Drey⸗ 
ecksumfang aus drey urſpruͤnglichen Grundbeſtandtheilen 
conſtruirt iſt, und weiterhin einer derſelben eine Aende⸗ 
rung erhaͤlt, aus dieſer die durch ſie ſelbſt bewuͤrkten 
Jenderungen der abhaͤngigen Grundbeſtandtheile des 
Dreyecks, nach einer einfachen, durch arithmetiſche Ele⸗ 
mentarbegriffe auszudruͤckenden, Regel abgeleitet werden 
koͤnnen. Es iſt derjenige (II.), wo, wenn ein Dreyeck 
aus einer Seite und den beyden anliegenden Winkeln 
conſtruirt iſt, die Winkel unwandelbar bleiben, aber 
die Seite ſich aͤndert, und alsdann aus ihrer Aende⸗ 
rung bie gleichzeitigen Aenderungen von jeder der beys 
ben anderen Seiten abgeleitet werden follen. 


1. Wenn die Winkel an. der Baſis eines Dreyecks 
diefelben bleiben, aber die Bafis ſich ändert, fo find 
die fucceffiven Zuſtaͤnde der Schenkel den gleichzeitigen 
ber Bafis durchaus proportional. 


Sey zuerſt (ig. 19.) das Dreyeck ABC, und BD 
die Aenderung feiner Baſis, fo wird CE die gleichzeis 
tige feines diefleitigen Schenfeld, und, von dem neuen 
Zuftande des jenfeitigen abgezogen den anfänglichen, 
ED — CB = FD, bie des jenfeitigen Schenkels. Da 
gleichlange Parallelen in ihren Unfangspuncten denſel⸗ 
‚ ben Abftand haben als in ihren Endpuncten, fo iſt 
CE — BF, und da zugleich dieſe ihren Abfland dar: 
flelenden Linien parallel unter einander find, fo zeigt 


.— 


\ 
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‚bad Dreyeck BED in feinen drey Seiten die drey Aen⸗ 


derungen der Seiten bed anfänglichen Dreyecks, unter 


| benfelben Winkeln, wie dieſe, ſich zufammenfchließend. 


St ein andres Mal das anfängliche Dreyel Abe 


\ auf der Baſis Ab errichtet, und wäcft diefe um bd, 


ber dieffeitige Schenkel Ac um ce, ber jenfeitige be 
um df = ed — ob, fo gibt das Dreyeck bfd, in feis 
nen drey Seiten, die drey Aenderungen von ben Sei⸗ 
ten des legtgenannten anfänglichen, gleichfalls biefelben 


„Winkel wie diefe mit einander bildend. 


Iſt alfo BD. = bd genommen, fo fällt das Drey⸗ 
ed BFD mit dem Dreyed bfd identifch zufammen, fo 
bag BF = bf, FD = fd werden muß. Es fommen, 
alfo auf gleiche Aenderungen der Baſis, BD = bd, 
nicht allein gleiche Incremente der bieffeitigen Schenkel, 
BF = CE = bf = ce, ſondern auch der jenfeitigen, 
DF = df. Es find baher die verfchiedenen Zuftände 


— des einen wie des anderen Schenkeld den gleichzeitigen 


der Bafid proportional, 
— = — = —, (6. 179, e.). 
2. Es ift unmittelbare Folge aus diefem Sage, daß 


fih bey Dreyeden, deren Winkel biefelben bleiben, die 
gleichzeitigen Aenderungen der Seiten wie die Geiten 


- felbft verhalten, oder biefen proportional find, wofern 


ABC der erfte, Abc der zweyte Zuftand des Dreyecks 
ift, mithin bB, cC, bg bie Aenderungen feiner an: 
fanglihen Seiten AB, AC, BC barftellen, fo erhält 


man, von jedem ber gleichen Quotienten 


Ab Ac bc . 


,— (Fi m — 
— | U} 


. 
I» 
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eine 1 abgezogen, "welches der Gleichheit nichts ſchadet, 
Ab _ AC—AB _ bB 


AB — 1 — — = AB’ ebenfo 
Ac 1- Ac—AC cC und 
AC — —70 7 706 

be be — BC g PR 
3” 4 30 "Be mithin 


4AB  AC” 56 
Es ift alfo Mar, daß man bey folchen Dreyeden, 


. wenn ihre Seiten in Bahlen gegeben find, aus ber 
Aenderung, welche eine derfelben erleidet, bie Aendes 


tungen ber beyben anderen berechnen kann. 


3. Man kann den obigen erften Hauptfag mit einer 
geringen Modification auch ‚fo auöfprechen. Wenn zwey 
Drepede (fig.20.) ABC und abc, gleihe Wintel a — 
A, b=DB un alfo auch c = C, enthalten, fo ift 
unfehlbar AB = At _. BC ur 

ab ac be ’ | 

AB ab AB ab ACC _ ac. 

AC” a’ BC be’ BC” be’ 
fürzer bezeichnet, es ift M 
| AB: AC: BC = ab ; ac : bc. 


Nennt man. alfo in zwey Dreyeden, bey benen 


oder 


fih für jeden Winkel, in dem einen ein identifcher 


Winkel, in dem andern, a=A,b=B,c=-C 
nachweiſen läßt, zwey Seiten, bie eine dem erften, bie 
andere dem zwenten Dreyecke angehörig, ähnlich Lies 
gende,. wenn bie eine, ab, in dem erften Dreyed, 
von benfelben Winkeln, a umb b, eingefchloffen wird, 
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oder dem nemlihen Winkel, c, gegenüberfieht, wie bie 
andere, AB, im zweyten Dreyeck, die dort von A — a 
und B = b eingefhloffen wird, oder dem Winkel C 
=, c gegenüberfteht, fo erhält man ben folgenden Aus 
druck des obigen Satzes. 
| Wenn zwey Dreyede nicht in Abfiht auf bie 
Mintel, fondern nur in Abfiht auf die Seiten vers 
ſchieden find, fo muß jede Vergleichung zwifchen einer 
Seite des erften und der ähnlich gelegenen des anderert, 
oder jede Wergleichung zwifchen zwey Seiten im erften, 
und ‘den beyden ihnen ähnlich gelegenen im anderen, 
‚gleiche Refultate ergeben ; kuͤrzer ausgedruͤckt: ähnlich 
liegende Seiten in Dreyeden, welche in Abficht auf die 
einzelnen Winfel zufammenfallen, find proportional. 
Unter den vielfachen Anwendungen dieſes Satzes 
mögen nur einige hier eine Stelle finden. | 


a. Um auf die bequemfie Art von einer Linie irgend. 
einen aliquoten Zheil, —, zu finden, feße man eine 


andere Linie aus n beliebigen gleichen Theilen zufam- 
men, befchreibe mit diefer ald Schenkel über der gege: 
benen ein gleichfchenklichtes Dreyeck, ſchneide auf jedem 
feiner Schenkel, von der Spige des Dreyecks aus, wies 
ber einen der n Xheile ab, woraus er gebildet ift, und 
verbinde deren Endpuncte durch eine Linie. Diefe muß 


Z der gegebenen feyn. Man Fönnte auch die zu theis 


lende Linie ald den einen Schenkel, die willführlic 
aus n gleichen Stüden zufammengefebte, als ben an: 
beren eined übrigens beliebig zu.bildenden Dreyecks ans 
fehn, und eine Parallele mit der Baſis durch den End: 
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punct des erflen jener gleichen Sthde, bad von ber 


Spite des Dreyecks aus auf ihm bdargeftellt ift, zum’ ers -- 


ſten Schenkel vom zweyten hinuͤberfuͤhren , wodurch 


von jenem abgeſchnitten ſeyn muß. Aber dieſes Verfah⸗ 


ren iſt weniger brauchbar, als das vorige. 


b, Um zu drey gegebenen Linien die vierte geome⸗ 
triſche Proportionale zu erhalten, trage man bie erſte 
und zweyte (fig. 16.) AC, AE, auf den einen. Schens 
tel, die dritte, AB, auf den anderen eine&’ beliebigen 
Mintel, jede anhebend vom Scheitelpuncte beffelben, 
und ziehe, durch den Endpunct der. zweyten, eine 
Linie DE parallel mit derjenigen CB, welche die Ends 
puncte ber erſten und dritten verbindet, . Sie ergibt 
den neuen Abfchnitt AD, und es muß, wegen ber gleis 
hen Winkel in ven Dreyeden ABC, ADE, unfehlbar 


‘ AE . 
* — 2 alfo AD= =. AB ſeyn. 


B. Begriff der Yehntihkeit, 


Es zeigt ſich in dem vorigen Sape, wenn auch | 


anfangs nur befchränft auf Dreyede, die. Möglichkeit 
“einer Beziehung, welche, für anzuftellende Vergleichung 
von Geftalten im Raume überhaupt, einen ber wichs 
tigften geometrifchen Begriffe erzeugt: daß es nemlich 
Sigurenumfänge geben kann, welche nur in Abficht auf 
die abfolute Größe der Linien, woraus fie ſich zuſam⸗ 
menfegen, von einander verſchieden, in allen übrigen 
Ruͤckſichten aber identifch find; Figuren alfo, von denen, 
fofern fie gerablinigte ebene find, bie eine in Ihrem 
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Umfange die nemlichen Winkel, in. berfelben Folge, 
wie die andere, von denen alfo die eine eben fü 
viele Seiten ald die andere enthält, jeder Seite be. 
einen eine Ahnlic liegende in der anderen correfpons 
dirts und bey denen jede zwey beliebig gewählte Ser 
ten der einen. bad nemliche gegenfeitige Verhaͤltniß ha 
ben als die beyden ihnen ähnlich liegenden ber anderen, 
oder, was damit auf daſſelbe hinausläuft: bey denen 
aus. der Vergleichung zwifchen jeder Seite : ber einen, 
und der ähnlich liegenden der anderen, ftet3 das nem⸗ 
liche Verhältnig hervorgeht. Solche Figuren werden 
einander ähnlich genannt, 


C. Bedingungen für die Aehnlichkeit der Dreyeda 
Es ift offenbar, daß (fg. 20.) fuͤr zwey Dreyedı, 


ABC und abe, bie einander ähnlich find-, ſechs Bedir 
gungen flatt finden, brey von den Winkeln, A=a 
! 


„AB BC 
B=b, C= ce; drey von Seiten "7° 


C u 
2, oder was damit einerley ift, AB : BC : AC = 


ab : be : ac, hergenommen, Es ergibt fich theild aus 
dem vorigen Fundamentalſatze felbft, theild aus eine 
leicht zu rechtfertigenden Umkehrung und Modification 
befjelben , dad allgemeine Theorem: daß Dreyecke aͤhn⸗ 
ih find, fobald fie zwey von ben Bedingungen de 
Aehnlichkeit erfüllen, welches nur in dem Kalle, wo die 
Bedingungen der Aehnlichkeit von einem Winkel, und 
den benden ihn nicht einfchließenden Seiten, hergenom 
men find, einer Beſchraͤnkung bebürftig iſt. 
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1. Dreyecke find aͤhnlich, wenn es für jeben von 
ey Winkeln des erflen einen ihm gleichen im anderen 
W, =a, B=b. 
Denn baraud folgt von ſelbſt, C = e, und, ver⸗ 
dge des Fundamentalſatzes, 
‚AB _AC _ BC 
„ab ac bc 
Es if diefem Satze gemäß zu jebem Oreyede, 
BC, ein ihm ähnliches, abc, im jedem beliebigen 
zerhaͤltniß ber ähnlich liegenden Seiten möglih, da 


AB 
in ab, und alfo — — 5 nad) Belieben annehmen, und 


B#a—=A,b= » machen Fann. Es iſt aber, ſo⸗ 
ald dieſes Seitenverhättniß vorgefehrieben wird, zu 
em gegebenen ABC nur ein einziges ihm ähnliches 
be möglich). 


2. Dreyede find ähnlih, wenn ſich jede Seite des 
fin einer bed anderen fo zuorbnen läßt, daß fie 
tarweife proportionirt werden : 

AB AC AB BC, 

eb ac ab be 
er mit anderen Worten, wenn fich bie Seiten bes 
nen unter einander eben fo verhalten ald die des ans 
ın, AB: AC: BC = ab : ac: bc. Aus ber. 
nnahme folgt von felbft, daß auch = = 2. Nun 
y ıber der Seite aß — ab ein Dreyed «By errichtet, 
ı welchem der Winkel «= A und B=B, fo if, 
ermöge 1, 

AB AC BC 


3. HM oo. 


Da aber = = * — - feyn fol, fo folgt, da 


ab — aß ift, daß aud) ac = ay und be = Py, daß 
alfo die Dreyede abc und aßy identiſch find, “mithin 
a=a=mA und b= «= B, woraus fih von | 
felbft auch d — € ergibt. Es beſitzen alfo die beyden 
anfaͤnglichen Dreyecke ABC und abe gleiche Winkel, 
bey proportionirten ähnlich liegenden Seiten. 

Dreyecke alſo,⸗ von denen das eine nicht die nem⸗ 
lichen Winkel wie das andere enthaͤlt, koͤnnen nicht 
proportionirte Seiten beſitzen, mithin nicht einander 
aͤhnlich ſeyn, und umgekehrt. 


3. Dreyecke find aͤhnlich, wenn ein Winkel bed er⸗ 
ſten einem des anderen gleichkommt, A = a, und 
zwey Seiten des erfien, zweyen, gegen den genannten 
Winkel ähnlich gelegenen, im anderen proportionirt find: 


AB AC » , ar 
alfo entweder re wenn die Seiten ben Wintel 


AB BO a 
einfchließen, oder a =, wenn fie ihn nicht eins 


fließen. Man kann die lebte Bedingung auch fo aus 
fpreben: wenn zwey Seiten des erflen Dreyeds ſich 
ebenfo, wie die beyden, gegen ben ihnen gemeinfchafts 
lihen Winkel ähnlich gelegenen, Seiten des anderen 
Dreyecks verhalten, alfo 

AB ab AB ab 

Ken Ä 

- Die Conftruction bleibe, wie im vorigen Sal, 
bat neue Dreyel «By, ähnlich mit. ABC ergibt 

‚ AB AC _ BC 
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Soll nun das eine Dal = nn nd ab = aß 
| ac 
fun, fo folgt aus * gleichzeitig ſtaithabenden 


AB- AG 
, daß a = ey; die Dreyede aßy und 


CE 

abc find alſo identiſch weit a=mA=a;ab— aß 

und ac —='ay. Iſt daß andere Mal AB BC, und 
a ab bc 


‘wie vorhin ab == aß‘, fo ergibt fih daraus, in Ver: 


bindung mit Dem ’gleichpeitig ſtattfindenden * — 
BC Re DE BEE Sa F 

7T > Pak bo = Pr. ſeyn muß. Die, Dreyecke abc. und 
aßr find alfo auch alddann, wel a=A=a, ab= 
aß und 67 = be, vorausgeſetzt, daß die drey genann⸗ 
ten Stuͤcke ihres Umfangs zur Beſtimmung beffelben 


1) 


‚völlig binlänglich gewefen find, identifh, mithin auch 


$=B=ebundy=Cmc. Folglich find: alss 
dann auch abc und ABC ähnlich, . 

Nicht immer alfo werden Dreyede ähnlich ſeyn, 
wenn fie einen Winkel gemein haben, und die ihn nicht 
einfchließenden Seiten in beyden propsrtienirt find. 
Der merkwürdige Sag, daß, wenn man in -einem 
Dreyeck (fig. 20. a.) einen Winfel, C, halbirt, die 
dadurch entſtehenden Abſchnitte in ſeiner Gegenſeite, 
DA, DB, den ihnen anliegenden Schenkeln des Dreys 

m CA 
«ds CA, CB, proportional find, alſo 7 = op 
gibt davon ein Beyſpiel. * ! 


"Denn fält man bie Lothe BE und: FA auf bie 
halbirende. Linie CDF, fo. find die rechtwinklichten 
| 16 


1 


ges ip, fobald fie nicht identiſch ausfallen, melde 
nur, wenn das infimonige Dei gietchichentucht ifl, 
‚eintreten kann. en BE | 


ar 4; ESobeld zwey Dreyede, ABC und abc, ahnlich 





2 

Dreyecke CAF und CBE, augen ber gleichen Win 
bey C; ahnlich; 5 alfo ar a Die sein 
Dreyede BED und ADF fi nd us ähnlich wegen be £ 
gleichen Winkel bey D, alfo * = = | Data 
folgt, daß a == DA, Offenbar alſo haben ver | 


Dreyecke CAD und CDB ‚gleiche. Winkel bey C, als r 
ergeben —- CA rt find fih aber dennoch Feinednp 


. “N [7 net 
D. Kopntige Drevade über. gemeinfdafttiäer 
. Seite, . 


die Seiten des einen, AB, AC, BC, bekannt. find; 
und eine Seite: des anderen, ab, gleichfalls gegeben ft, 
fann man :bloß durd) Proporsionalität jede feiner bey: 
den übrigen. Seiten, :.- | 
ab ab 
be= -—.BC und ac = — ., A 
‘= a * C 


finden, und, fofern die gegebenen Linien meßbar find, 
in Zahlen ausdruͤcken. Haben alfo die beyden ähnli: 
cben Dreyede eine Seite gemein, ohne babey übrigens 
itentifch zu ſeyn, fo muͤſſen ſich bie übrigen Seiten des 
einen durch die des anderen ausdruͤcken laſſen. 


2, Zu jedem Dreyecke ABC (fig. 21 und 22.), wel: 
ches uͤber einer beliebigen Baſis Ab aufgerichtet iſt (ein 
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kber derfelben mit gleichen Schenkeln ſtehendes audge: 
nommen), fann ein ihm aͤhnliches, aber nicht identi: 
fches, auf folgende Art über derfelben Baſis conftruirt 
werden. Dan behalte den einen Winkel an der Baſis 
A, verwechsle aber den anderen ABC, fo daß aljo 
ein neued Dreyed ABD entſteht, welches bie Baſis 
AB und den einen Winkel an ihr A, mit dem anfing: 
lihen ABC gemein bat, und worin ABD —= ACB, 
und folglid) D — ABC erfcheinen muß, Beyde Drey: 
ecke muͤſſen ahnlich ſeyn, weil ſie ldentiſge Winkel ent; 
halten. 

W 4 

3. a unmittelbare Anwendung deß erften Sapgs 
über den Bufammenhang unter den Bedingungen ber 
Aehnlichkeit, ergibt ſich fur vo ſolche Drevede, daß 
in ihnen BD = aD = 7 iR, welche Saͤtze, wenn 
man ſich hypothetiſch hatt he Linien Zahlen bentt, 
die aus ihrer Meffung durch einen gemeinfchaftlichen 
Maaßſtab entfprungen, und aus gleichbenaniten in uns 
benannte verwandelt fi ind, auch in ben Sormen 

BD. AC.= AB BC und AD. AC= (AB)". 
ausgedruͤct werden koͤnnen. 


4. Die Winkel an der Baſis, welche ſich auf, die 
angegebene Art mit einander vermechfeln, koͤnnen Hay 
Belieben, beyde fpis, ed kann auch der eine ein rechter, 
oder ein flumpfer feyn. Unter diefen Fällen verdient 
derjenige, wo einer der genannten Winkel ein rechter 
ift, befonderd hervorgehoben zu werden. Iſt in der 
That (fig. 22.) der Winkel ABC ein vechter, "fo wird 
nicht allein das, durch feine Verwechslung mit dem an 

16* 
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der Spitze C, entitehende neue Dreyeck ADB, dem an: 

- fänglichen ABC ähnlich, fondern das dritte DBC gleich: 
fall3, welches durch die Eonftruction gleichzeitig entfpringt. 
Denn dieſes hat mit dem anfänglihen den Winfel an 
ber Spike C. gemein, und enthält (wie jened bey B) 
bey D, einen rechten Winkel. Es ergibt fih auf dieſe 
Art der merkwürdige Satz, daß jedes rechtwinklichte 
Dreyeck, ABC, durd ein Loth, BD, aus dem Schei⸗ 
telpuncte des rechten Winkels B auf die gegenhberftes 
hende Seite; in zwey andere, ABD, BDC, zerfällt, 

\ die ihm felbft, und alfo auch unter einander ähnlich 
find, von denen jedes eine Seite mit ihm, und bie 
eine andere’ umter fich ‚gemein haben. 


5, Da fi) jede Seite von einem ber beyden Heine 
ren rechtwinflichten Dreyede durch die Seiten bed an: 
fänglichen, größeren muß ausdrüden laffen, mithin aud 
“jede der beyden, AD aus dem erften, und DC aus 
dem zweyten, welche zufammen felbft AC, eine von 
den Seiten ded anfänglichen ausmachen, fo ergibt fih - 
die Möglichkeit, in jedem rechtwinflichten Dreyede eine 
beflimmte Beziehung zwifthen den brey Seiten beffelben 
auszumitteln. Man hat aus dem erften AD=AB.AB 


. AC' 

aub dem zweyten DC = CB. CB mithin AD-+ DC 
| AC | 

= AC=AB.AB-+BC.BC. Dentt man fid, 


AC 
daß die Größen auf beyden Geiten durch Zahlen, die 
ſich auf die nemliche Einheit beziehn, dargeſtellt ange: 
nommen werben Tönnen, fo ergibt fih, mit einer Hei: 
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nen arithmetiſchen Aenderung der Form: (AC)? = 
. (AB)? -+ (BC)?. | 1 


Dieſes iſt der Iongmetrifche Ausprud des pytbas 


goriſchen Lehrſatzes, welcher bie Moͤglichkeit dar⸗ 


bietet, aus zwey Seiten eines rechtwinklichten Dreyecks 
die dritte durch Rechnung zu finden, zugleich aber die 


Incommienſurabilitaͤt der dritten Seite eines ſolchen 


Dreyecks gegen: die beyden anderen, in ben meiften Fäls 
In, unmwibderfprechlich beweist. 

Würde im rechtwinktichten Dreyed ABC der Win: 
tel ABC größer, während feine Schenkel ſich nicht Anz. 
derten, fo müßte feine Gegenfeite, AC wachſen, würbe 
ee Heiner, fo muͤßte fie abnehmen. Sf alfo in einem 


Dreyeck ABC ber Winfel bey B ein rechter, fo wird 


(AB)? + (BC)? —= (AC)?; ift er ftumpf, fo muß 
(AB)? + (BC)? — (AC):; ifterfpig, (AB + 


‚(BC)? > (AC)? ſeyn. 


6. Iſt Feiner von ben beyden ſich verwechſelnden 


Winkeln ein rechter, fo gibt ed nur einen Fall, wo 


dennoch aus ber Verbindung der beyden entftehenden 


. Dreyede auf eine beftimmte Beziehung bloß - unter den 


Seiten ded ‘anfänglichen fofort gefchloffen werben Tann, 
wenn nemlich dieſes anfängliche (fig. 23.) ABC, foftrn 
in ihm AB = CB, gleichſchenklicht, und dabey fo bes 
Schaffen feyn Eann , daß auch) das dritte BOD, weldhes 


‚bey der Conſtruction des über der gemeinfchaftlichen 


Seite AB fi bildenden zweyten ABD, entfteht, ein 
gleichfchenklichted wird. Dies kann nur gefchehn, wenn 
der Winfel A — ACB, und diefer (als aͤußerer bes 
gleichfhhenklichten Dreyeld BCD), = 2D, zugleich 


. aber auch (als gehörig in bad gleichfchenklichte Dreyeck 
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ABC) A=R—- MD, dpR—4D=2D,. 
folglich D= %R, mithin A (welches R —. AD 
war) Y R, alfe der anfängliche Winkel ABC, (welcher 
2R — 2A war) = %R ifl, Für die particuläre 
Form eines gleichfchenklichten Dreyecks ABC, das in 
der Spige B einen Winkel = % R’hat, gilt. baher bie 
Beziehung, daß in ihm AB = AB Oo AB . 
‚AD AC+HCB AC+HAB 
— AC iſt. | 
AB 


7. Es laſſen fich allgemein für die drey ähnlichen 
Dreyecke, die jedes rechtwinklichte darſtellt, wenn man 
auf ſeine Hypotenuſe aus deren Gegenwinkel ein Loth 
herablaͤßt, dadurch, daß man alle moͤglichen Verhaͤlt⸗ 
niſſe puter den ähnlich liegenden Seiten derſelben bil— 
det, und ſie paarweiſe gleich ſetzt, neus Gleichungen 
erhalten, deren jede eine merkwuͤrdige Beziehung zwi⸗— 
ſchen vier in der Figur vorhandenen Linien ausdräct. 

AD DB AB, Ä 

AB ” Be "ze 

DB CD CB 

AB BC ACC’ 

AD_DB_ AB 

DE CD, BC’ 
Die legten drey Säge find offenbar. Folgen aus ben 
ſechs erſten. Am häufigften kommt von diefen Saͤtzen 


B CD 


DB kant 
>" m’ oder, arithmetifch gefaßt, AD.CD = 
(DB)?, vor, . 
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Viertes Capitel. 
Vom Kreiſe. 


Es iſt ſchon bey der Aufſtellung der erſten Prin⸗ 
vien bemerkt worden, daß. der Kreis, theils als eine 
onſtruction, wodurch Gleichheit gerader Linien erhalten 
erden kann, theils als nothwendiger Begleiter der 
zinkelbeſchreibung, in die Elementargeometrie gehöre, 
5 er hingegen, fofern er eine. krumme Linie iſt, ei- 
ntlich ind Gebiet des .böheren Geometrie falle, daß: 
er dennoch feine Betrachtung. auch in ber letzten ‚Pin; 
bt, mit Meberfchreitung einer uͤbrigens beachteten 
venze, in die Elemente aufgenommen werde. 


Der Kreis entſteht befanntlid bey der Winkelbe- 
reibung. ine Linie, fein Radius, drehe fih um 
ren Anfangspunct, bis fie in ihre anfangliche Lage 
ruͤckekommen ift, Ihr beliebig gewählter Endpunct, 
ird alsdann einen völlig in fich felbft zurtdlaufenden, 
fammenhängenden Zug, die: Peripherie des Krei⸗ 
3, beſchreiben. 


Daß ein Kreis nur ein Centrum haben kann, iſt 
ar. Gaͤbe es ein zweytes, fo wäre eine Linie, die. 
irch beyde bis zur Peripherie geht, ein Radius, gleiche. 
ng, man mögte fie im erflen oder zweyten anheben 
fien, welches fich widerfpricht, 
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L De Kreis als Erumme Linie Lagen gerader. 
einien gegen ihn. 


a. Die Peripherie als Sue; igre Beſtimmung hurch Puncte. 


1. Eine gerade Linie iſt die Peripherie nicht, weil ſie 
in ſich ſelbſt zuruͤcklaͤuft; daß uͤberhaupt kein Theil von 
ihr gerade ſeyn kann, daß fie mithin eine krumme Li⸗— 
nie ſeyn muß, ergibt ſich aus folgender Betrachtung. 


Man verbinde zwey Puncte der Peripherie durch 
eine gerade Linie, oder ziehe im Kreiſe eine beliebige 
Sehne (fg. 24.), 3. B. AB. Ihre Endpuncte, in ber 
Peripherie liegend, finb gleichweit vom Gentrum bed 
Kreifes entfernt; Radien von dba zu ihnen, CA, CB, 
fließen ein gleichſchenklichtes Dreyed mit ihr ein. Nun 
iſt es aud ber Lehre vom Dreyede bekannt, daß aus 
einem gegebenen Puncte nur zwey gleichlange Linien 
zu einer ihn nicht enthaltenden Linie herabgezogen wers 
den koͤnnen, zwiſchen denen genau in die Mitte, der 
fürzefte unter allen möglichen, das Loth CD, herabgeht, 
und die um defto länger werben, je weiter die Puncte, 
worin fie auftreffen, von diefem Lothe fich entfernen. 
Leder Punct der Sehne alfo, der zwifchen ihren End: 
pühcten liegt, wie E, D, hat einen geringeren Abftand 
vom Gentrum ald die Radiusweite, liegt alfo im Ins 
‚nern des Kreifedz jeder Punct wie F, der jenfeitd ihrer 
Grenzpuncte genommen wird, fällt außerhalb des Kreis 
ſes; fie hat alfo nichts als ihre Grenzpuncte mit der 
Peripherie gemein, und fchneidet ald Sehne nur einen 
Bogen von ber Peripherie ab. 


9 


2. Der Natur des gleichfchenklichten Dreyecks ger 
maͤß wird jede Sehne, zugleich mit dem ihr am Cen⸗ 
truͤm gegenuͤberliegenden, von Radien, die aus ihren 
Enden aufſteigen, gebildeten Winkel, durch das aus 
dem Mittelpuncte auf ſie gefaͤllte Loth halbirt. Nas 
mentlich hat die Umkehrung, welche dieſer Satz erlaubt, 
weil auf einer Linie, in einem gegebenen Puncte, nur 
ein Loth flehen Tann, große Erheblichkeit: daß nemlich 
‚ in einem, auf einer beliebigen Sehne durch ihre Mitte 
errichteten Lothe, nothwendig das Gentrum des Kreifed 
zu finden feyn muß, dem die Sehne angehört. Dars 
aus folgt, daß zwey beliebig angenommene Puncte, 
durch welche die Peripherie eines Kreife gehn fol, 
nicht hinreichen, die Gonftruction beffelben zu beftims 
men, da. fie nicht3 weiter ald eine -Sehne geben; daß 
man aber doch eine einzige ‚gerade Linie, nemlich ein 
die Sehne halbirende3 Loth, als diejenige aufitellen 
darf, im welcher, gleichviel wo, der Mittelpunct jedes 
Kreifed genommen werben muß, ber Die gegebene Seh⸗ 


ne in ſich faſſen ſoll. 


3. Sobald nur drey verſchiedene, nicht in eine ge⸗ 
rade Linie fallende Puncte fuͤr die Peripherie eines 
Kreiſes gegeben ſind, erhebt ſich ſeine Conſtruction zu, 
einer durchaus beflimmten. Es feyen (fig. 25.) A, B,. 
D, die drey gegebenen Puncte. Wären bloß die bey: 
den erften, A, B, gegeben, fo ließe fich nichts weiter 
fagen, ald daß in jedem Puncte des fie .halbirenden . 
Loths, EC, der Mittelpunct des gefuchten Kreiſes ges 
nommen werben Fünnte. Aber ed ift noch ein Dritter 
Punct der Peripherie vorhanden, D, welcher, mit dem 
zweyten verbunden, eine zweyte Sehne, BD, für ben» 
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ſelben Kreis darbictet. Auch in dem Perpendikel, wel: 
ches in ihrer Mitte errichtet werden kann, FC, muß 
irgendivo das Centrum des gefuchten Kreifes liegen. 
Died kann alfo nirgendwo, - als in einem beyben Pers 
penbifeln gemeinfchaftlichen Puncte, das heißt, in ih: 
em Durchſchnitte €, zu finden ſeyn, und es ift noth— 
wenbig, daß es einen ſolchen gebe,‘ weil fie, auf ver: 
fhiedenen Richtungen ſenkrecht ſtehend, nicht ‚parallel 
unter einander feyn koͤnnen. Iſt aber das Centrum 
eines Kreifes nebft einem Wuncte feiner: Peripherie feft: 
gelegt, fo ift die ganze Conftruction deſſelben durchaus 
befimmt. Es gilt alfo die Behauptung, daß durch 
drey, nicht in die nemliche Richtung fallende Puncte, 
zwar allemal, aber: nur auf eine einzige Weife, ein 
Kreis gelegt werden kann. Zwey verfchiedene SKtreids 
linien Finnen dem gemäß nur zwey Puncte mit einan⸗ 
der gemein haben. 


b. Genauere Beſtimmung der Lagen geraber Linien gegen 
die Peripherie, - 


Eine characteriftifhe Eigenfchaft, wie fie nur 
krummen Linien zufommen kann, beſitzt die Kreislinie, 
wenn man nach der Lage fraͤgt, welche gerade Linien 
gegen fie annehmen koͤnnen. Wenn zwey verſchiedene 
gerade Linien einen Punct gemeinfüaftlih haben, To 
durchfchneiden fie fich in dicfem Puncte, dad heißt: jede 
von ihnen fritt, jenfeit3 dieſes gemeinfchaftlichen Puncts 
fortgeführt, auf die entgegengefeßte Site ber anderen. 
Wenn man hingegen eine gerade Linie und einen Kreis: 
bigen von einem gemeinfchaftlichen.. Puncte ausgehen 
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sr, pi Finnen fie. Baden zwey der Art nach verſchie⸗ 
dene Lagen gegen einander annehmen. 

1. Es AL, (fig. 26.) A ein Punct ber Peripherie, 
durch den “eine gerade Linie gelegt werden fol. Man: 
. ziehe, um deren Lage firiren zu innen, zu ihm einem- 
Radius, CA. Die gerade Linie wird entweder unter: 
fdiefen, oder unter rechten Winkeln gegen ihn treffen. 
Sefchieht ed unter ſchiefen Winkeln, fo tritt fie auf 
der Seite, wo fie mit dem Radius einen fpiben Win: 
: tet bildet, als Sehne in den Kreis ein, fihneidet ihn 
alfo, weil fie vorher außerhalb gewefen ifl, nothwendig. 
Es fey CAG ein fpisiger Mintel; es giebt alfo ein. 
Loth aus C auf AG. Senfeits diefed Loths, eben fo: 
weit von ihm als CA, geht zu ihm ein gleichlanger 
Weg, BC, herab, der alfo auch in die Peripherie des 
Kreifes, und die gerade Linie führt, fie alfo offenbar 
ald Sehne ded.Kreifed erfiheinen läßt. 


2. Iſt hingegen eine gerade Linie durch den End: 
punct des Radius ſenkrecht auf ihn geſetzt, fo Tann 
kein zweyter Punct von ihr in dig Peripherie, und 
noch weniger in das innere des Kreifed fallen. Es 
fiehe (fig. 27.) auf dem Radius CD durch feinen 

Endpunct die Linie EDF ſenkrecht. Da ber Radius 
ſelbſt als Loth auf dieſe Linie aus dem Centrum ange⸗ 
nommen iſt, und jeder andere Weg aus eben dieſem 
Puncte zu ihr herab' laͤnger ſeyn wird als das Loth, 
fo ſteht jeder andere Punct in ihr um mehr ald die 
Radinsweite vom Gentrum ab, liegt alfo außerhalb 
der Peripherie. Unfere Linie hebt folglich nur einen 
einzigen Punct aus dem Umfange bed Kreifes heraus, 
und befindet fih durchaus auf ber nemlichen Seite von’ 
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ibm, fo wie. er auf einer und berfelben Seite von ihr 
liegen bleibt. | 
Bon einer folhen geraden Linie fagt m man, fie be 
rühre den Kreis, ober fey feine Tangente. Der 
allgemeine Begriff Der Zangente fordert eine gerabe Li⸗ 
nie; die mit einer @urve einen Punct.gemein hat, fo daß 
zwifchen beyde von ihm aus nicht noch eine zweyte gerade 
Linie gezogen werden kann, welche, wenigſtens ans 
fangs, fie felbft auf verfhiedenen Seiten von fich liegen 
ließe. Daß died bey der Zangente der Fall nicht feyn 
kann, erhellt auf den erften Blid, Eine Linie, die auf 
"dem Radius in feinem Endpuncte nicht -Iothrecht fehn 
ſoll, muß ſchiefe Winkel mit ihm einfließen. Alsdann 
aber ift fie eine Sehne, und jede Sehne, fofern fie im 
Kreife liegt, fällt auf die erftgegengefegte Seite der Pes 
ripherie in Vergleichung gegen eine andere Linie, bie 
‘mit ihren fümmtlihen Puncten außerhalb derſelben lies 

gen foll, 


3. Eine Tangente ift für die genauere‘ Erörterung 
der Bewegung, wgburch die Peripherie entfteht, von 
Wichtigkeit. Somohl beöwegen, weil zwifchen fie und 
den Kreis, von dem, beyden gemeinfchaftlihen Puncte, 
aus‘, Feine andere gerade Linie gezogen werden kann, 
als auch Barum, weil fie die einzige ift, die vorwärts 
‚und rüdwärts von dem genannten Puncte aus bdiefelbe 
Lage gegen die Peripherie hat, eignet fie fich einzig, 
die augenblidliche Richtung auszudrüden, welche ber, 
- die Peripherie befchreibende, Punct, da, wo ihn bie 
Zangente trifft, würftich befißt, aber im ferneren Fort: 
fchreiten nicht beybehält. Dieſe ift alfo ſtets Lothrecht 
“auf den Radius in feinem die Peripherie befchreibenden 
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Endpuncte. Wenn ein Kreis NG mit einer ‚geraden 
Linie durchkreuzt, fo kann alfo von einem Winkel, weſ⸗ 
chen beyde bilden, nür in fofern’ die Rede ſeyn, als 
die Zangente ded- Kreifes, welche . feine momentane 
Richtung darftellt, im Puncte des "Büfammentreffens 
mit jener geraden Linie einen folchen mit ihr einfchließt. 
Kreuzen fich zwey Kreiöperipherien, fo bebeutet ibr 
Winkel denjenigen , welden ihre -Rangenten im gemein 
ſhaftichen Puncte darſtellen. 


4. Eine Tangente durch einen vorgeſchriebenen Punct 
ber Peripherie zu legen, zicht man zu dieſem einen 
Radius, und errichtet auf ihm im Endpuncte ein Loth. 
Bon einem Puncte außerhalb bed Kreiſes, wie A (fig. 
27.), eine Tangente an ihn zu führem,. muß ein rechts 
winklichted Dreyeck, ACB, deſſen Hppotenuſe die gege⸗ 
bene AC, deſſen eines Loth der Radius CB iſt, gebil⸗ 
det werden. Da dieſe Conſtruction voͤllig beſtimmend 
iſt, fo gibt es nur ein ſolches Dreyeck über AC, ein 
zweytes unter AC; ed gibt alfo von jedem Puncte aus 
Berhalb der Peripherie zwey gleiche. Zangenten an den 
Kreis, und nur dieſe. Man erhält eine folhe am 
leichteften, wenn man an G eine Tangente legt, fie 
mit ber Peripherie eined aus A befhriebenen Kreifeß, 
deffen Radius AC ifi, in H burchfchneibet, und aus 
diefem Puncte nach C eine Linie zieht, wo benn ber 
Durchſchnitt derfelben mit dem Umfange des gegebenen 
Kreifed, B, derjenige ift, in bem eine aus A gezogene _ 
Richtung, AB, den Kreid berühren muß. Die Iden⸗ 
tität der beyden Dreyede, CBA und CGH, die C ge- 
mein, CB = CG, CA = CH haben, ergibf, daß der 
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‚Mintel CBA ein rechter ſeyn muß, ‚weil‘ CGH- ein 
felcher iſt 


c. Die Peripherle als gleihfermi krumme einie. 


1. Der Punkt, welcher bie Peripherie eines Kreiſes 


erzeugt, muß ſeine Richtung, welche ſich momentan 


durch ſeine Tangente darſtellt, unaufhoͤrlich aͤndern. 


Iſt ein Bogen AB (fig. 28.) beſchrieben, und ſind 
ADE, DBF Tangenten an deſſen Endpuncten, fo be: 
trägt der Unterfchieb beyder Richtungen, fefern. fie cin: 
ſtimimig vorwaͤrts genommen find, fopiel als der Win: 
kel EDB, der aͤußere Winkel des Vierecks, welches die 
beyden Radien mit den béyden Tangenten einſchlietzen; 
.um dieſen Winkel hat alſo der Punct, welcher im Krei⸗ 
ſe von Anach B fortgerückt iſt, feine Richtung geaͤn⸗ 
dert. Der nemliche Winkel kann auf eine leichtere 
Weiſe dargeſtellt werden. In dem genannten Vierecke 
betragen die vier Winkel zuſammen ſoviel als die Eum- 
:me aller Winkel: in den beyden Dreyecken, welche durch 
die Sehne AB in ihm entſtanden find, alfo 2. 2R. 
Nun find zwey feiner Winkel, diejenigen, welche bie 
Tangenten mit den. Radien einfließen, bey A und B, 
rechte Winkel; es muͤſſen alfo die beyden anderen zu: 
ſammen die noch fehlenden zwey rechte audtragen. Der 
Winkel, welchen die Tangenten in dem Vierede felbit 
mit einander einfchließen, ift der Nebenwinfel desjeni- 
‚gen, der die Richtungsänderung im Uebergange von der 
einen: zur anderen darſtellt. So zeigt alſo der Winkel, 
den die beyden Radien am Mittelyuncte einſchließen, 
ACB, um wie viel der im Kreisbogen AB fortruͤckende 
Punct feine Richtung. geändert hat, und macht es über: 


wird. 
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füffig, bey. den Unterfuchungen | über biefe Aenderungen 
Tangenten zu conftruiren. 


2. Die drehende Bewegung, wodurch fi 44 * Frei 
zeugt, ‚bringt Winkel am Mittelpuitete. bes- Kreiſes, 


eid und Bögen der Peripherie zwiſchen ipren Schenfeln: in 
ſolcher Verbindung hervor, daß. gleichen Winkeln am 


Mittelpuncte,, wie (fig.-28.) BEB, AUG, gleiche 
Bögen ber Peripherie, AB, BG. wiſhen ihren 
Schenkeln correſpondiren. | 

Denn wenn. bie Winkei que. Gongrueng ‚gebradt 
würden ,. und: alsdann irgend ein. Zwiſchenpuntt bes 
Bogens, zwifchen. Schenkeln des einen Winkels, -nicht 
auf den Bogen zwiſchen den Schenkeln des zweyten 
fiele, fo würde, da beyde Bögen die Schenkel, DeB- Min⸗ 
kels abſchließen, eine Linie, wom Gentrum zur.jenem 
Zwifchenpund gezogen, auch den anderen Bogen tref⸗ 
fen, und in. fofern. ihre Länge andern muͤſſen, während 
fie in beyden Fällen ein Radius wäre il. 


Der Punct alſo, welcher bie, Peripherie eines Krei- 
ſes befchreibt, ändert feine Richtung bejtändig, aber er 
ändert fie gleihförmig, das heißt immer gleich— 

viel, wenn die durchlaufenen Wege gleihgroß find, 
Der Kreis, welcher mit einem kleineren Radjus bes 
ſchrieben wird, aͤndert ſie ſtaͤrker, als der mit einem 
groͤßeren Radius erzeugte, wenn ‚man zugeben wiß, 
daß feine Peripherie, und- dem "gemäß gleich aliquote 
Theile van ihr an abfoluter Länge weniger betragen, 
ala die eines mit größerem Radius befchriebenen Kreis 
ſes. 


c 
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IM. Der Kreis in Beifebung auf Winteimeffung, 


Die nahe und unmittelbare Beziehung, in welcher 
"ein Winkel zu dem Kreisbogen fteht, den bie, brehende 
Bewegung gleichzeitig "mit ihm erzeugt, fpringt “von 
felbft in die Augen. Es ergibt fid) aber, bey genaues 
‚rer Betrachtung, in Abfiht auf ben Zufammenhang 
zwifhen Winkeln und Kreisboͤgen, folgendes allgemeine 
Theorem. oo De 

"Wenn es möglich iſt, vonjebem Kreisbogen ans 
zugeben, welchen aliquoten Theil ſeiner Peripherie er 
ausmacht; fo laͤßt fich jedesmal, wenn zwey gerade 
Linien die Peripherie eines Kreifes, mit dem fie in 
einer Ebene liegen, erteichen, aus ben Bögen derfelben, 
die fie zwiſchen ſich faſſen, ihre gegenſeitige Lage genau 
beſtimmen. 
Dieſe Linien ſind entweder convergent, oder pa⸗ 
rallel. Im erſten Falle ſtoßen fie entweder im Cen⸗ 
rum ,. ober in ber "Peripherie, oder innerhalb, oder 
außerhalb des Kreiſes zuſammen. 


A. Centriwinkel. 


Aus dem eben vorhin ausgeſprochenen Satze, daß 
gleichen Winkeln, unter Annahme des nemlichen Ra: 
dius gleiche Kreisboͤgen zwiſchen ihren Schenkeln ange⸗ 
hoͤren, woraus ſich das Umgekehrte von ſelbſt ergibt, 
daß Centriwinkel und Bögen zwiſchen ihren Schenkeln 
ſich gegenfeitig proporfional find (S.179,e.), daß alfo, 
um zwey beliebige Winkel mit einander zu vergleichen, 
mit willführlihem Radius, nur für beyde dem nemli: 
hen, zwiſchen ihren. Schenfeln Kreisbögen befchrieben, 
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and biefe mit einander verglichen werben mögen. Win, 
tel am Bentrum eines Kreifes, Centriwinkel, verhals 
ten fich wie die Bögen der Peripherie, auf denen fie 
ftehn. 

So Fann alfo die Vergleihung der Winkel: auf die 
von Linien zuruͤckkgebracht, und dadurch woefentlich ers 
teichtert werben. Es fchabet nicht, daß diefe Linien 
frumm find, denn die Gleichfoͤrmigkeit ihrer Kruͤmmung 
laͤßt ſie fuͤr die gegenwaͤrtige Abſicht geraden Linien 
ähnlich werbeny ein kleiner Kreiöbogen fann ebenfo zur 
Meſſung eines größeren, mit gleichem Radius befchries 
benen, wiederholt in beimfelben aufgetragen werden, 
wie zu gleichem Zweck die Beine gerade Linie in ber 
größeren. Auch if es einleuchtend, daß man den Pi: 
nien, . durch deren Bergleihung mittelbar bie der Win: 
tel ‚geleiftet werden fol, jede beliebige Größe ertheilen 
kann, indem man den Radius willkuͤhrlich annehmen 
darf, womit die Kreisboͤgen beſchrieben werden, daß 
alſo die empirifche Meſſung in eben’ dem Maaße ſchaͤr⸗ 
fer werden kann, ald die Größen, welche fie vermitteln, 
fähig find, ſich in eine größere Zahl erfennbarer aliquo⸗ 
ter Theile zerlegen zu laſſen. 

Könnte die lementargeometrie eine allgemeine 
Methode angeben, jeden Kreißbogen in eine beliebige 
Zahl gleicher Theile zu zerlegen, fo wäre dadurch zu: 
gleih die allgemeine Aufgabe der Winkelvergleihung 
aufgelöst. Wenn ſich aber eine folche Methode im All⸗ 
gemeinen nicht geben läßt, fo findet doch der große 
Bortheil ftatt, daß ein einziger Kreis, deſſen Peripherie 
in gleiche Theile zerlegt worden, zur Vergleichung aller 
Winkel gebraucht werden Tann, wenn man- fein Cen⸗ 
trum mit dem Scheitelpuncte jedes. Winkels zuſammen⸗ 

17° 
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fallen laſſen, die. Schenkel deſſelben bis zu feiner Peri⸗ 
pherie führen, und den Bogen, welchen fie aus diefer 
adfchneiden, als Vielfaches von einem: aliquoten Theile. 
der Peripherie ausdruͤcken kann. . 

Sp wie man ben treten Winkel im 90 gleiche 
heile, oder Gradez jeden Grad in 60 Theile oder 
Minutenz jede Minute in 60 Theile oder Secum 
den. u. f. w. zu zerlegen pflegt; fo theilt man bie 

. ganze Peripherie bed Kreifed in vier Quadranten, 
jeden Quadranten in 90 gleiche Bögen, wovon jeber 
Bogen eined Grades heißt; jeden folhen im 60 
Tleinere, Bögen einer Minute, u. f. w. Dies ge 
währt die Bequemlichkeit, dag man, die Größe eines 
Bogend ablefend, der zwifchen die Schenkel eines Gen: 
triwinkels fallt, zugleich auch die Größe diefes Winkels 
felbft ausgeſprochen hat, da die eben. genannte!Form - 
der Eintheilung auch bey der Meflung von Winkeln 
eingeführt if. Man pflegt diefe Beziehung zwifchen 
Bogen und Winkel in einem abgefürzten, uneigentli: 
chen Ausdrude dadurch zu bezeichnen, daß man ben 
Bogen dad Maaf des Centriwinkels nennt, der ihn 
zwifchen feinen Schenfeln enthält. 


B. Peripheriewinkel. 


Liegt der Scheitelpunct eines Winkels in der Peri⸗ 
pherie, ſo ſind in Abſicht auf ſeine Schenkel zwey Faͤlle 
möglich, 


» a., Der eine Schenkel ift Sehne, ber andere Tans 
gente des Kreifes, wie (fig. 29.) AB und DB für den 
Winfel DBA. Zieht man Radien zu den Enbpuncten 
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bes von ber Sehne abgefchnittenen Bogens, fo ift, im 
gleichfchenklichten Dreyede ACB, 180° — C=A+ 
ABC, mithin, da die Winkel an der Bafis gleich ſind, 
90° — C = ABC. Zieht man diefen Winkel von 
CBD = 90° ab, fo bleibt DBA = %C. Da aber 
‚dad Maaß des Winkels C der Bogen AB ift, fo hat 
man den Gag, daß die Hälfte des Bogend, den eine 
Sehne abfchneidet, das Maaß des Winkels barbietet, 
ben fie mit einer durch ihren Anfangspunct gelegten 

Tangente bilbet, ABD = 7: Bog. AB. 


B. Beyde Schenkel find Sehnen, wie BA und BE 
(ig: 30.). Alsdann läßt fih die Beſtimmung bes 
Winkels felbft folgendermaaßen auf den vorigen Kal 
- zurüchführen. Man lege in feinem Scheitelpuncte eine 
"Tangente, BD, an den Kreid, Jede der Sehnen madıt 
mit ihr einen Winkel, der durch den halben Bogen, 
ben, vom Berührungspuncte an gerechnet, bie Sehne 
abſchneidet, gemeſſen wird. Der Unterſchied. dieſer 
Winkel iſt derjenige, den die beyden Sehnen mit ein: 
ander bilden ; ber Unterfchied der beyden Bögen, welche 
die Sehnen abfchneiden, das heißt, der zwifchen ihnen 
enthaltene Bogen, AE, zur Hälfte genommen, muß 
‚alfo das Maaß jenes Winkeld ſeyn. Man nennt einen 
Mintel, deſſen Schenkel zwey, in der Peripherie zu: 
fammenftoßende Sehnen find, einen Peripheriewin: 
tel, der auf dem Bogen fteht, welcher zwifchen feinen 
Schenkeln enthalten ift. So lautet denn der vorige Cap: 
ein Peripheriewinkel wird durch die Hälfte des Bogens 
gemeſſen, auf dem er ſteht. 

Als beſonders wichtige Folgerungen aus dieſem 
Sage gelten folgende. 
17 * 
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1. Wenn ein Centriwinkel und ein Peripheriewintel, 
wie (fig. 31.) ACB und ADB, über demfelben Bogen 
ftehn, fo beträgt der legte allemal nur bie Hälfte des 
erften. Der Eentriwintel kann, auf einem gegebenen 
Bogen oder feiner Sehne, nur auf eine einzige‘ Art er: 
richtet werden, der Peripheriewinfel auf unendlich man: 
nichfaltige Weife, da er ſtets denfelben Bogen zwifchen 
feinen Schenfeln faffen kann, wenn aud fein Scheitel: 
punct allmälig durch alle Puncte des zweyten Bogens, 
der mit'jenem, worauf er ſteht, Die ganze Peripherie 
ausmacht, fortruͤckt. 


l 


2%. Sind nur zwey Puncte, ber Peripherie, A und 
B (fig. 34.) gegeben, Durch welche die Echenkel eines 
Peripheriewinkels gehn follen, fo ift dies auf zmey Ars ' 
ten möglih, indem der Peripheriewinkel feinen Schei: 
telpunct entweder in dem einen ber beyden Bögen, in 
welche die Peripherie durch jene zwey ihr ‘angehörige 
Puncte zerlegt wird,. in D, oder in dem anderen, in 
E, erhalten kann. Solche Peripheriewinfel heißen ſich 
gegentiberftehendez; ber eine ift immer Nebenwin: 
fel des anderen, weil bie Bögen, worauf fie ftehen, 
und deren Häfften ihre Maaße darbieten, sufammen 
die ganze Peripherie ausmachen. 


3. Alle Winkel, die auf einer Sehne ftehn, wenn 
fie ihren Scheitelpunct zwiſchen Sehne und Bogen 
haben, find größer, alle, deren Scheitelpunct nicht zwis 
fchen Sehne und Bögen liegt, find Bleiner als der Pe 
ripheriewinfel, welcher mit ihnen über derfelben Sehne 


ſteht. u 
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Im erſten Falle fey (fig. 32.) E der Scheitelpunct 


des angenommenen Winkels; jeder Sphenfel beffelben 
muß alsdann, ruͤckwaͤrts verlängert, die Peripherie 
fihneiden, wie AE inD. Da AE alfo Eleiner ift als 
AD, fo muß der Winkel AEB größer ald der Winkel 
ADB ſeyn. 

Im zweyten Falle kann der Scheitelpunct F ents 


weder fo liegen, Daß wenigfteng einer feiner Schenkel, 


wie AF, den Bogen fchneidet, und alsdann iſt, weig 
AF größer ald AD, der Winfel bey F Pleiner als ADB; 
oder er kann, wie E (fig. 33.), fo geftellt feyn, daß 
feiner feiner Schenfel eine Sehne iſt. Dann find im 
Dreyel ADB die beyden Winkel an der. Bafis AB, 
bende kleiner ald die beyden Winkel an berfelben Baſis 
im Dreyed AEB, folglich der an der Spige, in dies 
jem, bey.E feiner, ald in jenem, bey D 


Daraus folgt offenbar, Daß, fobalb ein Winkel 


D, einer gegebenen Linie, AB, gegenuͤbergeſtellt werden 
ſoll, und die Moͤglichkeit vorhanden iſt, einen Kreis 
über AB als Sehne zu beſchreiben, und auf ihr ſtehend, 
einen Peripheriewinkel, fo groß ald der gegebene D, in 
demfelben nachzumeifen, nur in der Peripherie tiefes 


Kreifed der Scheigelpunck des aufzuftellenden Minfels D 


gefunden werden Fann, 

4 Die allgemeinere Aufgabe: jeder gegebenen Linie 
AB (fig. 31.) einen vorgefchriebenen Deripheriewinfel 
.D gegenüberzuftellen, und zu biefer .Abficht Centrum 
und Radius des nöthigen Kreifed zu finden, loͤsſt ſich 
leicht auf folgende Art. 

Iſt der geforderte Winkel D kleiner als ein rechter, 


fo trage man an ‚ven Enden, von AB und über ihn, 


A 


zwey Winfel, CAB und CBA, jeden R— D, auf. 
Alsdann wird der Gentrimintel ACB = 2D, folglich 
der Peripheriewinkel ADB über demfelben Bogen =D 

St der verlangte D ein flumpfer, fo trage man 
(fig: 34.) an den Enden von AB und unter ihr, die 
Winkel CAB=CBA=D— R, auf. Alsdann 
wird ACB = 4R — 2D, alſo AEB = = 2R—D, 


alſo ADB=D. 


Iſt endlich D=-R, fo befehreibe man über AB 
(fig. 35.) einen Halbfreid und jeder in ihm dem AB 
gegenüberftehende. Peripheriewinkel, ADB, wirb, halb 


fo viel Grade als der Halbkreis, worauf er fleht, ent— 


haltend, ein rechter Winkel ſeyn. 


5. Durch zweymalige Anwendung der Eonſtructior 
des vorigen Satzes kann ſofort die Aufgabe erledigt 
werben: einen Punct zu finden, in welchem, wenn es 
überall möglich ifl, von zwey, der Größe und Lage nad 
gegebenen, geraden Linien, jede einem beftimmten Win: 
kel gegenübergeftellt erfcheint, indem man von ihm aus 
zu ihren Enden gerade Linien zieht. Gehn die beyden 
gegebenen geraden Linien von einem gemeinfchaftlichen 
Puncte aus, fo gibt ed allemal einen foldhen Scheitel: 
punct, welcher als Durchfchnittöpunct zweyer Kreife, 
deren jeder ber einer gegebenen Sehne errichtet ift, 
gefunden wird, 


6. Bermöge des legen Satzes Tann die Aufgabe: 
über einer gegebenen Hppotenufe, (fig. 35.) AB, ein 
rechtwinflichtes Dreyeck, für welches ein von den Per: 
pendikeln, DA, gleichfalld gegeben ift, zu conftrpiren, 
aufgelööt werden, ohne daß man dabey von einem zu: 


\ 
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vor gebildeten rechten Winkel auszugehn braucht. Man 
befchreibt Über ber. ‚Hypotenufe ald Durchmeffer einen 
Haibkreis; ;3 aus dem einen Endpuncte der Hypotenuſe, 
A, mit dem gegebenen. Perpenbifel, DA, einen zwey⸗ 
| ten. Kreid. Da, wo beyde einander ſchneiden, in D, 

legt der Scheitelpunct des rechten Winkels, deffen zwey⸗ 
ter Schenfel, DB, dad Dreyed vollendet. 


7. Es ift die nemliche Conſtruction, beren man ſich 
zu bedienen hat, wenn man zwifchen zwey gegebenen 
inien die mittlere geometriſche Proportionale, oder 
arithmetiſch ausgedruͤckt, eine britte finden will, fo bes 
ſchaffen, daß die zweyte Potenz der Zahl, woburd fie 
ausgedruͤckt wird, fo viel beträgt, ald dad Product aus 
ben. beyden Zahlen, welche, nach dem nemlihen Maaß- 
fiabe, bie Größe jener beyden gegebenen Linien darffels 
Im. Man trägt die gegebenen Linien, AE, EB, ne: 
ben einanberz;.befchreibt über ihrer Summe einen Halb⸗ 
kreis, und errichtet im Grenzpuncte, der die beyden 
Städe feines Durchmeffers feheidet, ein Loth, DE, _ 
auf ihm, welches die gefuchfe’ Linie feyn wirt. Der 
Grund dieſes Verfahrens liegt in dem befannten Sabe, 
dag ein rechtwinklichtes Dreyeck durch ein Loth aus der 
‚ Spige des rechten Winkels in .zwey Pleinere ähnliche 
Dreyecke zerlegt wird, und in diefen, wegen der glei- 
hen Verhältniffe ähnlich) liegender Seiten, die eben 

ausgefprochene Beziehung ftatt findet: 
 Y(AE.EB)= ED. 


' 
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6 Excentriſche Winkel, 


Ein Winkel pezt ercentrif ch zu heißen, wenn 
fein Scheitelpunct ind Innere des Kreiſes, aber nicht 
in deffen Centrum fällt, wie (fig., 36.) F als Scheitel: 
punct bes Winkel? AFG, oder feines Scheitelminfels 


BFH. Schließt man alddann die Schenkel beffelben 


durch eine Sehne, AG, fo entfteht ein Dreyel, AGE, 
worin zwey Winkel, A und G, als Peripheriewintel, 
durch Bögen gemeffen werben fönnen, mithin ber drit⸗ 
te, bey F, auf gleihe Weife beftimmt werben. kann. 
Alle Boͤgen, woraus die Peripherie beſteht, machen, 
in Graben, 360° aus. Wenn aber von 180° _.360 ’ 

— Bog. GA + % Bog AH + % Dog HB + 
Y Bog. BG abgezogen wird | Bu 

A— % Bog. GB, und G = %Bog. ‚AH, 

fo bleibt als Werth des Winfeld AFG.übrig — Ya Bog | 


BH 
AG + Bog. BH, ober fürzer AG + BH, Das 


Maaß eines ercentrifchen Winfeld im Kreife iſt alfo 
das arithmetifche Mittel aus den beyden Kreisbögen, 
die feine Schenfel vorwärts und ruͤckwaͤrts zwifchen fich 
falten. 

Es ift bey Winkeln Diefer Art eine merkwürdige 
Beziehung, daß allemal Ahnlihe Dreyecke entitehn, 
wenn ihre Schenfel und die ihrer Echeitelwinfel, durch 
Schnen gefhloffen werden. Die Dreyede AFG und 
FEB heben H = A und G = B, als PVeripheriewin: 
kel, die tiber demfelben Bogen ftehn, find mithin ahn: 
ih. Es ift alfo BF: HF: BU = FG: AF : AG. 
Beſonders intereffant iſt unter diefen Beziehungen: 
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BF: HF.—= FG: AF,. ober in Zahlen außgebrüdt, 
BF. AR = .FH.TFG, wo bloß von ‚den Abſchnitten 
die Rede if, in welche yoe) ſich Eiigenbe Sehnen zer⸗ 
fallen. 


‚. D : Winkel außerhalb bes Kreifes, 


Es find bey einem Winkel, deffen, "Scheitelpunct 
‚außerhalb der Peripherie liegt, in Abfi cht auf die moͤg⸗ 
lichen Lagen ſeiner Schenkel gegen. dieſelbe, mehrere 
Faͤlle zu unterſcheiden. 3— 


3 


4. Sein einer Schenkel wird eine Sehne, der an⸗ 
dere eine Tangente, wie MGK (fig. 37.). Verbindet 
man, wie vorhin, beyde Schenkel durch eine: Sehne, 
fo entſteht ein Dreyeck, KGM, worin zwey Winkel, 
by 'K und M, weil ihre Scheitelpunde. in die Peri— 
pherie fallen, durch Kreiösbögen. ehem werben koͤn⸗ 

nen, folglich auch der dritte bey GC. 
| Das Maaß des Winkeld GKM # Y Bog. NM; 
dad Maaß von GMK ift 7, Bog. MLK. Werden beyde 
von 180° oder der halben Peripherie = Y,Bog. MLK + 
+ Bog. M. K abgezogen, fo. bleibt für den Wins; 
tl KGM = % Bog. MK — % Bog. NM: Hier if 
es alfo die halbe Diffenenz ber beyden Kreisboͤgen, 
welche, der eine ausmärtd, der andere einwaͤrts, zwi: 
ſchen die- Schenkel des Winteld fallen, die dad Maaß 
defjelben darbietet. _ , 

Auch bier iſt es merfwürdig,, daß die Dreyecke, 
welche entſtehn, wenn aus dem Endpuncte der Tan⸗ 
gente GM, zu ben Grenzpuncten der Sehne NK Ei, 
nien gezogen werden, GMK und. GMN ähnlid) aus⸗ 
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fallen möffen, welches, ba fie den Winkel bey.G ge: 
mein haben, daraus folgt, daß MKG in dem einen, 
und GMN in dem anderen ben nemlichen Bogen NM 
zwifchen ihren Schenfeln enthalten. Es gelten alfo' von 

ihnen die Beziehungen, dag GM: GN: MN = GK 
GM: MK, unter denen befonder&’def'Sa GM : 
GN = GK : GM, arithmetiſch ausgedruͤckt, 6M’ = 
GN. GK, wichtig iſt. 


Verbindet man die Endbpuneten der ehifiandenen 
Sehnen (fig. 38.) in natürlicher Ordnung’: fo entſtehn 
Dreyede, GNO, GKH, die ſich ähnlich find, da G 
benden gemein ift, und GNO fowohl u H, behde 
Nebenwinkel von ONK, einander gleich find. "Daraus 
ergibt fi) GN ': GO : ON = GH :-GK : KH. 


Verbindet man: (fig. 39.) die Endpuncte der Seh: 
nen kreuzweis, fo entftehn wiederum Dreyefe, GKO, 
GNAH, bie ähnlich ſeyn müffen, da G beyden angehört, 
K und H, über. dem nemlichen Bogen ON: ftehenb, 
gleih find. - Daber iſt GH : GN: NH = GkK: 
GO : KO. Unter den Säben, bie in diefen Ausdrüden 
zufammengefaßt find, ift der jedenfalls gültige GN: 
GO = GH : GK, oder arithmetifch gefaßt GN . GK 
— GO .. GH, befonderd bemerkendwerth. 


b. Beyde Schenkel fchneiden den Kreis fo, Daß 
Stüfe von ihnen ald Sehnen erfcheinen, wie HGK 
(fig. 37.). Diefer Tal kommt unmittelbar auf ben 
Horigen zurüd. Das Maaß von K6M iſt 

_ MK — _NM 
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HKM — „ONM 


Ebenſo das Maaß von HGM = 


® 
"Folglich abgezogen HCK = = EN, 





c. Beyde Schenkel, find Tangenten, wie bey dem 
Winkel LGM (fig. 37.). Auch hier erfolgt, aus noch⸗ 
maliger ungeänderter Wjederholung der erſten Betrach⸗ 
J tung, daß dad Maag ded Winkels | 


LCM — Bog. LHKM — Bog. LONM e An möffe 


Allgemein gilt alfo für jeden Mintel, deſſen Scheitel 
außer der Peripherie liegt, und deffen Schenkel fie er; 
reichen, daß die halbe Differenz der Bögen, die, ber 
eine auöwärt3, der andere einwärtd gewendet, zwifchen 
feine Schenkel fallen, in Graben ausgebrüdt, fein 
Maaß darbieten muß. 


E. Parallelen und Kreisbogen. 


Wenn Parallelen eine Kreisperipherie durchſchnei⸗ 
den, ſo ſind die Boͤgen, welche ſie zwiſchen ſich faſſen, 
gleich unter einander. 

Sind (fig. 40.) AE und BD parallel, fo müffen 
die Winkel DBE und AEB, alfo auch die Bögen AB 
und DE, auf denen fie ald Peripheriewinkel ftehn, 
gleich feyn. 

Iſt eine von ihnen Tangente des Kreiſes, wie 
FGH, ſo ergibt auf gleiche Art, die Identitaͤt der 
Winkel HGE und AEG, daß die Bögen AG und GE 
gleich feyn muͤſſen. 

Daß alle Saͤtze, welche den Zufammenhang unter 
Winkeln und SKreisbögen zwiſchen ihren Schenteln bes 
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treffen, einer. ‚Umfehrung fähig find, ergibt fih aus den 
fiir "fie geführten Beweifen fogleich. ' 


& 
III. Rectification des Kreifes, 


" Die Frage nad) der Länge ber SKreislinie, vber 
“ einzelner beſtimmter Xheile derſelben ift in vielfacher 
Beziehung von großer Erheblichkeit. 

Den Kreis rectificiten heißt: bie Fänge ber Kreis: 
linie mit de einer beliebigen geraden Linie, am natlır 
lichften der des Radius oder Durchmefferö, vergleichen. 
Wäre die Kreiölinie felbft gerade, oder aus geraden Li⸗ 
nien zufammengefest, fo bedürfte die Möglichkeit einer 
folhen Vergleihung Feiner Begründung, obgleich als⸗ 
dann keinesweges behauptet werden duͤrfte, daß ihr Re⸗ 
ſultat ſich in einer beſtimmten, voͤllig genauen Zahl dar⸗ 
ſtellen ließe. Der pythagoriſche Lehrſatz beweiſt es, daß 
nicht immer gerade Linien als Zuſammenſetzungen aus ei: 
nem und demfelben Grundtheile angefehn werben Fönnen, 
daß fich alfo ihr Verhaͤltniß oft nicht mit völliger Schärfe 

angeben läßt. Aber die Möglichkeit des Meffens ber 
einen durch Die andere ift in fofern beyde ſelbſt 
als aus kleineren geraden Linien zuſammengeſetzt ge— 
dacht werden dürfen, und ed nur darauf ankommt, ob. 
fie. fich beyde durch Wiederholung einer Fleineren, gera: 
den Linie erfchöpfen laffen, feinem Bedenken unterwor⸗ 
fen. Wenn hingegen eine krumme Linie mit einer ge 
raden verglichen werden fol, fo ftellt die verfchiedenar: 
tige Natur beyder der unmittelbaren Vergleihung un: 
überfteiglihe Hinderniffe in den Weg. Man zerlege 
die gerade Linie in noch fo viele Fleinere, es find im: 
mer noch gerade Linien; man lafje die krumme in 


noch fo viele gleiche Theile zerfallen, jeder von ihnen 
wird krumm bleiben, weil es der Begriff der krummen 


Linie mit ſich führt, daß Fein Theil von ihr gerade 
ſeyn Tann, 


‘ 


A. Princip und Gang der Unterfuhung. 


1. Es ift allenthalben, wo Größen wicht ald- ver: 
fhiedene Zufammenfegungen congruenter Grundbeftand- 
theile betrachtet werden koͤnnen, cin indiretes Vpfah⸗ 
ren bey ihrer Vergleihung, und ein befonderes Prin- 
tip, wodurch fich ein ſolches begründet, erforderlich. 
Da in der Elementargeometrie nur von einer einzigen 
krummen Linie ausnahmsweife gehandelt werden fol, 
fo genügt ed, ein folhes Princip gleihfald nur in. 
Beziehung auf diefe einzige krumme Linie fpecialifirt 
auözufprechen, und weitere rpofitionen beffelben ins 
Gebiet der höheren Geometrie zu vermeifen, wo nas 
mentlich die Frage: ob nicht Überhaupt die Rectification 
frummer Linien immer hypothetifch bleibe, zur | Eroͤrte⸗ 
rung kommen muß. 


Das Princip vorauf in den Elementen bie Kec- 
tification des Sreieb gegrlinbe wird, ift das folgende. 


Nimmt man in einem Kreife (fig. 4.) einen Bo⸗ 
gen, AB, ſo iſt ſeine Laͤnge groͤßer als die der Sehne, 
welche feine Endpuncte verbindet. Legt man aber durch 
diefe Endpuncte zwey Tangenten, AD,'DB, bis zum 
. Bufammenftoßen verlängert, fo ift der Zug, welchen fie 
zwifchen eben jenen Puncten darfielen, AD + BD, 
größer ald ber Kreisbogen. 
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2. In Folge dieſes Princips zerlegt man die Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes in beliebige kleinere, am bequem⸗ 
ſten in gleiche Theile; %ht für jeden Bogen eine Seh⸗ 
ne, und legt durch ſeine Enden zuſammenſtoßende, und 
ſich ſo gegenſeitig begrenzende Tangenten; beſtimmt die 
Laͤnge dieſer Sehnen, und jener Tangenten: die Sum⸗ 
me aller Sehnen gibt weniger, die Summe aller Tan⸗ 
genten mehr, als die Kreislinie: an Laͤnge betragen 
kann; man erhält alfo Grenzen, zwiſchen denen ſie ent⸗ 
halten iſt. 

Dieſes Verfahren wuͤrde aber ſehr unvollkommen 
und unwiſſenſchaftlich ſeyn, wenn die Zerfaͤllung der 
Peripherie in gleiche Theile durch mechaniſche Proben; 
das Meſſen der Sehnen und Tangenten durch empiri⸗ 
ſche Vergleichung mit. dem Radius oder Durchmeſſer 
geſchehen ſollt. Es würde zu wenig befriedigenden 
Reſultaten fuͤhren, wenn ſich nicht darthun laſſen ſollte, 
daß die Grenzen, welche es fuͤr die Peripherie des 
Kreiſes ergibt, ſich ſo nahe als man will, zuſammen⸗ 
ruͤcken laſſen. Man muß alſo ſuchen: Zerfaͤllungen der 
‚Peripherie in gleiche Theile nach ſicheren Regeln; Bes 
rechnungen ber Größe, bie den Sehnen und Zangenten 
diefer einzelnen Theile angehören; und die Gewißheit, 
dag bey dem Einfchließen eined Kreisbogens zwifchen 
Sehnen und Zangenten, eine fortfchreitende, beliebig 
weit zu treibende, Näherung im Zufammenziehn jener 
Grenzen geflattet ift, in feine Gewalt zu befommen, 


/ . 
B. Theilung ber Peripherie in gleihe Theile, 


Mas zuerft die Theilung ber Peripherie in kleinere, 
unter einander gleiche Theile betrifft, ſo hat zwar die 


- 


‘ 
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Elementargeometrie beine allgemeine conſtructive Mes 
thode, um jede beliebig verlangte Anzahl von ſolchen 
hervorzubringen. Wenn es aber bloß darauf ankommt, 
durch beſtimmte Conſtruction eine Menge gleicher Theile 
in der Perjpherie zu erhalten, groͤßer als irgend eine 


beliebig angenommene Zahl, ſo laͤßt ſich zu dieſer Ab⸗ 
ſicht ein ſeht einfaches Verfahren angeben. 


1. Einige Theilungen der Peripherie ſtehn ſogleich 
zu Gebote. Man ſetze durch das Centrum des Kreiſes 
zwey Durchmeſſer ſenkrecht auf einander; ſie werden 
die Peripherie in vier gleiche Theile zerlegen. Noch 
leichter kann die Zerfaͤllung derſelben in ſechs gleiche 
Theile erhalten werben. Es ſey (fig. 41.) der Bogen 
AB ein Sextant. Alsdann ift der ihm zugehörige 
Winkel am Mittelpunde 4 .360° = 60°... In dem 
Dreyede, ‚welches feine Sehne mit den Radien durch 
ihre Enden bildet, ABC, ift alfo die Summe der bey: 
den Winkel, die an der Sehne liegen, = 180° — 60° 
— 120°. ‚Sie find gleich unter einander, weil das 
Dreyeck ein gleichfchenflichtes iftz jeder einzelne von 
ihnen beträgt alfo auch 60°, und bad Dreyeck ift gleich: 
feitig, weil ed lauter gleiche Winkel in fih faßt. Der 
Radius des Kreifes felbft ift gleich der Sehne eirfes 
Bogend, welcher den fechöten Theil der Peripherie be 
trägt. 


Auch die Theilung der Peripherie in zehn gleiche 
Theile, ergibt fi aus bereitd entwidelten Beziehungen. 
St (ig. 23.) der Winfel ABC = YsR = %R, und 
AB = BC = r, alſo AC Sehne eined Bogens, der 
Yıo der Peripherie beträgt, fo hat man (©, 245, 6.) 


272 


AB = AC ober wenn. AcH = x am 
ACHAB' AB’ | 
r 
— — — — 2 — 
1% m oder r re +2. 


⸗ 


Man errichte alſo im Endpuncte eines Radius CG 

— Yır (fig. 42.) dad Loth GE = r, ziehe zu feinem 
Endpunde, CE, fo wird der außerhalb des Kreifes 
fallende Theil diefer Linie,‘ AE, die gefüchte Sehne 
—xfeyn. Denn es ift (€! 266, b.). GE? =AE. EK, 
alfo, da AK = r, GE = r, menn AE = x gefigt 
wird, rm=ıw(r+x) Atithmetiſch gefaßt erhielte man 





AE=-CE—CA= =yicort GE) CA= (1), 


2. Hat man erſt einen Bogen der ein aliquoter 


Theil der Peripherie iſt, fo kann man von ihm zu ans 


deren gelangen, die, halb fo groß als er, ed’ gleichfalls 
feyn müffen. Es fey (fig. 42.) AB ein folcher Bogen. 
Ein Loth aus tem Geitrum auf feine Schne, CFG, 
halbirt befanntlich die Sehne, den Winkel am Mittel: 
puncte, welcher ihr gegenüberfteht, und folglich aud 
den Bogen, welchen diefer zwifchen feine Schenkel faßt. 
Es ift.alfo der Bogen AG, oder GB, halb fo groß, 
ald der anfänglihe, AB, war, 

Da eine ſolche Halbirung fo oft, als man will, 
vorgenommen werden kann, fo ift die Möglichkeit, den 
Umfang des Kreifes in eine Menge gleicher Theile zu 
zerfällen, welche jede beflimmt angenonmene Zahl noch 
übertrifft, einem Zweifel unterworfen. 
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© "Bereämung von Gehen und Zangenten. 


Die. beabfichtigte Einfihftegung der Peripherie zwi: 


ſchen beflimmbare Grenzen erfordert nicht allein Die 
Nachweiſung einer ficheren Regel, wodurch Xheilung 
ber Peripherie in ‚gleiche Theile, fo daß erforderlichen 
Falls die Menge berfelben jede beliebige, beitimmt ans 
genommene Zahl :fbertrifft, geleiftet werden kanm; man 
muß, um.fie zu bewürten, auch bie Sehnen ber ba: 
durch 'eritftandenen Boͤgen, neb den aus ihren Enden 
gezogenen, ſich einander begegnenben Zangenten, der 
Größe nach, und zwar durch Rechnung, bie ihr Ber: 
hältni gegen den Radius des Kreifes ausbrüdt, zu 
beſtinimen im Stande ſeyn. 


» Berechnung ber Sehnen. 


1. Daß im Allgemeinen die Größe ber Sehne mit 
der des Bogens zufammenhängt, folgt daraus, daß fie 
Bafis eines gleichfchenklichten Dreyecks ift, deffen Win- 
kl an der Spige den Centriwinkel ihres Bogens bar: 
felt. Sie muB deswegen für den Pleineren Bogen ge: 


tinger,, fir den größeren beträchtlicher ausfallen , und 


iſt faͤhig, alle Werthe zwiſchen O und Zr (r ald Ras 
dius des Kreifes gedacht) anzunehmen. 


Daß ſich die Groͤße einer Sehne, und die Groͤße 
ihres Abſtandes vom Centrum, in einem gegebenen 
Kreiſe wechſelſeitig beſtimmen, ergibt ſich ſogleich aus 
dem bekannten Satze, daß die Sehne durch ein Loth 
ars dem Centrum halbirt wird, und alfo ihre Hälfte 
mit diejem Lothe und dem Radius ein vechtwinklichtes 

18 Ä 
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Dreyel bildet, weswegen ben Radius r, bie Sehne s, 
ihren Abfland vom Centrum d genannt,. r? = Yıs? 
+ d? feyn muß. Diefe Beziehung thut zugleich bar, 
daß die größere Schne den kleineren Abſtand vom "Gen: 
trum baben muß, und umgelehrtz; ſo wie, daß ber 
boppelte Radius oder Durchmeffer die hoͤchſte Länge ab- 
gibt, die eine Sehne erhalten, und daß jebe noch fo 
Heine Linie Sehne eined Kreifes werden kann, 


3. Die Sehne AB hat (fig. 44.) in ihrer Mitte 
den größten Abfland von dem Kreisbogen AED, wel: 
hen fie, abwaͤrts vom Centrum, abfchneidet. Steht 
CDE 'lothiecht auf AB, fo it CF > CD, mithin, 
beyde vom Radius abgezogen, GF < DE Um fo 
mehr alfo, da dad Loth GH <- GEF feyn muß, GH 
= DE 

Se Meiner Die Sehne gegen den Rabius wird, ein 
um defto Eeinerer Theil ihrer eigenen Länge wird ihr 
größter Abftand von dem Kreisbogen, ben fie abwärts 
vom Mittelpuncte abfchneidet. 

Denn, AB = s, ben Rabius = r geſetzt, if. 
CD = V(r! — 74 8?), welches, fobald s < r iſt, 
größer wirb ald r — s’*,. Mithin gibt CE — CD 


ar 
d.h. DE weniger ad r — @ — 32 2 32 Es 
dr Ar. 
iſtt alfo DE fletd geringer ald s . 5 oderr=1 ge 
Ar’ 
*) Denn „x — Pitt ⸗2velches von 
( 5) 7 16:3 ’ 
vis? abgezogen, als Reft "—  —s? 1 2 
7 ſor 4 700 7) 


einen poſttiven echten Bruch, zurückläßt. 


‚febt, geringer als ©. s° Wäre dlfos = 1 und 
- 4 | nn’. 


1_fo gering, daß 1 von ihm felbft, wegen zu großer 
2 n 

Kieinpeit nicht mehr: in finnlicher Anſchauung erfennbar 
ſeyn koͤnnte, fo wäre offenbar, da jeder Yunct bes Bo- 
gens einen geringeren Abfland von der Sehne haben 
würde als a. As 1 1 fein Punct des Bo: 

n . 4n’- 
gen& von dem lothrecht unter ihm gelegenen der 
Sehne zu unterfhheiden feyn, es würden. alfo in finn- 
liher Anfhauung Bogen und Sehne zufammenfallen. 

4. Die Aufgabe, zu jedem Bogen, von welchem 
angegeben worden, ber wievielfte Theil der Peripherie 
er ſey, die Länge der zugehörigen Schne zu finden, ift 
nicht 1d8bar für die Elementargeometrie im Allgemeinen, 
aber wohl in unzählig vielen einzelnen Faͤllen. Zür 
ben Zweck ber keabfichtigten Unterfuhung genügt es, 
auch nur für einen Bogen, der ein aliquoter Theil der 
Peripherie tft, die Sehne zu Tonnen, wie z. B. für 
den Quadranten, wo fie r. V2, oder den Eertan: 
ten, wo fie r if. Wofern fih alsdann eine allgemeine 
Methode ausfindig machen läßt, vermoͤge deren aus der 
fhon befannten Schne eined Bogens, Die eined andern, 
der genau bie Hälfte des vorigen beträgt, berechnet 
werden kann, fo ift die Möglichkeit gegeben, für uns 
endlich viele, immer kleiner werdende Bögen, die Größe 
der ihnen zugehörigen Sehnen genau zu beflimmen. 


Es fey AB (fig. 42.) die gegebene Sehne; die 


Zahl, wodurch ihre Größe, den Radius = r angenom- 
18* 


br, 
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men, ausgedruͤckt wird, — s., Alsdann hat man zuerſt 
ihren Abſtand vom Mittelpuncte, Fe - Yıs?)» 
und daraus FG =r— Y(r? — Ys2); mithin in 
dem rechtwinflichten Dreyecke, welchem: die Sehne: des 
halben Bogend, AG, zur Hypotenuſe dient, beyde 
Perpendikel. Aus chuen kann wieder vermoͤge des py⸗ 
thagoriſchen Lehrſatzes die Hypotenuſe AC berechnet 
werden. So findet ſich, nach gehoͤriger arithmetiſcher 
Zuſammenziehung: AG = Yar(r— VG —.Y3)), 
und dies ift die Formel, durch deren Hülfe man aus 
ber Sehne irgend eined beliebigen Bogend — 5, bie 
eined andeten, AE, welcher balb fo aroß iſt als jener 
erfte,, berechnen. kann. 5 

| Seht man nun bey dem Gebrauche biefer Form 
von einem Bogen aus, ber felbit ſchon ein aliqueter 
Theil der Peripherie iſt, z. B. dem Sertanten, fo 
werden alle die übrigen Bögen, .deren, Sehnen fih nad 
ihr almälig eine aus der andern berechnen, gleichfalls 
aliquote heile der Peripherie, „nur. von immer höher 
werdender Bielfachheit feyn. 


. \ 
5: Wenn es darauf anfommt, die Berehnung ber 
Sehnen in ſtetem Fortſchritte durch Boͤgen, deren jeder 
die Haͤlfte des vorhergehenden iſt, zu erleichtern, fo 
dient dazu ber nachfolgende Sag. 

Die Sehne ded Bogens, der mit. einem gegebenen 
die halbe Peripherie ausmacht, mag die Nebenſehne 
des lesteren heißen. Es ift offenbar, daß die Dun 
brate der Sehne und Nebenfehne eines Bogens (ig- 
43.) wie BE? + AE? zuſammen das des Durchmes⸗ 
ſers ausmachen. 
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Iſt nun die Sehne des ganzen Bogen, BE = s, 
fo if feine’ Nebenſehne AE = var — ss"); bie ; die 
Sehne‘ des halben Bogens, DB — YOr! —- Ir. 
‚var! — 8°); bie Nebenfehne beffelben alfo AD = 
v(AB? — BD’) = var + 2r YIr —%s})); 
es iſt mithin AD—= YOr + r.Ak = 
Vr.-Or f AL). Da man.bey der wuͤrklichen Aus- 
führung r = 1 nimmt, fo ergibt fih, um aus ber 
Nebenfehne ded ganzen Bogend AE, bie Teiner Hälfte, 
BD, zu finden, die Regel: AD = vV(2 + AE), 
welcher gemäß daB Kortfchreiten durch Nebenfehnen um 
fehr Vieles leichter ſiſt, als das durch ‘die Sehnen felbft. 
Erſt bey dem Schluffe der Arbeit wird man aus ber 
legten Nebenfehne die ihr wuachbege Sehne ſelbſt zu 
beſtimmen haben. 


b. Berechnung ber Tangenten. 


1. Was die Berechnung der Tangenten betrifft, die, 
an die Endpuncte eines Kreisbogens gelegt, und ſich 
im Zuſammenſtoßen gegenſeitig begrenzend, einen lan- 
geren Zug als der Bogen ſelbſt darſtellen, fo iſt die: 
ſelbe weit geringeren Schwierigkeiten unterworfen. Die 
beyden an den Enden eines Bogens AGB (fig. 42.) 
angelegten Zangenten, AD, BD, bilden mit der Schne 
AB ein gleichſchenklichtes Dreyeck, weil fie gleiche. Wins 
kel (beyde gemeffen durch die Hälfte des Bogens AGB) 
mit ihr einfchließen. Das Loth auf die Sehne, CF, 
geht alfo durch die Spike Diefes Dreyecks, und ftiftet 
ein neue, CAD, welchem dasjenige, welches entfteht, 
wenn man in der Mitte des Bogens eine Tangente 
GE anlegt, und fie mit einer Radiusrichtung durch ben 
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Anfangspunct, CAE ſchneidet, identiſch iff, da beybe 
den Winkel bey C gemein haben,. und CA =.CG ift. 
Man darf alfo flatt AD fegen GE, flatt BD auf 
gleiche Art GH; fiatt AD + BD alſo EH. 


Wenn alſo in ber Mitte eines Kreisbogens AGB, 
eine Zangente an ihn gelegt, und von Radiusrichtun⸗ 
gen durch feine Erdpuncte, CBE, CAD, begrenzt wird, 
fo beträgt die Länge dieſer Tangente mehr als die des 
Kreisbogens, und fie kann aus ber einen Sehne AB 
leicht auf folgende Art erhalten werden. 


Es fey der Bogen AGB ein aliquoter Theit der 
Peripherie, und deſſen Sehne, AB, ſo wie der Abſtand 
derſelben vom Centrum, CF, ſchon berechnet. Legt 
man nun durch die Mitte des nemlichen Bogens eine 

Tangente, die ſich zwiſchen den durch die Enden der 
Sehne gezogenen verlängerten Radien begrenzt, EH, 
fo_.ergibt fih die Aechnlichkeit der Dreyecke, die dieſe 
parallelen Zrandverfalen zwifchen ben Schenkeln eben: 
deffelben Winfeld bilden. - Die Tangente wird. alfo in 
eben dem Maaße mehr betragen ald bie Sehne, wie 
ihr Abftand vom Centrum größer iſt als der jener Seh: 
ne ſelbſt. Nun ift ihr Abftand vom Centrum der Ra: 
dius; der der Sehne iſt V(r? — Y48?); die Länge 
der Tangente iſt alfo 

(G=r.s = 8 


CF V(r?— st) VdI — s? \ 
| 14) 

Berechnet man fortlaufend nicht die Sehnen, fon- 
dern die Nebenfehnen, um erft aus der lebten Neben: 
fehne zu der ihr zugehörigen Sehne zurüdzufchren, fo 
hat man nicht nöthig, deren Abfland vom Centrum zu 


⸗ 


EII AB. 
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ſuchen; er iſt die Hälfte ber Nebenſehne. Denn Dim (fig. 
43.) CF = Ye — 18°) iſt die Säfte, vom AR 
var — "). 


2. Nimmt man ben anfänglichen gebrochenen Tan: 
gentenzug AD + DB = 2AD, ſo ift Mar, daß bie 
hoͤchſte Entfernung, welche irgend einer ber ihm anges 
hörigen Puncte von ber Sehne AB haben fann, DF 
iſt. Die Aehlichleit der Dreyede CAF und AFD er⸗ 
gibt ſogleich FD = AF ober, da 2AD= =t,CA=r. 

AD ca’ 

AF=Ns=FD= .t. In eben dem Maaße 
alſo, in welchem die. Sehne ein kleinerer Theil des Ras. 
bins wird, muß auch der höchfte Abftand, den irgend 
ein Punct in dem über ihr ſtehenden Tangentenzuge 
von ihr erhalten Tann, verhältnigmäßig gegen bie Länge 
dieſes Zuges abnehmen. 

> Es fommen alfo der Bogen und ber Tangenten⸗ 
zug, beybe dem räumlichen Zufammenfallen mit ber 
Sehne defto näher, je kleiner die Sehne ift, 


D. Möglicgkeit beliebiger Räperung, 


1. Wenn es nur darauf anfäme, irgend zwey Gren— 
zen, zwiſchen denen die Laͤnge der Peripherie nothwen⸗ 
dig enthalten ſeyn muͤßte, anzugeben, ſo waͤre dieſes 
auf viele Arten moͤglich. Man naͤhme irgend einen 
Bogen, welcher ein aliquoter Theil der Peripherie iſt, 
und berechnete für ihn Sehne und Tangente. Dieſe 
beyden Bahlen, fo oft genommen, als der Bogen in 


ber, Peripherie enthalten. ik: wärben ‚die -pepben gefot⸗ 
derten Grenzen⸗ hervorbringen. 

Der erſte Anfang der wuͤrklichen Grenzbeſtimmung 
wird auf ſolche Art am leichteſten gemacht, wenn man 
von dem Sextanten ausgeht. Fuͤr ihn iſt belanntlich 
die Sehne s = r, bie Tangente alp.= Fr. 

va 
. m) 
=r vo). Es faͤllt alſo die Laͤnge der Peripherie 
zwiſchen Gr und 6 . V(V) r, oder in ganzen Zahlen, 
zwifchen Gr und Tr. 

Daraus folgt, bie Länge der Peripherie = P ge: 
fest, daß die Länge eined Bogens, ber 1 P-ift, we: 
— | Ze 
niger ald..7r beträgt. Um fo mehr ift alfo die Sehne 

des Bogens ip geringer ald 7r 
n n . 
! 


2, Daß die Grenzen, welche ſich für die Länge ber 
Peripherie ergeben, wenn man fie in n ’'gleihe Theile 
zerlegt, und für den einzelnen fowohl die Sehne s, 
ald die Tangente t berechnet, um ns ald zu wenig, nt 
als zu viel aufzuftelen, fo eng als man will, zufam: 
mengezagen werben koͤnnen, beweist folgende Betrach⸗ 
tung. 


Dat= s ſo ergibt eine leichte Rech— 
4m) 
nung, dag t ieberzeit Feiner wird als s+ ® 0: 
in 6r? ’ 
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bald s ein echter Bruch iſt . ‚Aber, fobald n größer 
als Ormennen worden, ift s unfehldar ein wicher. 

Sn nun t ſtets größer FR aber Feiner als 
++ e. ſo faͤllt die Laͤnge der Peripherie’zwifchen 
die Grenzen as und ns + n s® oder zwiſchen ns 

6r? 


und ns & 4 222* =). Es it befonnt, daß mit zus 


6r? 
nehmendem n die Sehne s zu jeder noch ſo geringer 
Kleinheit herab, mithin 1 * Di ‚der Einheit fo nahe 
' ü 6r° 


) Denn e? ift Meiner als (* | =) e 
* =) 


woraus, “auf beyden Seiten durch @ — * dividirt, 


4r? 
8 


uns. bie Wurzel gezogen, YılL— s? —) <ı+r 8 


4rv? 
eoigt. Es ift nemlich * 1— 22 3 
6 =) (. 15.) 
+ Yıa . "N — Yıs .* — Ua 2 s? 
r? r® r6 
s* 1—- 2(2+ et Sobald s ein echter Bruch 
12r2 ( 372 Ar? T 


if, wid „2 + ”, :3, mithin 
(m) 


* 1- ?(2+ ® ein pofitiver echter Bruch 
12r? ( Zr. 15) 

mithin gibt die Addition ber ledtgenannten Größe zu s2 
mehr als s? ſelbſt iſt. 


** 
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als man will, gebracht werben kann; es wuͤrde auch 
daraus folgen, daß s kleiner iſt a als Ir mithin s? 
| T 6r! 
Heiner ald 1. (2 2) reist 1 4 ‚s?_ Heiner als 
. 6r® ‘ 
14 1 „ welches, ba 1 3, mit, wachen: 

G . 1.2 ) 


bem n p gering ald man mil, werden kann, fid ber 

Einheit beliebig nahe rüden läßt, um fo mehr alfo 

auch 14 2*velches jederzeit noch geringer iſt. 
6r?’ 

Man bat diefem gemäß eigentlich nicht nöthig, zu 
jevem s das zugehörige t zu berechnen, wenn man bie 
Peripherie zwifchen Grenzen einfließen will, da aus 
8 ſogleich 1 + s? abgeleitet, und fo aus ber erſten 
r or 
Grenze ns, die zweyte, ns “ rs» ) gefunden wer: 

‚6r? 
den Tann. Indeſſen berechnet fi b nt = ns 
vu— s 
=, 
im Zuſammenhange faft eben fo leicht, und rückt dem 
gefuchten P etwad näher . 


*) Es iſt ſchon bewieſen, daß 1 F * 1 
“Y — 


Ar? 
Ebenfo Leicht, zeigt fi im Gegenfag, daß 


14 * Jeyn muß, d 
va-® ns 


* 
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3. Wenn für jeben Kreiß, ſofen derſelbe mit einem 
beſonderen Radius beſchrieben iſt, die Laͤnge der Peri⸗ 
pherie durch allmaͤlige Grenzbeſtimmungen der im Obi⸗ 
gen entwickelten Art urſpruͤnglich gefunden werden muͤß⸗ 
ten, ſo bliebe die Rectifi cation des Kreiſes eine weit⸗ 
ſchichtige Aufgabe. 

Es ergibt ſich aber als eine leichte Folge aus der 
bisherigen Betrachtung das Theorem, daß ſich die Pe⸗ 
ripherien zweyer Kreiſe, P und p, in Abſicht auf die 
kaͤnge, wie die Radien, womit fie beſchrieben find, R 
und r, verhalten. 

Iſt ‚jede beyder Peripherien in m gleiche Xheile 
zerlegt, und die Sehne von einem folchen, für‘ den Ra: 
dius R, = S, fuͤr den Radius r aber = s, fo wird 


unfehlbar — = * ſeyn, da s und S als Grundlinien 


ähnlicher. Dreyecke, deren Schenkel r und R find, ans 
gefehn werben koͤnnen. 


Nun fält P zwifhen nS und nS + nS = 


c* =) ("5 LEI ut Ya 
ar? 


C wenn s ein echter Bruch ſeyn foll, unfehfbar ſelbſt 
ein poſitiver echter Bruch iſt. Wenn alſo nt ſtets kleiner 
it als ns ,1+ >? fo wird es dabey unfehlbar ſtets 

( m)’ ' 

größer bleiben als ns 1 + 3? Es kann alſo nur 

DE Ey} 
unbebeutenden Unterfhied maden , ob man als obere 
Grenze ns ‚L-F s? „ ober nt gebrauden will. 
(ai >) 


- 
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25 ar ® ober, zwiſchen n$ rn U), 


j 
> 


wenn. man ber Kürze wegen On: * — ‚U feht,. wo of 
fenbar U eine Groͤße bedeute "hie mit- zunehmendem 


"on unter jede Kleinheitögrenze finten kann. Auf gleiche 


Weiſe faͤllt p zwiſchen ns und ns (1 + n),. wenn 
u= s’ wu gleichfals, mit ſteigendem u unter | 
6’ | 
jeden noch fo kleinen belimmten er jeaktenmn 
kann. 
Es legt alſo pP zwifchen nd n8 und n6 (1+ w 
7 ms ns(1 +u) ns 
b. h. zwifchen 5 J und 8 (U) ober da 
(4) 8 ’ 
5s= R zwiſchen R *6 ) und R(i +D) Nun 
8 r” ıi+W r 
ift offenbar 1—u Feiner ad 1 ‚mithin R 
1+u (a + u) 
größer als R (—u); es liegt alfo P um fo mehr 
r ? 
zwifhen R(1—u) und R(14 U). Es kann alfo 
r r 
nit von R um irgend eine beſtimmte Größe verfchie- 


r 
den feyn. Denn fegte man R (140), wo a irgend 
. r 
eine beftimmte Größe feyn mögte, fo wäre dieſes un: 
ftatthaft, da P fietö Pleiner ift als R (1 +U), wobey 
Ä p \ r, 
U nad) Belieben tief, alfo auch unter & berabfinfen 


kann. Sttte um. PB = BR (1 — a), fo wäre auch 
unzuläffig, da es ſtets größer. iſt als R(t—u), 
. .. . ‚ . rr .n 

welches fo nahe an R rhden Tann als man will,. wäh: 
' , r .. on j . 

vend R(1 — a) um ein Beſtimmtes Fleiner als R 
re. 

bleiben müßte. Es kann alfo P nur =R ſeyn. 

m - | 

Iſt daher nur für irgend einen Radius die Länge 

der Peripherie berechnet, fo hat man fie für jeden ans 

deren, weil fie dem Radius proportional iſt. 


1 


bieſes 


r 


Jetzt alſo iſt der Gang und die Würkung der gan- 
zen Berechnung völlig Far. Man geht von einem Bo: 
gen aus, der ein bekannter aliquoter Theil ber Peris 
pherie ift, und deffen Sehne man fennt (am einfachften 
von dem fechöten Theile der Peripherie, deſſen Sehne 
der Radius iſt). Man berechnet, den Radius des Kreis 
ſes ald Einheit annehmend, feine Echne, und and) die 
zugehörige Tangente. Diefe beyden Zahlen, fo oft ges 
nommen, als jener Bogen in der Peripherie enthalten 
ift, geben die erfte Probe von Grenzen, zwifchen denen 
dieſelbe liegen muß. -: Dan Fan, vermöge einer ſich 
immer gleich bleibenden Formel, den vorhergehenden 
Bogen halbirend, und aus -feiner Sehne die des neuen 
Bogens berechnend, ind Unendliche fortgehn; babey zus 
gleich aud jeder Sehne die ihr zugehörige Tangente be: 
ffimmen, welches Letzte jedoch nur für den Sal, daß 
man die Unterfuchung fihließen, und die erreichten Gren⸗ 


7 Ä 

zen zu einer genäherten Zahl zuſammenziehn will," nde 
thig iſt. Sehne und XZangente, beyde mit der Zahl 
multiplicirt, welche angibt, wie oft ihr Bogen in ber 
. Peripherie enthalten ift, geben die gefuchten Grenzen, 
von denen die eine Etwas Bleinered, bie andere Etwas 
groͤßeres al& die Peripherie darftellt; die in fofern, als 
fie unter einander zufammenftimmen, mit völliger Eis 
cherheit auch die Länge ber Peripherie bezeichnen wer: 
den, und von denen ed ſtreng bewiefen ift, daß im 
Zortgange bed Berfahrend ihr Unterfchieb geringer als 
jede noch ſo kleine Zahl werden kann, vermoͤge deren 
man alſo ber Peripherie fo nahe zu fomnien vermag 
als man will. 


E. Reſultat ber näbernden Beflimmung. 


1. Man hat nad diefen Principien die Näherung 
weiter getricben *), als in. irgend einer Anwendung 


*) Der Anfang dieſer mũhſamen Rechnung gibt folgende Re⸗ 
ſultate, wobey, herkömmlich, der Durchmeſſer — 1 ge: 


ſett iſt. 

” n n3 ns 
6 3 3,464101 
12 3,105828 3,215390 
2 3,132628 3,180660 
48 3,139350 3,146086 
96 3,141031 9,142714 
192 3,141452 3,141873 
384 3,141557 3,141663 
768 3,141583 3,141610 
1536 3,141590 3,141597 
3072 3,141592 3,141598, 


Man kann fhon aus biefen wenigen Zahlen fehen, wie 
langfam die Näherung ift, die, der Lauf der Rechnung geftattet. 
Es wärbe eine unerträglihe Weitläuftigkeit geben, wenn 


⸗ 
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gefordert werben koͤnnte. Die Bahl, melche.die: Länge 
des Umfangs in Beziehung auf den Durchnefler ans 
gibt, d. h. diejenige, womit man den Durchmeffer muls 
tipliciren muß, um ben Umfang zu erhalten, wird bes 
fländig durch dad Zeichen = angedeutet, und iſt, nad 
der fchärfften, jest befannten Beſtimmung, folgende : 


"z = 3,141592 653589 793238 462643 383279502884 
.19716930037510582097494459230781640628 
6208 908628034825342117067982148086513 
28230664709384460955058223172585940812 
. 84802. 

Diefe Zahl gibt noch etwas Kleineres als der Um⸗ 
fang, aber fie ift in ſoweit richtig, daß ihre lebte Zifer, 
die vom 154ten Range iſt, um eine Einheit vermehrt, 
fhon etwas Größeres als der Umfang ausdrüden wuͤr⸗ 
de *). In den gewöhnlichen Anwendungen braucht 


man ſie ſehr weit fortführen wollte, und es würde voll⸗ 
kommen überflüffig ſeyn es zu thun, da die höhere Ana⸗ 
Infis für ſolche Berechnungen unendlich einfachere Metho⸗ 
den darbietet. 


*) Man Hat die Krane, ob bie Peripherie gegen den Diames 
ter incommenfurabet fey, bäuffg aufgeworfen, ‘und es ift 
höchſt wahrfheintih, daß fie verneint werben muß, Die 
angegebene Zahl * ift ein unfehlbarer Probierflein für die 
Richtigkeit jeder Zahlenverbindung, durch welche bad Ver⸗ 
hältniß zwiſchen beyden dargeftellt feyn fol. So 5. 3. 
ift das Verhältniß 7:22 —=1:3,142... bis auf 

- bie dritte; das 213 : 355, 3,1415929 . . . bis an bie 
fiebente Stelle richtig; fie geben weiterhin beyde den Um⸗ 
fang zu groß. 


\ 
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man fait nie mehr als ihre fieben erften Zifern, = = 


3,141592, und, wenn man mit Logarithmen ‚rechnet, 
iur. den flr diefe, log m = 0,4971499. . 


2. Unter der Vorausſetzung ber Zahl * laſſen ſich 
die Fragen. beantworten, ‚welche auf die Länge der Pe: 
ripherie, oder beflimmter Xheile von ihr Beziehung 
haben, 

a. Um aus dem gegebenen Durchmefier : eines Kreis 
feö, d, den Umfang, p, zu finden, multiplichet mai 
ihn mit. der Zahl =: 

p= d. 3,141592; ober, wenn man Logarith— 
men brauchen will, log p, = logd + 0,4971449, 
Die Peripherien verſchiedener Kreife verhalten ſich be 
Zanntlich wie ihre Durchmeſſer. 


b. Umgekehrt kann alſo auch aus der ‚gegebenen 
Länge des Umfangs, p, ber Durchmeſſer gefunden. werz 
den: 


d= = p. 0,3183098 ... ober 
logd = logp + 0,5028501 — 1. 


c. Um in einem Kreife von gegebenem Durchmes⸗ 
fer die Länge eined Bogend, b, der zu einem beſtimm⸗ 
ten Winkel am Mittelpuncte, C, gehört, zu finden, 
berechne man feine Peripherie, p, und nehme von ihr 
einen eben fo großen Xheil, als es der gegebene Winkel 





von 360° ift: 
C° C» dx C° 
— — — = . — —  TT 
zen" PT 360° 180° 


wenn ber Radius — 


| p 

Man. kann ſich dieſe Rechnung dadurch ſehr erleich⸗ 
tern, daß man ein fuͤr allemal beſtimmt, was fuͤr ei⸗ 
nen Theil. des Durchmeſſers oder Radius der Bogen 
eines Grades, b 10; der einer Minute, b 1’; der ei⸗ 
ner Secunde, b 1”, beträgt ; welches geſchieht, indem 


man in der Formel für b, anſtatt C nah und nad 
1°, 1, 1” fegt. \ 


b 10 0,0174532935: und 
‚logb 1° = O241074 — 2, + leg r. 
. bi =r. 0, 0002008882; und 
‘ Jgbl!’ = —8 — 4, logr. 
b 1”. =r. 0,0000048481; und 
logb 1" = 0,6855749 — 6, + logr. 


Iſt nun ein Winkel gegeben, fo muftiplicirt man 
die Bahl feiner Grade mit b 10; die Zahl der Minu⸗ 
ten; die er daneben enthalten mag, mit 61'; die Zahl 
der Secunden, bie vielleicht noch außerdem in ihm vor: 
fommen, mit b 1”; die Summe biefer Produete gibt 
die Länge des correfpondirenden Bogend. Wenn der 
Winkel bloß in Graben, C. 1°; oder bloß in Minu: 
ten, C. 1’; oder bloß in Secunden, C. 1”, audgebrüdt 
it, fo gibt logC + logb 1° im erſten; logC + 
log b’ im zweyten; logC + logb 1” im dritten Falle, 
den Logarithmen der Zahl, womit der Radius multi: 
plicirt werden muß, um bie bed zugehörigen Bogens 
außzudrüden. , 

d. Iſt umgekehrt der Radius, oder die Länge eines 
Bogens, b, gegeben, fo läßt fich berechnen, wie viel 
Grade, Minuten, Secunden u. f. w., er felbfl oder 
fein zugehöriger Winkel € enthält, So findet fi in 
Graden: 


19 


1 


. zwifhen deren Schenkel au den Scheiteln mit verfchies 


’ 
200 J 


Ce 1. 10, b_;.b m 17,2087786, 
Dj r' 


logC = logb ⸗ logr + 1,7581226 8 
A Minuten: ii Ä 
b | 

Er, — = 1’. 2. 3487,7467707, | 
— logb — logr + 3202730 


In Secunden: : 


1.60 b° b 
a 1, 180..60.60 .— = 1" — 206264,806247 


7 
logC = logb — logr + 5,3144251. 
Eine Folgerung aus dieſer Formel iſt, daß Winke 









denen Radien Boͤgen beſchrieben ſind, ſich wie dieſc, 
durch ihre eignen Radien dividirten, Boͤgen verhalten. 


IV. Lage zweyer Kreife gegen einander. 


Wenn man ſich auf zuſammengeſetztere Unterſu⸗ 
chungen in Beziehung auf Kreiſe einlaſſen will, ſo kann 
die Lage, welche mehrere Kreiſe in einer Ebene neben 
einander anzunehmen vermögen, dazu Gelegenheit bar: 
bieten. Bey zwey Kreiſen iſt ed leicht, alle. möglichen 
Fälle in dieſer Ruͤckſicht zu durchlaufen; aber ſchon bey 
dreyen find elementarifche Kenntnifje zur Ausführung 
ber Unterfuchung nicht hinlanglich. 

Menn der Abftand, den bie Mittelpuncte zweyer 
Kreiſe von einander haben ſollen, gegeben iſt, und der 
Radius eines jeden unter ihnen gleichfalls, ſo laͤßt ſich 
augenblicklich die gegenſeitige Lage ihrer Peripherien be— 
ſtimmen. Es gibt mehrere Faͤlle in dieſer Ruͤckſicht. 
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HM die Summe der Radien größer, ihre Differenz aber 
einer als der Abftand der Mittelpuncte, fo werben bie 
beyden Kreife einander fchneiden, und zwey Puncte in 
ihren Peripherien gemeinfchaftlich haben. Iſt die Sum: 
me ber Radien genau fo groß, als der Abſtand ber 
Nittelpuncte, fo daß die Endpuncte her einander ent: 
gegengeftredten Radien genau in cinem Puncte zufams 
menfallen, fo bekommen die Peripherien einen Punct 
gemein, aber auch nur dieſen einen; fie haben in ihm 
eine gemeinfchaftliche Zangente, und liegen auf entges 
gengefegten Seiten von derſelben, alfo "die eine ganz 
außerhalb der anderen. Iſt die Differenz der Radien 
größer als der Abſtand der Mittelpuncte, fo haben die 
Peripherien keinen Punct mit einander gemein, und bie 
‘eine liegt ganz innerhalb der anderen. Iſt die Diffe- 
ten; der Radien genau fo groß als der Abfland ber 
Mittelpuncte ,„ fo treffen beyde Weripherien in einem 
einzigen Puncte zufammen, haben da eine gemeinfchaft: 
lihe Tangente, und alfo identifche Richtung. Wäre 
die Summe der Radien kleiner als der Abfland der 
Mittelpuncte, fo würden beyde Kreife feinen Wunct des 
Umfangs gemein haben, und ber eine ganz außerhalb 
des anderen liegen. Alle diefe Beziehungen erhellen au: 
genblidlih aus Betrachtung ber Figur, und gründen 
fih auf den evidenten Satz, daß, wenn bie Peripherien 
zweyer Kreife einen Punct mit einander gemein haben 
follen, der nicht In der geraden Linie durch ihre Mits 

telpuncte liegt, ein Dreyed gebildet werben kann, worz 
in eben jene Linie die eine Seite, Die beyden Nadien 
die anderen abgeben müffen, und aus der nothmwendigen 
Beziehung zwifchen den drey Seiten dieſes Dreyecks, 
dag je zwey von ihnen mehr ald die dritte betragen. 
| | 19* 
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müffen, kann bewieſen werden, daß jede Annahme, die 


mit einem der vorhin ausgeſprochenen Saͤtze in Wider⸗ 
ſpruch ſteht, eine Ungereimtheit nothwendig mit ſich 
fuͤhrt. Es wuͤrde ſich nicht der Muͤhe verlohnen, dabey 
ausfuͤhrlicher zu verweilen. 


Fuͤnftes Capitel. 


Grundlehren von Vierecken, beſonders 

| Parallelogrammen; von regelmäßigen; von 
dem Kreife eingefhriebenen oder umſchrie— 

. benen; von fih aͤhnlichen Bieleden. 


| Sobald die Elementargeometrie über das Dreyeck 

binausgehn will, ift ihr offenbar ein nicht zu erfchöpfen- 
ber Stoff fernerer Unterfuhungen eröffnet, felbft wenn 
fie nur darauf befchränft werden follen, den Zufammen= 


hang unter ben Grundbeftandtheilen des Umfangs auch 


bey zufammengejegteren Figuren vollftändig zu beftim: 
men, oder bie Bedingungen ihrer Aehnlichkeit feflzu: 
ftelen, in derſelben Art, wie ed für Dreyede vorhin 
geleiftet ift. 


Da aus jedem Viele, fobald man in feiner Ebene 
einen Punct nimmt, der nicht in der Richtung von ei; 
ner feiner Seiten liegt, und von ihm aus zu jedem 
feiner Winkelpuncte gerade Linien zieht, fo viele Drey: 
ecke entftehn, als es Eeiten bat, fo läßt fich die Be: 


trachtung deffelben unfchlbar auf die von Dreyeden - 


en 0000 - — 
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gruͤnden *). Die nachſtehenden Lehren. find Probe fols 
der Betrachtungen, 


J. Von Vierecken im Allgemeinen. 


1. Allemal, wo zwey gerade Linien zwiſchen denſel⸗ 
ben Grenzpuncten, wie zwey andere, zuſammenſchließen, 
ohne mit dieſen einen Pundt gemein zu haben, bilden 
alle vier den Umfang eines Vierecks **), und bie gerade 
Linie zwifchen den beyden auf ſolche Art zwiefach vers 
bundenen Grenzpuncten heißt Diagonale bed Vierecks. 
Sie gibt. offenbar die Baſis von zwey Dreyeden ab, 
deren Schenkel die Seiten des Vierecks find. Umgekehrt 
muͤſſen ans jedem Viereck zwey Dreyede entftehn, wenn 
man in bdiefem gegenhberfichende Winkelnuncte verbin- 
det, es geftattet alfo fletd zwey Diagonalen. 


+) Man maht ſich freylih den Gebraud dieſes Satzes fehr 
leiht, wenn man lediglich ſolche Vielecke betrachtet, die 
durchaus hohle Winkel enthalten, bey denen alsdann fi 
die genannten Dreyede in derſelben Ordnung wie ihre 
Grunblinien, an einer gemeinfhaftlihen Spige, einftins 
mig neben einander legen. Da es aber auch überftumpfe ' 
Winkel in Vieleden von mehr als drey Seiten geben Tann, 
und alddann oft jene Dreyede fih ganz anders configurie 
ren können, fo find Sätze, die unter ber erftgenannten 
Vorausſetzung gefunden worben, noch nicht als allgemein 
. gültig anzufehpn. Der Sas, daß in jedem nEck die Sums 
. me der Winkel (n — 2) 2R beträgt, Tann ald Probe 
dienen. 


*) Nicht allemal geben vier gerade Linien, bie fi zu einem 
zufammenbängenden, in ſich felbft zurücklaufenden Zuge vers 
binden, ein Viereck. 
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2. Ein Viereck kann einen Aberflumpfen Winkel, 
aber nur einen dieſer Art, erhalten auf ziofefache Art. 
Einmal, wenn beyde Dreyede .auf derfelben Seite der 
Diagonale ſtehn, wie (fig. 45.) ACB, ABD; jeder ber 


. anderen, entweber wie D, ein Dreyeckswinkel, ober, 


wie die bey A und B, Differenz von zwey ſolchen, it 
alsdann hohl. Zweytens, wenn beyde Drevede auf . 
verfchiedenen Seiten ber Diagonale liegen (fig. 46.), 


und alsdann ihre Winkel an dem einen Endpunite der: ' 


felben, -wie ABC, ABD, zufammen mehr als zwey 
rechte bringen, wo alöbann die beyden am anderen 
Endpuncte, A, wie CAB, BAD, weniger ausmachen 
müffen, ‚weil alle vier zufammen nicht vier rechte außs 
fragen, mithin CAD als hohlen Winkel ergeben, wie 
es die beyden übrigen, bey D und C, nothwendig aud) 
find. 


36 aͤßt ſich alſo in jedem Viereck eine Diago— 
nale ſo ziehn, daß die entſtehenden Dreyecke auf ver— 
ſchiedenen Seifen derſelben liegen, und dann ergibt bie 
Figur unmittelbar, daß alle Winkel diefer Dreyede zu: 
fammen die ded Vierecks ausmahen, deren Summe 
alfo ftetd vier rechten gleich ift. 


4, Man könnte eine allgemeine Theorie des Zuſam— 
menhangs unter den Stüden eines Vieredumfangs auf ' 
ähnliche Weife wie die des Dreyecks, und gegründet auf 
diefe, entwerfen, wobey jederzeit fünf ald urſpruͤnglich, 
die drey übrigen als abhängig nachzuweiſen feyn wür: 
ben. Unter den fünf, der Größe und gegenfeitigen Kar 
ge nach gegebenen Stüden müffen jedesmal von felbft 
zwey ‚Seiten, nebſt dem durch fie gebildeten Winkel 


ſeym; man erhält, ihre Endpunete verbindend, fogleich 
- eine Diagonale des Vierecks, und bat, in ben beyben 
übrigen gegebenen Stüden Data zur Bildung ded 
zweyten Dreyecks, welches, auf diefer Diagonale errichs 
tet, bie Conſtruction des Vierecks vollenden muß. 


Indeſſen pflegt man diefe Unterfuhung nicht aus⸗ 
führlich zu entwideln, fondern begnügt ſich mit ber 
Zheorie einer befonderen Vieredöform, die in ber Plas 
nimetrie von vorzüglicher Wichtigkeit ift, ber des Pas 
rallelogramms, eined Vierecks, in welchem Seiten, bie 
fih gegenüberftehn, paarweiſe unter fi parallel find. . 
Außer ihnen haben noch diejenigen, worin nur zwey 
unter fi) parallele Seiten liegen, einen befonderen Na⸗ 
men, den ber Trapezien erhalten. Alle übrigen 
werben Trapezoiden genannt. 


⸗ 


U. Theorie des Parallelogramms, 


41. Die Entftehung und Natur ded Parallelogramms 
im Allgemeinen ift leicht erflärt. Man nehme zwey 
willführliche, unter einander parallele Zinien, wie AB, 
CD (fig. 47.). Man verbinde zwey in ihnen beliebig 
gewählte Puncte, A, C, durch eine dritte Linie, CA; 
man nehme alödann in einer von ihnen noch einen 
Punct nach Belieben an, z. B. D, um durch ihn eine 
Parallele mit der vorher gezogenen Zransverfale, AC, 
zu legen. Daß diefe Linie in die zweyte Parallele eins 
treffen werde, erhellet daraus, daß es durch den nem⸗ 
lichen Punct nicht zwey der Richtung nach verfchiebene 
Parallelen mit einer dritten geben Fann, alfo, wenn 


⸗ 
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DC mit AB parallel war, DB ed nicht feyn darf. So 
begrenzt fi dad zwente Paar von Parallelen zwifchen 
dem erfien, und es entfteht das Parallelogramm. 


2. Was die vier. in diefer Figur enthaltenen Winkel 
betrifft, fo ſtehn fie noch in engerer Beziehung gegen 
einander, als die des Vierecks überhaupt. Jede Seite 
‚wird von zwey auf ihr flehenden Parallelen eingeſchlos⸗ 
fen, die beyden dadurch entflandenen inneren entgegen: 
gefesten Winkel muͤſſen zwey rechte betragen. So er: 
fheinen benahbarte Winkel des Parallelogramims 
immer als Nebenwintel; es ift eine leichte Folgerung 
daraus, daß gegenüberliegende ſich einander gleich feyn 
müffen; und durch einen Winkel werden alle gegeben 
feyn. 

Wenn alfo die Schenkel eined Winkels, FDE, de 
nen eined anderen, an beliebigem Scheitelpuncte gele 
genen, CAB, parallel, und ihnen einftimmig gerichtet 
find, fo muͤſſen beyde Winkel identifch feyn. 

Man kann unmittelbar an diefen Sab bad braud: 
bare Theorem anfchließen, daß Lothe auf zwey Ride. 
tungen ſtets denfelben Winkel einfchließen müffen, wel— 
chen diefe felbft bilden. Sind die Lothe im Scheitel: 
puncte ded Winkeld errichtet, fo ergibt fich der Satz 
von ſelbſt; find fie anderswo aufgeftellt, fo find fie 


denen im Scheitelpuncte parallel, geben alfo denfelben 
Winkel als diefe, 


3. Auch bie vier Seiten find, obaleih auf andere 
Art, in näherer gegenfeitiger Abhängigkeit. Um fie zu 
vergleichen, ziehe man (fig. 47.) im Parallelogranım 
ABED die Diagonale AD. Dadurch entflehn zwey 


y. 
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Dreyecke, ADC,- ADB, wovon das eine zwey benach⸗ 
barte- Seiten des Parallelogtamms, AG, DC; das ans 
dere bie beyden übrigen, - AB, BD, als Echentel ents 
halt, während beyde auf. der Diagonale als Bafid ers 
richtet find, Sol die Identität diefer Dreyede darge 
than werden, fo kann es bier. nur durch hinzulommende 
Sleichheiten ihrer Windel gefchehn. Aber diefe find’aud) 
augenblicklich nachzuweiſen. Die Diagonale verbindet 
fowohl dad erfte Paar Parallelen, AB, CD; ald aud) 
bad zweyte Paar, AC, BD. Die inneren Wechſelwin⸗ 
tel, welche.fie mit jedem Paare bildet, CAD und ADB 
bey Dem erften; CDA und DAB bey dem zweyten find 
alfo unter einander gleich. Dad eine unferer Dreyede 
bat folglich an feiner Baſis diefelben Winkel wie das 
andere, nur in umgewendeter Ordnung. Mithin find die 
übrigen Seiten der Dreyede, fo wie fie gleichen Win: 
keln gegenüberftehn, das heißt alfo, die aus verfchiedes 
nen Endpuncten der gemeinfchaftlicken Baſis ausgehen⸗ 
ben, AC und DB; AB und DC, unter einander gleich. 
Segenüberftehende Seiten eined Paralleldgramms haben 
folglich die nemliche Länge. Auch das Umgekehrte biefes 
Satzes: wenn in einem Vierecke gegenüberftehende Sei: 
ten paarweiſe gleich find, fo muß ed ein Parallelos 
"gramm feyn, folgt aus derfelben Betrachtung fo Teicht, 
daß ed unnöthig wäre, babey zu verweilen. Der Sag 
endlich, daß allemal, wenn gleichlange Parallelen aus 
einer Linie auf derfelben Seite von dieſer ausgehn, 
und deren Endpuncte durch eine vierte verbunden wers 
— ein Parallelogramm entſtehe, iſt ſchon früher (©... 

2,3.) abgeleitet, 
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zen zu einer genaͤherten Zahl zuſammenziehn will, noͤ⸗ 
thig iſt. Sehne und Tangente, beyde mit der Zahl 
multiplicirt, welche angibt, wie oft ihr Bogen in der 
Peripherie enthalten iſt, geben die geſuchten Grenzen, 
von denen die eine Etwas kleineres, bie andere Etwas 
groͤßeres als die Peripherie darſtellt; die in fofern, als 
fie unter einander zufammenflimmen, mit völliger Ei: 
cherheit auch die Länge ber Peripherie bezeichnen wer: 
den, und von denen es flreng bemwiefen ift, daß im 
Fortgange des Verfahrens ihr Unterfchieb Keringer als 
jede noch fo Fleine Zahl werden kann, vermoͤge deren 
man alſo der Peripherie fo nahe zu kommen vermag , 
als man will. 


E. Reſultat der nähernden Beftimmung- 


1. Dan hat nach diefen Principien bie Näherung 
weiter getricben *), als in. irgend einer Anwendung 


*) Der Anfang diefer mübfamen Rechnung gibt folgende Re: 
fultate, wobey, herkömmlich, der Durchmeſſer — 1 ge: 


fegt iſt. 

” n n8 nt 
6 3 3,464101 
1% 3,105828 3,215390 
4: 3.132628 3,180660 
48 3,139350 3,146086 
96 3,141031 9,142714 
192 3,141452 3,141873 
384 3,141557 3,141663 
768 3,141583 3,141610 
1556 . 3,141590 3,141597 
3072 3,141592 3,141598. 


Man ann fhon aus biefen wenigen Zahlen fehen, wie 
langfam bie Näherung ift, die, der Lauf der Rechnung geftattet. 
Es würde eine unerträgliche Weitläuftigkeit geben, wenn 
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geforbert werben kͤnnte. Die Zahl, welche die Länge 
des Umfangs in Beziehung auf ben Durchmeſſer ans 
gibt, d. h. diejenige, womit man den Durchmeller muls 


tipliciren muß, um ben Umfang zu erhalten, wird bes 


fländig durch das Zeichen = angedeutet, und ift, nad 
der fchärfften, jest befannten Beſtimmung, folgende: 


‘= = 3,141592 653589 793238 462643 383279502884 
19716930037510582097494459230781640628 
6208 998628034825342117067982148086513 
28230662700384460965058223172586040812 , 
84802. 


Diefe Zahl gibt noch etwas Kieineres als der Um⸗ 
fang, aber fie ift in fowelt richtig, daß ihre letzte Zifer, 
die vom 154ten Range iſt, um eine Einheit vermehrt, 
fhon etwas Größeres als ber Umfang ausdräden wuͤr⸗ 
de *). In. den gewöhnlichen Anwendungen braucht 


man. fie fehr weit fortführen wollte, und es würbe volls 
tommen überflüffig Teyn ed zu thun, ba die höhere Anas 
Infis für folhe Berechnungen unendlid einfachere Methos 
den barbietet, 


*) Man hat die Frage, ob bie Peripherie gegen den Diames 
ter incommenfurabel fey, häufig aufgeworfen, und es ift 
höchſt wahrfcheinlih, daß fie verneint werden muß, Die 
angegebene Zahl vr ift ein unfehlbarer Probierflein für die 
Richtigkeit Jeder Zahlenverbindung, durch welche das Ver⸗ 
hältniß zwiſchen beyden bargeftellt feyn fol. Co 5. 8. 
ift das WVerhättnig 7:22 = 1:3142... bis auf 

- bie dritte; das 113 : 355, 3,1415929 .. . bis an bie 
fiebente Stelle richtig; fie geben weiterhin bepbe den Um⸗ 
fang zu groß, 


\ 


— 


\ 
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man faft nie mehr als ihre fieben erſten Zifern, = = 


3,141592, und, wenn. man mit Logarithmen ‚rechnet, 
nur. den für diefe, log = = 0,4971499.  . 


. 2. Unter der Vorausſetzung der Zahl = Taffen fich 
die. Fragen beantworten, ‚welche auf die Länge der Pe: 
ripherie, oder beflimmter Theile von ihr Belebung 
haben. 

a. Um aud. bem gegebenen Durchmeſſer ines Kreis 
fe, d, den Umfang, p, au finden , multiplickt man 
ihn mit der Zahl =: 

p= d. 3,141592; ober, wenn man 1 Bogarithe 
men brauchen will, logp, = logd + 0,4971409. 
Die Peripherien verſchiedener Kreife verhalten fi be: 
Tanntlich wie ihre Durchmeifer. 


b. Umgekehrt kann alſo auch aus der ‚gegebenen 
Länge bes Umfangs, p, der Durchmeſſer gefunden. wers 
ben : 


logd = logp + 0,5028501 — 1. 


c. Um in einem Kreife von gegebenem Durchmes: 
fer die Ränge eined Bogend, b, der zu einem beftimm; 
ten Winkel am Mittelpundte, C, gehört, zu finden, 
berechne man feine Peripherie, p, und nehme von ihr 
einen eben fo großen Xheil, als es der gegebene Winkel 





von 360° ift: 
_ Co _ Co dk _ C° 
— zen PT Zee 480° J En, 


wenn ber Radius = r. 
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" Soll eine folche n- Seiten haben, fo theile man 
an einem beliebigen Scheitelpuncte, die ganze Umdre⸗ 
hung in n gleiche Theile. Macht man die Schenkel 
aller dadurch enfflandenen Winkel gleihlang, und vers 
bindet man die Endpuncte benachbarter durch neue ge: 
trade Linien, fo fliftet man eben fo viele congruente 
gleichfchenklichte Dreyede, deren Grundlinien, atekpgtoß 
und unter gleihen Winkeln gegen die Schenkel," "ao: 
auch gegen einander geneigt, den Umfang neu; 
ren Polygons barftellen müffen. 2) 


Man hat e8 frey, welche Länge den identifchen 
Schenkeln diefer Dreyede gegeben werden fol. Sie fo 
lang zu nehmen, daß die Baſis des einzelnen eine vor: 
gefchriebene Größe erhält, ift allemal moͤglich. Iſt der 
Winkel an der Spige 4R fo muß jeder an der Baſis 

' 7’ 

R — 2R feyn. Iſt aber für. ein gleichſchenklichtes 
n | 

Dreyeck die Bafid und der Winkel an ihr gegeben, fo 

findet fi) daraus der Schenkel. Es folgt aus diefer 

Entftehung des regelmäßigen Vielecks, daß, wenn bie 

Zahl feiner Seiten n ift, jeder Winkel in ihm (n— 2). 


n 
2R betragen muß, die Summe aller alfo (n — 2). 2R. 


2. Wenn ein regelmäßiges Vieleck auf diefe Art ge⸗ 
bildet worden, fo geht durch jeden Winkelpunct deſſel⸗ 
ben die Peripherie eines Kreifes, der den Scheitelgunct 
der in n gleiche Theile zerlegten. ganzen Umdrehung 
zum Mittelpuncte hat, und es heißt dann ein Diefem - 

Kreife eingefhriebenes, Umgekehrt, wenn die Pe- 
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ripherie eines Krelfes in m gleiche Mögen zerlegt, und 
für jeden die Sehne gezogen wird, fo find auch die 
Mintel von je zwey benachbarten Sehnen, als Peri⸗ 
pheriewinfell, die über gleichen Bögen ſtehn, gleicher 
Größe, wie ‚die Sehnen felbft; diefe bilden alfo ein res 
— — Vieleck. Man. kann die Conſtruction eines ſol⸗ 
ah Huͤlfe der Kreiperipherie in ber Ausführung 
E term, aber bie Aufgabe, eine Kreisperipherie ober 
sing Dia im jede beliebige Zahl von gleichen Theis 
gü zerlegen, worauf eine allgemeinere Genftructionds 
regel beruhen würde, entbehrt einer wiflenfchaftlichen 
Loͤſung. nn 


3. In jedem regelmäßigen Vieleck gibt es umgekehrt 
einen Mittelpunct für feine Eden, welcher erhalten 
werden kann, wenn man, Über einer von feinen Seiten, 
die Polygonwinkel an ihren Enden balbirt, und die 
Linien, wodurch es gefhieht, zum Zufammenffoßen 
bringt. Er wird Gentrum des Kreiſes, dem fih das 
Diele einfchreiben läßt, weil er gemeinfchaftlihe Spitze 
aller der gleichfchenflichten Dreyede ift, die fih, mit 
gleihen Winkeln an der Baſis, ber den einzelnen 
Vielecksſeiten aufrichten laſſen. 


4. Da die Lothe aus den Spitzen identiſcher gleich⸗ 
ſchenklichter Dreyecke auf die Grundlinien congruiren, 
und die Linie, auf welcher der Radius eines Kreiſes 
in ſeinem Endpuncte lothrecht ſteht, eine Tangente des 
Kreiſes iſt, ſo wird, ein Loth aus dem Mittelpuncte 
bes Polygons auf eine Seite deſſelben, wie (fig. 49.) 
CE auf AB, Radius eines Kreifes, der von jeder Seite 
des Polygons berührt werben muß. Diefed pflegt als: 
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dann dem Rreife umfhrieben zu heißen, Dan 
kann alfo Gentrum und Radius eines folgen Kreifes 
auch erhalten, -wenn man jede von zwey benachbarten 
Polygonfeiten wie AB und BD, halbirt, aus ihren 
- Mitten Lothe, wie EC und FC, errichtet, und ben 
Yunct ihres Zuſammenſtoßens, C, darſtellt; er ift 
zugleich Gentrum bed Kreiſes, dem bad Vieleck ald eins 
gefchrieben dargeftelt werden kann. 

Die in der Lehre vom Kreife zur Betrachtung ges 
zogenen Sehnen und Zangenten von Bögen, welche 
aliquote Theile der ganzen Peripherie find, flelen of: 
fenbar Seiten regelmäßiger Bielede bar, die bem Kreife 
eingefchrieben, oder demfelben umfchrieben find; bie 
Theorie diefee Sehnen und Zangenten gibt alfo zugleich 
Data für die der genannten regelmäßigen Bielede. 


IV, Bielede, die bem Kreife eingefäriehen oder 
von ihm umfhrieben find, 


Es find nicht bloß die regelmäßigen Vielecke, . wel: 
che fih einem Kreife einfchreiben oder umfchreiben las⸗ 
-fen, es gibt Tale, wo auch andere dieſes geftatten, . 
und eine folche Verbindung mit dem Kreife bietet bes 
fondere Beziehungen bar. | i 


1. Daß für jedes Dreyed ein Kreid gefunden wer: 
den kann, in dem es ald eingefchrieben erfcheinen muß, 
iftınur ein veränderter Ausdrud des Satzes, daß Gens 
trum und Radius eined Kreifes vollfommen beftimmt 
find, fobald drey Puncte gegeben werben, durch welche 
feine Peripherie gehen fol. Es folgt daraus unmittel: 
bar, daß drey Lothe, aus den Mitten ber drey 
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Seiten des Dreyecks 'auffteigend, ſich in einem Puncte, 
dem Mittelpunete des Kreiſes, welchem das Dreyed 
eingeſchrieben iſt, begegnen. . 


2, Kür jedes Dreyed einen Kreis, dem es umſchrie⸗ 
ben ift, zu erhalten, hat eben fo wenig Schwierigkeit. 
Wenn man zwey Winkel eines Dreyeds, wie (fig. 50.) 
die bey A und B, halbirt, und .au8 dem Puncte D, wo 
die Linien AD, BD, wodurch es gefchieht, zufammenfto: 
Ben, Lothe auf die Seiten ded Dreyecks herabläßt, fo 
merden biefe gleichlang,, da allemal die beyden rechtwink⸗ 
lichten Dreyede, die eine der Halbirungslinien gemein 
“haben, wie ADE und ADF, oder BDE’und BDG, 
zugleih in den Winkeln übereinfliimmend, congruent 
find, woraus DF = DE = DG nethwerdig folgt. 
Dabey verdient bemerkt zu werden, baß bie aus dem 
Puncte D, wo zwey, Winkel halbirende, Linien zu 
fammentreffen, zum Scheitelpuncte des dritten ' gezogene, 
DC, diefen dritten auch halbirt, welches, da die durch 
fie .entflandenen rechtwinklichten Dreyecke, CDF und 
CDG, nicht allein fie felbft gemein haben, fondern noch 
außerdem in ihnen eine zweyte Geite, DF = DG, 
aus der Congruenz dieſer Dreyede hervorgeht. Die 
drey Linien, wodurch fich die drey Winkel eines Drey: 
ecks halbiren, floßen alfo ftets in einem Puncte zufam- 
men ; die drey Lothe aus ihm auf die Geiten des Dry: 
eds werden gleichlang, und geben den Radius eines 
Kreifes, dem das Dreyeck umfchrieben feyn muß. . Die 
Möglichkeit, den Sat in Beziehung auf einen folchen 
Kreis umzufehren, und zu behaupten, daß Linien aus 
dem Gentrum beffelben zu den Ccheitelpuncten der 
Dreyedöwintel gezogen, biefe halbiren müflen, ſpringt 
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in bie Augen, und mit ihr. bie Richtigkeit des Sates, 
daß jedes Dreyed nur einen Kreid umfchreiben kann. 


4. Nicht jedes Viereck läßt fih in einen Kreis eins 
ſchreiben. Denn denkt man biefed als gefchehen,, fo 
erfcheint jeded Paar gegenüberftehender Winkel in ihm 
als Zufammenftellung von zwey Peripheriewinteln, ftes 
hend auf Bögen, bie zufammen die ganze Peripherie 
ausmachen. Beyde Winkel müffen folglih zufammen 
zwey rechte betragen. - Haben umgekehrt die Winkel eis 
ned Vierecks diefe Beziehung, fo läßt fich der verlangte 
Kreis finden; es muß derjenige feyn, dem eind ber 
Dreyede Hingefchrieben ift, welche die Diagonale im 
Viereck ftiftet. 


5. Nicht für alle Vierede , ht fi) ein umfchreibender 
Kreis finden, fondern nur für folhe, worin drey Rinien, 
deren jede einen Winkel des Vierecks halbirt, in einem 
Puncte zufammenftoßen, wo denn aud die, den vierten 
Winkel halbirende, im demfelben Puncte, Centrum des 
gewünfchten Kreifes, eintreffen muß. Die Ableitung des 
Satzes bleibt ganz wie die (in M. 3.) des ähnlich Tau: 
tenden für das Dreyed. 


V. Aehnlichkeit beliebiger Bielede, 


Die Möglichkeit, daß ed Figuren geben Tann, wels 
che fich ähnlich find, d. h. deren Umfänge ſich durch 
nichts als die abfolute Größe der Seiten von einander 
unterfcheiden, fo daß ber eine die nemlihen Winkel in 
derfelben Folge ald der andere enthält, und ähnlid lies 
gende Seiten aus beyben ſich proportionirt ſiad, iſt 
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durch eine frühere Betrachtung nur für Dreyecke dargeı 
than. Es entfleht alfo die Frage: ob fie auch auf zus 
fammengefegtere Bielede erfiredt werden Tann. 

1. Daß fi) durch Zufammenfegung zweyer Reihen 
von Dreyeden, Die zweyte aus folchen gebildet, die 
nach ber Ordnung denen der erfich aͤhnlich find ‚ aͤhn⸗ 
lihe Figuren erzeugen laffen, erhellet ſogleich. Man 
nehme mehrere Winfel, die zufammen vier rechte auf 
machen, wenn fie an einem Scheitelpuncte in beftimm: 
ter Folge vereinigt werden, es fey daß fie dabey durch» 
gehends einftimmig, oder auch abwechfelnd wiberftreitend 
find, lege jeden von ihnen an die Spige eines beſon⸗ 
deren Dreyecks, und laffe jeded nachfolgen® unter die: 
fen Dreyeden in einer von ben beyden Seiten, welde 
den Winkel an ber Spitze einfließen, mit dem vors 
hergehenden, in der anderen mit dem folgenden Drey: 
ecke uͤbereinſtimmen, das erfle und legte gleichfalls alt 
auf einander folgende gedacht. Alle dieſe Dreyecke, mit 
ihren Spigen an einem Puncte zufamniengelegt, wer: 
den ein Polygon bilden, deſſen Seiten die Grundlinien 
der Dreyede, deffen Winfel Summen ober Differenzen 
sweyer, an ben Grunblinien von zwey benachbarten 
Dreyecken liegender Winkel find, 

Hat man nun, eben die Winkel an ber Spike 
enthaltend, eine Reihe anderer Dreyede, die denen ber 
erften Reihe, unter einem fich immer gleich bleibenden 
Berhältniffe ähnlich liegender Seiten in beyden Reihen, 
ähnlich find, fo werben fie fich wie die vorigen zu eine 
Figur zufammen legen laffen, und biefe Figur wirb 
nicht nur durchaus die nemlichen Winkel in fich fchiie 
en, wie die vorige, da beyde überhaupt in Abſicht 
auf ihre Winkel und deren Bufammenflgung identifh 
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engenommen worden, fondern auch Selten, die denen 
der erften propottionirt find, ba die Seiten ber erften, 
Srundlinien beliebiger Dreyede, Die der zwenten, 
GSrundlinien Ahnliher und aͤhnlich Tiegender Dreyede 
find, enthalten. Es ift alfo Die Mögligfeit ähnlicher 
Vielecke überhaupt dargethan, 


2. Die Aufgabe, zu” einem gegebenen Polygon ein 
ähnliches, unter belichiger Größe des zwifchen den ähns 
lich liegenden Eeiten von beyden flattfindenden Verhaͤlt⸗ 
niſſes, zu verzeichnen, loͤst fi unmittelbar durch Hülfe 
ber vorigen Betrachtung auf. Denn man kann dadurch, 
das man im Innern des gegebenen Polygons Irgendwo 
einen Punct annimmt, und aus ihm nach allen Eden 
gerade Linien zieht, jede derfelben vom Anfangspuncte 
aus in dem Verhältniffe verkürzt oder verlängert, in 
weichem die Eeiten ber gefuchten Figur Meiner oder 
größer feyn follen als die ähnlich liegenden der gegebes 
nen, und die Endpuncte diefer neuen Linien in eben 
der Orbnung paarweife verbindet, in: der die jener ans 
fänglichen durch die Seiten ber Zigur felbft verbunden 
find, zwey Figuren, -beybe aus gleichvicken fich- paars 
weife in fleter Folge ähnlichen Dreyecken gebildet erhalten, 

Soll für ABCDE (fig. 51.) eine ähnlihe, mit 
einem durch ın ausgebrüdten Seitenverhältniffe, gezeichs 


n 
net werben, fo nehme man beliebig den Punct P, ziehe 
aus. ihm in jeder Ede der Figur, PA, PB,.... PE; 
fehneide von jeder aus P ab m und erhalte fo Pa, 
_, | 
n 
Pb,... Pe; verbinde bie Endpuncte a, b,...e, 
wie ed mit dem cortefpondirenden A, By... E ges 
20* 
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heben if, Alsdann iſt abede dem ABCDE: Apntih ' 


unter bem Seitenverhältnig m Denn zu jedem Dre 
n \ 

ede der anfänglichen Figur, wie ABP, entfteht ein 

ihm aͤhnliches abP, da der Winfel P beyden gemein 

ift und Pa = Pb = m gemadt if. Daraus folgt, 

KB nn 

daß auch ab — m feyn wird, fo wie daß bie Bin; 

BB n 6 


kel bey a und b denen bey A und B identiſch find, 


woraus fogleih, Daß der Polygonwinkel bey A, dem 


bey B gleich ift, gefolgert werden Fann. 


3. Umgekehrt endlich darf man auch behaupten, daß 
zwey Figuren, wenn fie einander ähnlicy find, im zwey 


Reihen von Dreyecken aufgelöst werden können, fo daß 
jedes Dreyed der zweyten Reihe einem der erflen durd: J' 


aus ähnlich ift, und in allen gleiche Verhältniffe aͤhn— 
lich liegender Eeiten herrſchen. Denn es fey (fig. 51. 
das eine Polygon, ABCDE, dem anderen aßyi 
aͤhnlich. Ey, auf irgend eine Art, das erfte von einem 


Puncte P aus, in Dreyede zerlegt worden. Nimmt . 


man nın Pa = mPA,Pb = mPB,...Pe= 
n n Ä 
m PE fo wird abede ähnli der gegebenen Figur 
n | 
ABCDE, unter dem Seitenverhältnig m Mithin ab 
n. | 
= aß, be = Byr,...ae—= ae Alſo abede und 
aßyde congruent, da fie identifhe Seiten und Winkl 


in gleicher Folge beſitzen. Man braudt alfo nur auf 


k 
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ner Seite bed zweyten Polygons, aß, ein Dreyel zu 
richten, aßr, demjenigen aͤhnlich, welches im erften 
er deſſen correfpondirender Seite, AB, ſchon fleht, 
BP, um einen Punct m in ihm zu finden, aus wels 
em bie geforderte Zerlegung in Ahnliche Dreyede vol: 
brt werden Bann. 

Man überzeugt fich Leicht, daß nicht bloß für Viel. 
e mit lauter hohlen Winkeln, ſondern auch fuͤr ſolche, 
rin uͤberſtumpfe Winkel vorkommen ‚ dieſe Süße 
tig find. 

Man konnte freylich fuͤr zuſammengeſetztere Figu⸗ 
a als das Dreyeck, den Zuſammenhang unter den 
edingungen ihrer Aehnlichkeit, die an Menge mit den 
eiten und Winkeln der Figur ſelbſt zunehmen, einer 
ſonderen Betrachtung unterwerfen. Aber dieſe Unter- 
chung wuͤrde vor allen Dingen eine vollendete Kennt⸗ 
ß ber gegenſeitigen Abhängigkeit ihrer Grundbeſtand⸗ 
eile vorausſetzen, kann alſo in den Elementen, fuͤr 
elche ſchon jene von viel zu großem Umfange iſt, nicht 
sgefuͤhrt werden. Nur der negative Satz mag bier, 
n einen leicht möglichen Irrthum zu verhuͤten, ange: 
hrt werden, daß bloß bey Dreyeden, "aber nicht bey 
jend einer anderen Figur, völlige Uebereinfiimmung 
r Winkel zur Folge eine, durchgängige Aehnlichkeit 
ft. Das Quadrat und das Oblongum enthalten je: 
s nichts als einzelne rechte, mithin durchaus identis 
e Winkel. Aber die Seiten des einen flchen im 
erhältniffe der Gleichheit, die des anderen im Ber: 
Iniffe der Ungleichheit zu einander, ed Tann alfo von 
iner Aehnlichkeit beyder Figuren die Rebe feyn. 


210 6— 


Sechstes Capitel. 


Bon ben Flächen der Figuren, Ihrer Ben 
gleihung und Berehnung. . 


1. Idee und Zwed ber Planimetrie, | 


/ 


Durch jede zufanimenhängende Zinienverbinbung, 


bie, ohne fih zu kreuzen, in ſich felbft zurädläuft, und. 


ganz in eine_ebene Fläche fällt, wird ein begrenztes 
Stuͤck diefer unbeflimmten ebenen Flache dargeſtellt; «8 
entſteht allemal ein Flächenraum von beflimmter Größe, 
wo fich der Umfang einer ebenen Figur gebildet hat, 

Die Planigetrie hat zum Zweck, die Auffaffung 
folder Flaͤchenraͤume in urfprünglicher Anfhauung auf 
beftimmte Regeln zurüdzubringen, und dadurch “eine 
Vergleichung der Arealgrößen beliebig begrenzter ebener 
Flächen zu vermitteln. Ihr Hauptbeftreben muß bey 
folhen Vergleihungen darauf gerichtet feyn, daß bie: 
felben nicht unmittelbar, vermöge des Meſſens ber ei: 
nen Fläche durch die andere, fo wie ed bey einer geras 
den Linie durch Anlegen des Maaßſtabes gefchieht, 
vollzogen zu werden brauchen, fondern daß dieſes mits 
telbar durch Verknüpfung und Bergleihung von Datid 


geleiftet wird, die bloß longimetrifh find, und al 


folhe entweder unmittelbar in den Umfängen der geges 
benen Figuren liegen, oder aus diefen durch unfeh'bare 
‚ Sonftructionen abgeleitet werden koͤnnen. So wie die 
Umfünge ebener Figuren Die Flächen derfelben beftim: 
‚men, follen fie auch zu Bermittlern der VBergleichung 
unter denfelben dienen, und dadurch, fo viel es irgend 


möglich, iſt, Planimetrie auf Longimetrie zuruͤdgebracht 
werden. | _ 

Die Fläche einer Figur ift Etwas mittelbarer Weiz 
fe, durch ihren Umfang gegebenes, hört aber deswegen 
nicht auf, ein Gegenfland urfprünglicher Anſchauung 


zu ſeyn. Die Seiten der Figur, unter beflimmten 


Winkel zufammengefügt, müflen gegeben feyn, und 
aufgefaßt werden, wenn man bon ihrer: Slädhe eine 
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Vorſtellung gewinnen will. Aber man kann im ganzen 


Umfange der Figur herumgehn, jede Seite, jeden Win⸗ 
kel in der Anſchauung ergreifend, ohne von der Groͤße 
ihrer Flaͤche die geringſte Vorſtellung zu gewinnen. Da⸗ 
zu wird eine eigenthuͤmliche Raumbeſchreibung erfordert, 
deren Gang: zwar durch den Umfang der Figur. beſtimmt 
und geleitet, aber in diefem ſelbſt und feiner Erzeugung 
durchaus nicht enthalten ift. ine Linie, aus gegebes 
ner anfänglicher Lage in continuirlicher Bewegung forts 
ruͤckend, und babey- felbft vielleicht ihre eigene Länge 
ändernd, damit fie mit ihren, ſich dem gemäß ändern 
den, Endpuncten den ganzen Umfang ber Figur durch⸗ 
laufe, fo, daß Fein Punct im Innern ber Figur ift, 
‚über: welchen fie nicht. auf diefe Weife fortgeführt wor: 
den wäre, kann allein, indem fie unausgeſetzt verfolgt 
wird, zur Ueberficht des Flaͤchenraums bringen, den die 
gegebene Figur in ſich faßt. 

Die „einfachſte Bewegung einer geraden Linie in 
ebener Flaͤche, iſt ‘ohne Zweifel diejenige, bey welcher 
alle ihre Puncte felbft gleihlange und gleichgerichtete 
gerade Linien befchreiben. Eine ſolche findet flatt, ſo⸗ 
-" bald eine gerade Linie parallel mit fich felbft fortgeführt 


wird, und iſt auf unzählig viele Arten möglih, ba 
man unzäblig viele Richtungen buch ihren Anfangds 
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punct Iegen und biefen, mit ihr zugleich, To fortführen 
kann, daß, während er in irgend einer folhen Ric: 
tung fortgeht, fie felbft gegen biefelbe ihre Neigung 
nah der. nemlichen Seite hin nicht verändert. Bes 
Tanntlich entfteht auf diefe Art das Parallelogramm, 
welches alfo in Abficht auf die urfprüngliche Beſchrei⸗ 
bung feiner Zläche, die einfachfte aller Figuren genannt 
werden barf. Die Aufgabe, zwey Parallelogramme in 
Abfiht auf ihren Flächenraum zu vergleichen, und dad 
Verhaͤltniß derfelben mittelbar durch Hülfe ihrer Sei: 
tenlinien zu beflimmen, ift alfo die Fundamentalauf— 
gabe der Planimetrie. Da jebed Dreyeck ald congrueüte 
Hälfte eines "Parallelogrammd angefehn werben kann, 
und der Slächenraum jedes Bieleds in Dreyecke zerleg: 
bar ift, fo wird fich weiterhin. bie Bergleichung ber 
Arealgrößen aller übrigen gerablinichten Figuren auf bie 
von Parallelogrammen , deren Seitenlinien Durch be 
flimmte Conftructionen aus ben Umfängen jener Figus 
ren abgeleitet werden koͤnnen, zurüdbringen laſſen. 


Il Bergleihung, Verwandlung und Bereinigung 
von Parallelogrammen. 


A. Grundlehren über die Vergleihung ber Parallelogramme, 


Wenn eine gerade Linie, (fig. 52.) AC, mit ihrem 
Anfangspuncte in einer beliebig durch denfelben geführ: 
ten Richtung AB, parallel mit fich felbft bleibend fort: 
ruͤckt, fo hat fie die Fläche eines Parallelogrammö be: 
fehrieben, fobald fie aus ihrer erften Lage in eine zweyte 
gefommen ift. Umgekehrt kann jedes Parallelogramm, auf 
doppelte Weife durch ein parallel mit fich felbit‘ gefches 
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hendes Fortruͤcken der einen von ſeinen Seitenlinien, 
über der anderen entſtanden ſeyn. 


1. Je groͤßer die Linie, in deren Richtung die fläs 
chenbefchreibende, parallel mit ſich felbft, fortgeführt 
wird, und uͤber welcher als Seite fi eben dadurd) ein 
Parallelogramm erzeugt, um deſto größer muß die Flaͤ⸗ 
he ausfallen, denn über gleichgroße Stuͤcke von ihr, 
wie EA = EB (fig. 52.), kommen offenbar identifche 
_ Parallelogramme, wie AEFC und EBDF, die mithin 
auch gleiche Flächenräume \enthalten, zu ſtehn. "Wenn 
ein Parallelogramm diefelben Winkel wie ein andered ; 
eine Seitenlinie übereinflimmend mit jenem, beſitzt; 
und fi bloß in Abfiht auf die Größe ber anderen 
von ihm unterfcheidet, fo ftehn die Flächen von beyden 
‚genau in demfelben Verhältniß, wie die verfchiedenen 
Seitenlinien, die fie enthalten, Sind (fig. 53.) in 
ben beyben Parallelogrammen, AB und DF, die Wins 
tel fo wie die aufftehenden Seitenlinin, AC, DE, 
gleich; ihre Grundlinien aber verfchieden, fo ift das 
Verhältniß ihrer Flächen mit dem ihrer Grundlinien, 
AG und DH, identifch. | f | 


2. Auf eben dem Wege wird ed möglich, die Flaͤ⸗ 
chen Zweyer beliebigen Parallelogramme, die gleichges 
neigte, aber durchaus verfchiedene Seitenlinien befigen, 
mittelbar durch Hülfe diefer' Seitenlinien vergleichen zu 
koͤnnen. Sey das erfte, AB, und in ihm AG — a, 
rn — b; daß andere, AB, md in biefem AS = 0, 
= Pf. 

. Tan conftruire ein drittes Peralechramm, DF, 

mit den nemlichen Winkeln, gebe aber demſelben eine 
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Seitenlinie DE == AC == b aus. bem erften; bie ans 
dere DH = AG = a aus bem zweyten. . Alddann 
ift, vermöge bed vorigen Satzes AB = AG = 
| Dr m 7 

und DF=DE= b Beyde Säge, durch: Multis 
I 215 AC — . 
plitation verbunden, geben AB.DF= AB= a. b 
DFA8 8 «8 

Das Verhaͤltniß der Flächen zweyer Parallelograms 

me, bie fih in den Winkeln gleichen, feßt ſich alfo aus 
den beyden zufammen, die, bad eine zwifchen ihren er: 
‚sten, das andere zwifchen ihren zweyten Seitenlinien, 


flattfinden, oder ift, arithmetiſch ausgedrüdt, das Pro: . 


duct ber Zahlen, wodurd fih jene Verhaͤltniſſe unter 
den Seitenlinien darſtellen. 

Will man unter dem Worte Seitenlinien unbe 
nannte Zahlen verftehn, entfprungen aus denen, welde 
bey der Meffung der Seitenlinien durh den nemlidhen 
Maaßſtab (wenigftend ähnlich liegender durch den nem: 
lihen, wenn auch für das erfle Paar ein anderer, als 
für daS zweyte gebraucht feyn follte) hervorgehn, indem 
man deren benannte Einheit wegläßt, fo darf man ben 
Satz auch auf die gewöhnliche Weife ausfprechen : Die 
Flächen non zwey Parallelogrammen, die gleihe Win: 
fel befigen, verhalten fie) wie die Producte aud ihren 
refpectiven Seitenlinien. Für Rechtecke, wo die eine 
Seitenlinie, wie bey jedem Parallelogramm, Bafis, 
die. andere Höhe genannt wird, lautet der Satz: bie 
Flächen zweyer Rechtecke verhalten fich wie die Producte 
aus ihrer Baſis in ihre Höhe; für Quadrate: ihre 
Flächen verhalten fih, wie die zweyten Potenzen ihrer 
Seitenlinien. 


al 


3. Wenn zwey Parallelogramme nit in Hinficht 
auf die Winkel zufammenftimmen, ſo bedarf es einer 
ferneren Unterfuchung,, "um ihre Flächen vergleichen zu 
koͤnnen. Liegen fich Linien aus einer endlichen Zahl 
von Puncten, Flächen dem gemäß aus einer endlichen 
Zahl von Linien zufammenfeßen, fo würde allerdings 
jedes fchiefe Parallelogramm .bloß von der Länge, nicht 
aber von der gegenfeitigen Neigung der Seitenlinien 
abbangi ſeyn. 


Bey genauerer Betrachtung ergibt ſich aber im 


Gegentheil, daß Vergroͤßerung der Schiefe in den Win⸗ 
keln, welche die Seiten des Parallelogramms mit ein⸗ 
ander einſchließen, wenn die Laͤnge der Seiten ſelbſt 
ungeaͤndert bleibt, mit Verkleinerung des Flaͤcheninhalts 
unzertrennlich verbunden iſt, oder daß, wenn der Ins 
halt und die Grundlinie ungeändert bleiben follen, Seis 
tenlinien,, welche unter fchieferen Winkeln von der 
Grundlinie aufiteigen, an Länge zunehmen müffen. Es 
ftehe (fig. 54.) uͤber einer beliebigen Baſis ein Parals 
Ielogramm, ABDC. Man drehe zuerft diejenige Geis 
tenlinie der Figur, welche bey der vorzunehmenden 
Aenderung der Lage einen größeren Winfel mit der 
Grundlinie machen wird, ald vorher, BD, laſſe fie 
aber eben fo hoch hinauf als vorher, mithin bis in die 
Verlängerung der Parallele reihen,- welche der Baſis 
gegenüberliegt, wie CF. Dadurch hat fih zu dem ans 
fängtihen Parallelogramm ein Dreyed, DBF, gefügt, 
mit ihm zufammen die Släche eines Trapeziums bil: 


bend, ABFC. Kun lafle man ferner, um den nems 


lihen Winkel‘ die GSeitenlinie des Parallelogranımd, 
weiches der zuerſt gedrehten parallel ift, AC, verruͤckt, 


— 
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unb babey eben fo hoch hinauf wie jene geflhrt wers 
den, AE. Dadurd hat man ein Dreyel, AEC, aus 
der vorhin betrachteten Figur. herausgehoben, ‘wie man 
vorher ein anderes, DBF, angefügt hatte, Die völlige 
\ Soentität diefer beyden Dreyede zeigt fih auf den ers 
ſten Blick, da die aus den Endpuncten der Baſis zuerft 
gezogenen Linien, AC und BD, fo wie die durch gleich: 
große Drehung aus ihnen abgeleiteten, ald Parallelen 
zwifchen Parallelen gleichlang find. Es verſteht fich alfo 
von felbft, daß tiefe Dreyede auch gleiche Flächen be: 
fiten. Nun aber verwandelt fi, durch dad Anfügen _ 
bes erften Dreyecks, DBF, und das nachherige Abnebs 
men des zweyten, CAE, bie Fläche des anfänglichen‘ 

Parallelogramms, ABDC, in die eines neuen mit ver- 
Anderter Lage der Seitenlinien, in, welchem diefelben 
aber eben fo hoch hinaufreihen, ABFE. Beyde Zigus 
ren haben alfo gleichgroßen Flächeninhalt. 


Vermoͤge der letzten Betrachtung kann jedes Paral: 
lelogramm in ein andered, welched mit ihm eine Seite, 
als Bafid gemein Bat, und für welches die Winkel nad) 
Belieben vorgefchrieben find, ohne Aenderung der Flaͤ⸗ 
che, umgewandelt werden. Man ziehe mit der Bafis 
eine Parallele, fobald die Seitenlinien bis zu ihr hin: 
aufgehn, mögen fie Üübrigend eine Richtung nehmen, 
welche fie wollen, bleibt der Inhalt des Parallelogramms 
durchaus ungeändert. Es bedingt fich alfo die Größe der 
Fläche eigentlich durch die Bafis, und deren Abftand von 
ber ihr gegenüberftehenden Seite, der ſich am einfachften 
durch ein von diefer auf die Baſis herabgefälltes Loth, 
die Höhe des Parallelogrammö, darſtellt. Diefes Loth 
wird durch Die Länge ber Seitenlinien, und ihre Neis 
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gung’ gegen die Baſis zwar beflimmt, kann aber unge 
ändert bleiben, während jene.beyden Dinge, nur zus 
gleih, und auf die gehörige Weife, ſich mannichfaltig 
verändern. Se fchiefer die Seitenlinien ſtehn,  defto 
"länger müffen fie werden, um bis in die der Baſis ges 
genliberftehende Parallele hinaufzureichen. 

Unter allen Parallelogrammen , die fibo@leiner ge: 


gebenen Baſis ftehend, einen ir og Sa 
afl 






inhalt befigen follen, wird dasjenige, Oiffeh Seiten: 
linien fenfrecht aus den Endpuncten der B iin bie 
ihr gegenüberliegende obere Parallele auffleigen, das 
Rechteck mithin, den Heinften Umfang befigen. 

Es bedarf wohl kaum eined Beweiſes, daß ber 
eben auögelprochene Hauptfag auch umgekehrt gültig 
ift, oder daß Parallelogramme von gleicher Bafid und 
Fläche auch gleiche Höhe befigen müffen, da Aenderun: 
gen in ber Höhe einer folchen Figur, wenn das Uebrige 
bleibt, nothwendig Aenderungen der Fläche nach fich 
ziehn, | 

4. Der allgemeinfte Sab über die Vergleichung ber 
Flähen von zwey beliebigen Parallelogrammen ent: 
fpringt aus der Verbindung der beyden voranftehenden. 
Man verwandle zuvörberft daS eine Parallelogramm, 
oder beyde, auf die Art, daß fie fih in den Winkeln 
gleich werden; die Zlächen verhalten fich wie die Pro: 
ducte aus den Oeitenlinien diefer neuen Parallelogram- 
nıe. Das kürzefle Verfahren erhält man, wenn bie 
neuen Parallelogramme Rechtecke find. . Ein Loth aus 
der Parallele, die der Baſis eined Parallelogrammd ges 
genüberfteht, auf diefe, gibt die Höhe des Mechteds, 
welches gleiche Baſis und Fläche mit ihm hat.’ Zwey 
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Marallelogramme verhalten fich- alfo wie bie Produkte 
aus ihren beliebig gewaͤhlten Grundlinien in die benfel« 
ben zugehörigen Höhen. Man würde aus dieſem Gage 
ruͤckwaͤrts fchließen dürfen, daß,-wenn in einem Paral 
lelogtamm AD (fig. 54.) AG und AH Lothe auf bie 
gegenüberflehenden Seiten find, jederzeit AC.AH = 
AB. A@, oder die Seitenlinien fi umgekehrt wie bie 
ihnen ald Aendlinien zugehörigen Höhen verhalten muͤs⸗ 
fen, « er Satz könnte ald erfte Probe longimetri⸗ 
fher Wziehungen dienen, die aus planimetrifchen Leh⸗ 
ren ruͤckwaͤrts abgeleitet ‚werden können *). Er ergibt 
fih aus der Aehnlichkeit der rechtwinküichten Dreyecke, 
ACG und ABEH, unmittelbar. 







B. Verwandlungen von Parallelogrammen. 


Aus dem Satze, daß die Flächen von Parallelo: 
grammen, die fih in den Winkeln gleichen, ſich wie die 
Droducte ihrer Seitenlinien verhalten, ergeben ſich man: 
cherley Flächenverwandlungen, wenn man ihn mit lons 
gimetrifchen Sägen verbindet, in denen das Product 
zweyer Zahlen dem zweyer anderen gleichgefeßt wird, 
fofern diefe Zahlen Ausdrüde von Linien, alfo urſpruͤng— 
lich benannte, gewefen find, in denen man aber, indem 
fie fid) anfangs "zu Quotienten zufammen gefteitt haben, 
bie gemeinfshaftliche Benennung weggelaffen hat. Als⸗ 


*) Wiefern überhaupt bie Planimetrie Quelle longimetrifher 
Lehren feyn darf, verdient eine befondere Unterfuhung, _ 
An fih muß Congimetrie unabhängig für fich beftehn, und 
Lehren bie ihr angehören, aus ihren eigenen Principien 
abzuleiten vermögen, 
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dann. werden jedesmal Paraflelogramme von beliebigen 
gleihen Winkeln, deren Seitenlinien durch die Factoren 


jener Producte, nachdem ihnen eine beliebige: Linienein⸗ 


heit untergelegt worden, audgebrädt find, gleichen Flaͤ⸗ 
cheninhalt befißen. 


Die nachſtehenden Säte geben Proben folcher Vers 
gleichungen. 


1. Um ein Parallelogramm CB (fig. 55.) in ein 
anderes‘, ihm in den Winkeln gleiches, für welches eine 
Seitenlinie gegeben ift, zu verwandeln, ändere man 
. feine eine Seitenlinie AB, bi3 fie der neuen AE gleich 

wird; errichte darüber, mit Benbehaltung der zwey— 
ten Seitenlinie/ AC, ein neues, CE, und ziehe 


darin aus dem Anfangspuncte der erften Seite die 


Diagonale AF. Gie fihneidet auf der Richtung der 
zweyten Geitenlinie des anfänglichen Parallelogramms 


eine Länge, BG, ab, welche die zweyte Geiten:' 


linie .ded gefuchten ifl. Denn da G. 239, 1.) AB 


AE 
= BG ſo ik AB: EF, oder AB. AC= AE.B6 
EF’ 

oder AE. AH. 
- Eine andere Löfung derfelben Aufgabe iſt die nach— 


ftehende. 


2. Um ein Parallelogramm (fig. 56.) AC in ein an⸗ 


deres, ihm gleichwinklichtes zu verwandeln, deſſen eine 


Seitenlinie gegeben ſeyn ſoll, ſtrecke man die Seitenlinien 


— 


des erſten, wie AB,-BC, indem BD = AC wird, in einer 


Richtung neben einander; bie gegebene des zweyten, BE, 


we u 


laffe man von ihrem Scheibepuncte, B, nach einer ans 
deren Richtung, BE, ausgehen; befchreibe durch die 
* Endpuncte dieſer drey Linien, -A, D, E, einen Kreis; 
und ergänze in ihm bie dritte, BE, zur Sehne, dies 
gibt BF, die zweyte GSeitenlinie ded Parallelogramme, 
Denn es iſt im Kreiſe (S. 264.) AB.BD = 
BE . BF. | 


3. Um ein Parallelogramm wie AC (fig. 57.) in 
ein andered mit den nemlichen Winkeln, aber dabey 
gleichfeitiged, zu verwandeln und deſſen Seite zu finden, 
legt man feine Geitenlinien, AB, BC=BD, neben ein: . 
ander, befchreibe über ihrer Summe einen Halbkreis, 
und errichte aus ihrem Scheidungspuncte, B, ein Loth, 
auffteigend bi8 in die Peripherie, BG. Dies ift bie 
gefuchte Seite. des zweyten Parallelogrammd. Denn es 
ift (S. 263, 7.) AB. BD = (BG)’. Sind beyde 
Parallelogramme rechtwinklicht, fo ergibt der Satz bie 

ı Verwandlung eines Nechtedd in ein Quadrat. 


4. Um ein Parallelogramm, AD, deſſen Seitenli- 
nien AB = a, AC = b find, in ein andered, gleiche 
Winkel enthaltendes, deffen Seitenlinien, « und ß, ein 
vorgefchriebenes Verhaͤltniß “= f beobachten follen, 


| 68 
zu verwandeln, hat man ab = aß und f = « wor 
a 
"aus, durch Multiplication abf = a?, durch Divifior 
’ 


abg = 8? folgt. 


DU 1} 
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Um alſo eine Seitenlinie, @, des geſuchten Paral⸗ 
lelogramms zu erhalten, mache man (fig. 59.) BA=a 
verlängernd, AE — f, und nehme in der Richtung bed 
AC=b, eine Länge AF='g, führe durd die Puncte 
E, A, F einen Kreis, ergänze AF zur Sehne beffelben 
durh AG, errichte über AG + AC einen Halbkreis, 
und. erhebe in ihm aus A das Loth AH. Diefed wird 
— a feyn. ‚ | 

Denn im erſten Kreife ift (S. 265.) AB.AE 
- ‘ —* —F5* 
d. h. af — AG; und im zweyten (©. 263, 7.) AG 


g 
.AC, d. h. af. b = (AH), weldes alfo = a? iſt. 


g . 
Man könnte, nur in der obigen Gonftruction f und 
g verwechſelnd, auch B durch diefelbe erhalten. E& ger _ 
nügt indeffen, nur eine Seite des neuen Parallelogramms 
zu haben, und feine übrige Conftruction durch Huͤlfe 
des vorigen Satzes (©. 319, 1.) zu vollführen. | 


C Vereinigung von Parallelogrammen. 


1. Die Vereinigung zweyer Parallelogramme zu eis 
nem dritten vollzieht fich ohne Weiteres durch die obi« 
gen Betrachtungen. Man bringe fie zuvörderft auf 
gleiche Winkel zurüd, ſtelle fie alödann, wie AD und 
.BF,: tıber einer beliebigen Richtung neben einauder, . 
und verwandle dad erfte, AD, ohne feine Winkel zu 
ändern, fo, daß es flatt feiner aufftehenden Seitenlinie 
BD, die des zweyten, BE, erhält. Dies gefchieht bes 
Zanntli (S. 319, 1.), indem man dad vermittelnde 
Parallelogramm ABEH bildet, deſſen Diagonale BH 

Zu 2 


ſaammenzieht. 
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zieht, und durch K, ihren Durchſchnittspunct mit der 
‚ihr enfgegentretenben Seitenlinie CD bed erften Paral⸗ 
lelogramms, eine Parallele, LKM, führt. Dieſe bil: 
“det ein neued, BM, weldes fi) mit dem Iweyten der 
gegebenen, BF, zu einem einzigen dritten, MG, zu: 


2. Sollen zwey ſich aͤhnliche Parallelogramme zu 
einem britten, ihnen ähnlichen, vereinigt werben, alfo, | 


wenn a, a, A die erfien, b, 6, B bie zweyten Gei: 
tenlinien der genannten Figuren find, ab aß = AB, 


und. baby a = a = A fepn, fo ergibt die Multi; | 


7 

ꝓlication bed ab durch a bed aß durch = des AB 
b’ 7 

durch A ſofort a? + a? = A?, die Diviſion in 


B 2 
eben der Ordnung b? 482 = B?, man erhält alſo 
A=ya ta mwdB= yb +. 

Daraus entiteht, mit Zuziehung des pythagorifchen 
Lehrfages, dad merkwuͤrdige Theorem. 

Wenn zwey Parallelogramme ähnlich find, mithin 
fih in ihnen, unter gleihen Winkeln, die Grundlinien, 
a und @, wie bie GSeitenlinien, b und 8, verhalten, 
ſo gibt die Hypotenufe eines rechtwinklichten Dreyeds, 
deffen Perpendikel jene Srundlinien darftellen, die Grund: 
linie, Die eines anderen, worin jene GSeitenlinien als 
Perpendikel auftreten, die Geitenlinie eined neuen Pa: 
rallelogramms, welches bey gleichen Winkeln, wie bie 
ihrigen, ihnen ähnlih, und die Summe ihrer Flächen: 
räume ift. 
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83 De Quabrate ähnliche Yarallelogramme find, fo 
gilt der legte Sat auch von ihnen, und kuͤrzt ſich, weil 
bey ihnen Grundlinie und Geitenlinie einerley find, 
dahin ab: daß, wenn über den drey Seiten eined recht: 
winflihten Dreyecks Quadrate errichtet werden, Die 
Flaͤche des über der Hypotenufe fiehenden die Summe 
von den Flächen der beyden anderen, Über den Perpen⸗ 
dikeln aufgeftellten, darbieten muß. Dieſes ift der pla⸗ 
nimetrifche Ausdruck des pythagorifchen Lehrſatzes. 


III. Bergleihungen, Gerwandlungen und Vereini— 
gung von Dreyecken. 


1. Da ein Dreyeck ABC (fig. 60.) die congruente 
Hälfte eined Parallelogramms, AE, ift, welcdes mit 
ihm über derfelben Baſis, AB, fteht, und (unter Ho: 
be des Dreyedd ein Loth, CD, aus der Spige auf die 
Richtung der Baſis, unter Höhe des Parallelogramms 
ein Loth Aus der Seite, welche der Bafid gegenübers 
liegt, auf diefelbe, verftanden) gleiche Höhe uͤber diefer 
Bafid hat, fo ift die Fläche eined Dreyecks die Hälfte, 
won ber eined Rechtes, dad mit ihm gleiche Bafis und 
Höhe befi ist; es verhalten fi alfo bie Flächen zweyer 
Dreyecke wie die Producte der Zahlen, welche, auf eine 
gemeinſchaftliche Linieneinheit bezogen, Baſis und Hoͤhe 
für fie ausdruͤken würden. Denn jenes anfängliche 
Parallelogramm, AE, kann fogleich in ein gleichgroßes 
Rechte von bderfelben Baſis und Höhe, AF, umge: 
wandelt werden, deſſen Hälfte alfo dem Dreyecke ACB 
auh an Fläche gleichkommen muß. Man kann alfo 
jedeö\, Dreyel in ein ihm an Fläche gleiches Rechted 
verwandeln, wenn, man bdiefem bey gleicher Höhe die 
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halbe Baſis, 8, ober bey. gleicher Baſis bie halbe Hoͤhe 
des Dreyecks gibt. 


2. Da ſich in ähnlichen Dreyecken, wenn man aͤhn⸗ 
lich liegende Seiten, AB, ab (fig. 61.) als Grunbli; 
nien für fie wählt, die Höhen CD, cd, wie die rund: 
linien verhalten (welches die Aehnlichkeit der Dreyede 
ÄCD, acd, fogleih ergibt), fo kann für fie, flatt 
‚AB . CD kuͤrzer (AB)? gefeßt werben; ihre Slächen 
ab. cd’ (ab)? 
verhalten ſich alfo wie die zweyten Potenzen der Bahı 
len, wodurch ähnlich liegende Seiten in ihnen, auf ges 
meinfchaftlihe Einheit bezogen , ausgedruͤckt werden, 
oder wie Quadratflaͤchen, Über dieſen Seiten errichtet. 


3. Aus dem Sage, daß jedes Dreyel, ABC, als 
congruente Hälfte eined Parallelogrammd ABDC (Ag. 
62.) angefehn werden kann, das eine Seitenlinie, AC, 
ald Baſis mit ihm gemein hat, und bis zu einer durch 
feine Spige geführten Parallele mit diefer Baſis, BD, 
hinaufreicht, folgt ferner, daß zwey Dreyede, die, wie 
ABC, AEC, über derfelben Baſis AC ftehn, und ihre 
Spigen, D, E, der nemlichen Parallele mit der Baſis 
finden, das eine ald Hälfte von AD, das andere als 
Hälfte von AG, gleichen Flächenraum beſitzen. 

— Auch das Umgefehrte gilt, weil fonft Parallelo: 
gramme Liber berfelben Bafid gleichen Flächenraum has 


ben fönnten, ohne zu der nemlichen Parallele mit ihr 


hinaufzureichen. 


Vermoͤge diefes Satzes kann man alſo auf uͤnzaͤhlig 


viele Arten ein Dreyeck, ABC, in ein anderes verwan—⸗ 
dein, welches mit ihm gleiche Baſis und Höhe hat, 


— — — — — — 
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unter Höhe ben Abftand feiner Spige von ber Richtung 
feiner Bafls, d. 5. ein Loth aus diefer auf jene, BF, 
verftanden. Man darf dabey eine zweyte Seitenlinie, " 
AE, nur daß fie nicht Fürzer fey als jenes Loth, oder 
einen Winkel an der Baſis, EAF, beliebig erwählen, 
oder dad neue Dreyer ein eichfehenklichtes werden lad» 
fen. Auch ift e3 eine unmittelbare Folge des Satzes, 
daß zwey Dreyede, deren Grundlinien, als Theile 
einer größeren Pinte, an einander. grenzen, und bie 
dabey einerley Höhe haben, zu einem von berfelben 
Höhe, über ber Summe ihrer Grundlinien, als Baſis, 
zuſammengezogen werden koͤnnen. 


4. Die Baſis AB eines Dreyecks (fir. 63.) fo zu 
ändern, daß ed, bey gleichem Flächenraum, eine vor: 
gefchriebene Höhe erhalte, fey DEF die Parallele mit 
ber Baſis, welche um die verlangte Höhe von ihr abs 
ſteht. Sie fehneide die Richtung des Schenkeld.AC, ber 
vom Anfangspuncte ber Bofid ausgeht, in E. Aus 
biefem Durchfchnittöpuncte ziehe man durch den End: 
punct ber Bafis eine Linie BE, und mit ihr durd) die 
Spitze des Dreyels eine Parallele, CG; der Durch⸗ 
ſchnitt derfelben mit der Richtung der Baſis ergibt den 
„Endpunct der neuen Baſis AG. 


Denn, ba die Dreyecke ECB und EBG, die Bas 
ſis EB gemein haben, und ihre Spigen, C, G, in 
einer Parallele mit der Baſis, CG, Tiegen, fo find 
ihre Flächen gleih. Mithin, dem anfänglichen Dreyeck | 
ACB, das erfie, ECB abgenommen, dad zweyte, 
EBG, zugelegt, ober umgekehrt ihm ECB zuge 
fügt, und EBG von ihm abgezogen , erhält man, 
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| ber Fläche nach nicht geändert, AEG, bie vorgefchries. 
bene, Höhe befigend, und über ber aus AB in AG 
Übergegangenen Baſis ftehend. . 


5. Vermoͤge der beyden obigen Saͤtze kann man be⸗ 
liebig viele gegebene Dreyecke in ein einziges zuſam⸗ 
menziehn, indem man ſie ſo umwandelt, daß ſie alle 
dieſelbe Hoͤhe beſitzen, alsdann ihre Grundlinien in eine 
Richtung an einander reiht, und uͤber ihrer Summe 
.al3 Baſis ein Dreyeck von derſelben Höhe errichtet. 
Dieſe Umwandlung wird unnöthig, wenn die Dreyede 
ähnlich feyn follen. Sind A, a, U ähnlich liegende 
Seitenlinien von ähnlichen Dreyeden, deren Flaͤchen 
F, f, $, ſeyn mögen, und fl F + f= $ fepn, fo 
hat man, a F=A?S$ md f= ar .$ if, 

- 2413 ? 43 
F+f= A: + a?, $, mithin, da diefe Summe 
a) 
— 5 ſeyn fl, A +a? = U. Die Hypotenufe 
eines rechtwinklichten Dreyecks, deſſen Perpendikel die 
gegebenen A und a find, gibt alfo U, fofern dieſes als 
gefucht betrachtet wird, 


IV. Verwandlungen von Vierecken. 


1. Es gibt mandherley Arten ein Viereck in ein an- 
berd geſtaltetes, oder in ein Dreyeck, ohne daß bie 
Größe feined Flächenraumd geändert würde, zu ver: 
wandeln. Zieht man in ihm (fig. 64.) eine Diagonale, 
AB, und mit ihr parallel durch. feine beyden anderen 
Eden, C, D, Parallelen, fo darf man ftatt jedes der 


En - 327 
‚beyben Dreyede, ABC, ABD, unzählig viele andere 
fegen, wenn nur beren Spigen in jene Parallelen fal⸗ 
len, und ba: vorige Diagonale, AB, die Bafis bleibt; 


jeder Umſatz diefer Art erzeugt ein neues Viereck, vder, 
in den Faͤllen, wo von ben beyben neuen, auf ber 


Diagonale ſtehenden Dreyeden, wie AEB und ABF, bie 


beyden aus demfelben Endpuncte ihrer Baſis audgehens 
ben Seitenlinin, AE, AF, in eine Richtung EAF 
fallen, ein Dreyeck BEF, welches dem Viereck an Flaͤche 
gleihlommt. Iſt EAF, wie ed beliebig gefchehen Tann, 
lothrecht auf AB genomnien, fo ift AB die Höhe Diefes 
Dreyecks. Jedes Viereck ift alfo an Fläche einem Drey: 
eck gleich, deſſen Höhe feine eigene Diagonale, beffen 
Baſis der Abfland zweyer Linien ift, die parallel mit 
feiner Diagonale durch feine beyden übrigen Winfel- 
puncte gezogen find. 

Am einfachften gefchieht die Verwandlung bed Vier; 
eds in ein Dreyeck, wenn man das eine Diagonalens 
dreyeck in ihm, wie ACB, behält, deſſen eine Seite, 
AC, bis in die Richtung der gegenüberftehenden Paral: 
lele verlängert, und ihren Durchfchnittöpunct mit dieſer 
zur Spiße des zweyten, ABG, macht. 

." In der Figur find diefe Beziehungen nur für Vier 
ecke mit lauter auswärts gehenden Winkeln bargeftellt ; 
ein leichter Conſtructionsverſuch Tann zeigen, daß fie 
auch für die übrigen gelten. 

2. Jedes Trapezium ABCD (fig. 65.) in ein Paral⸗ 
Ielogramm zu verwandeln, fo baß dieſes mit ihm zwi⸗ 
fchen. denfelben Parallelen enthalten ift, nehme man 
eine Linie, EF, durch den Halbirungspunct der einen 
aufftehenden Seite, AC, parallel mit der Grunblinie 
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‚gezogen, und in ber anderen begrenzt, und ziehe durch 
ihre Endpuncte Parallelen in beliebiger Richtung, wie 
GI und HK, bis das Parallelogramm GINK entſteht, 
welches fo viel Fläche hat als dad Trapezium. Diefer 
Sa ift Folge eines allgemeineren, welcher lehrt, Daß, 
wenn ein Viereck zwey parallele, Seiten hat? und 
eine der anderen, wie AC, um ihren Mittelpund E 

| gebreht wird, aber zwifchen ben vorigen Parallelen ent: 
halten bleibt, wie GI, die Fläche des Vierecks ſich nicht 
aͤndert, da ber dadurch entftehende Zuwachs GEC, und 
ber gleichzeitig erfolgende Verluſt AEI, congtuente 

Dreyecke find. 


3. Daß jedes Tradezium einem Dreyede an Fläche 
gleih kommt, das mit ihm diefelbe Höhe hat, und 
deſſen Bafid die Summe feiner beyden parallelen Sei: 
ten ift, ergibt fich fogleich aus feiner Zerfällung durch 
eine gezogene Diagonale in zwey Dreyede, die ihm an 
Höhe gleihen und feine parallelen Seiten zu Grund: 
linien haben. 


V. Vergleihung und Vereinigung ähnlider, _ 
Dielede, 


Durch Hülfe der voranftehenden Säte Tann man 
auf mehrfache Art Vergleichungen beliebiger Vielecke be- 
werfftelligen, auch Berwandlungen und Vereinigungen 
berfelben, namentlich folche, wobey fie fih zulegt in 
ein einziged Dreyeck oder Parallelogramm zufammen: 
ziehn, durch bloße Conftruction zu Stande bringen. Es 
muß hier genuͤgen, Betrachtungen dieſer Art nur fuͤr 
aͤhnliche Vielecke auszufuͤhren. 
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"4. Es if befannt (©. 306, 1.), daß bie Flächen 
Abnliher Ziguren in Dreyede zerlegt werben Tönnen, 


ſo daß für febes Dreyeck in der einen ein ihm aͤhnli⸗ 


ches in der anderen eriflirt,  fofern diefe Dreyede Über 
- ähnlich Tiegenden Seiten, A aus der einen, a aus ber 
“ anderen biefer Figuren, als Grundlinien, gehörig errichtet 


werben. Die Flächen beyder Dreyecke müffen ſich (S. 


324,2.) wie A?. und a? zu einander verhalten, mithin 
jedes Dreped ber einen Figur, a? von dem ihm ähn 
Ar? 


lichen der großen, alfo auch die Summe aller Dreyede, | 


welche die Fläche der erſten ausmachen, a? von ber 
A: 
Summe aller derjenigen feyn, welche bie der zweyten 
bilden. Es verhalten fih alfo, da alle Seiten eines 
Vielecks, zu den ihnen ähnlich liegenden eines zweyten, 
welches ihm ähnlich ſeyn fol, in bemfelben Wer 
haͤltniß ſtehn, ähnliche Vielecke wie die Quadrate ahn— 
lich liegender Seitenlinien. 


2. Sollen zwey ſich aͤhnliche Figuren, von denen 
bie eine uͤber der Seite A bie Fläche F, die andere 
über ber ähnlich liegenden Seite a, bie Fläche £ bes 
figend, errichtet ift, zu einer dritten, beren Fläche, bie 

mme der ihrigen, und die ihnen felbft ähnlich iſt, 
vereinigt werden, fo fey die Seite biefer dritten, welde 


in ihr den Seiten A und a in ben beyben- erften aͤhn⸗ 


ih lieg, = x Daf — arF piff- F= 
" .. re 
F+-aF= A +0. Da ferner HF = 


A? A? 


. F. 


x? . F, ſo folgt, daß A ar — ar. Dies gibt 


Aꝛ2 


“ m 


ben allgemeinen Lehrſatz: wenn über ben drey Seiten 
eined vechtwinklichten Dreyeds als ähnlich liegenden; 
beliebige fich ähnliche Figuren errichtet werden, fo be ° 
trägt die über der Hypotenuſe, an Flaͤche, fo viel, als 
bie beyden Aber den Perpendikeln ftehenden zufammens 
genommen, | 


.. 


VI. Grundregeln der genauen und genäherten 
Blähenberehnung. 


A. Genaue Flächenberechnung. 


Bey der eigentlich ſo genannten Flaͤchenberechnung 


kommt es zwar auch darauf an, die Arealgroͤßen zweyer 
Figuren mit einander zu vergleichen. Indeſſen bat 


man babey bie eine von ihnen, bie als Maaßſtab dies 
nen foll, folglich für gegeben und befannt angenommen 
werden muß, völlig in feiner Gewalt. Man wählt fie 


- alfo fo einfach als möglih. Das heißt, man nimmt 


die Einie, welche als Linieneinheit gebraucht werben 
fol, um über ihr als Seite ein Quadrat zu errichten, 
und macht die Fläche dieſes Quadrats zur Einheit, 
womit alle Übrigen Flächen gemeffen werden. Da bey 
ihm Bafid und Höhe durch 1 ausgedruͤckt werben, fo 


braucht man das Product aus diefen beyden Zahlen, 


weil es gleichfalls 1 feyn wird, nicht zu berechnen, 
und eben fo wenig die anderen, ähnlich gebildeten, 
Producte dadurch zu dividiren, weil die Divifion mit 
der Einheit nichts verändert. Und fo fprechen fih, un: 
diefor Vorauöfegung, wenn: man, wie ed gewöhnlich 
der ‚Kürze halber gefchieht, unter Baſis und Höhe, die 
unbenannten Zahlen verfteht, wodurch, nad dem an 
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genommenen Linienmaaßfläbe, dieſe Linien in ben is 


guren ausgedruͤckt werben, bie allgemeinen Segeln kuͤr⸗ 
zer ſo au | | 


1. Der Inhalt eined Rechtecks ift ein Product aus 
feiner Bafid in feine Höhe. Daher der veraltete Name 
von rectangulum für ein Product, und latera für 
feine Factoren. Iſt das Rechteck felbft ein Quadrat, 
fo ift fein Inhalt die zweyte Potenz feiner Baſis oder 
Geite, und eben darum hat man die zweyten Potenzen. 
felbft Quadrate genannt. i 


2. Der Inhalt eines fchiefen Parallelogramms iſt 
ein Product aus ſeiner Baſis in ſeine Hoͤhe. Die 
Hoͤhe ſtellt ſich an einem, von der Baſis auf die ihr 
gegenuͤberſtehende Parallele gefaͤllten, Lothe dar. 


3. Der Inhalt eines Dreyecks iſt ein Product aus 
der halben Bafis in die Höhe, oder, was damit einers 
ley ift, ein Product aus Bafid und Höhe, zur Hälfte 
genommen. Höhe ift ein Loth aus dem Winfelpuncte 
des Dreyeddö, welcher der ald Bafld angenommenen 
Seite entgegenliegt, auf diefe Bafis herab. Man kann 
dem gemäß auf dreyfache Art die Fläche eines Dreyecks 
berechnen. 

Es ift indeffen auch geftattet, die Flaͤche eines 
Dreyeds unmittelbar aus den Seiten befjelben abzus 
leiten, da fich feine Höhe aus ihnen finden läßt. 

Sey die Höhe eined Dreyecks ACB (fig. 61.) CD, 
fo ift (CA)? — (AD)? = (CB)? — (BD)? = (CB)? 
— (AB — AD). SftafoBC=a, AC=b, 
ABB=c ud AD=x, ſo hat un bꝛ — ı?’ = 


a2 — (ce — x)2 — ac +2xr— x, wor⸗ 
aus ſosleich ®+co—a — x folgt, Da nun 
2c 


CD’ = b? — x? iff, fo bat man 
CD = ve’ —(b2 +0? — *y. 
20 r 
Die Groͤße unter dem V iſt das Product 
—— b—(b?+c?—.a? 
( —) (I) 
Der erfte dieſer Saztoren iſt 
G+N—-e=bteta)bte—a), 


20 20 
der zweyte 
a? — (b—c)’ = (atb—e) a4 
2c 20 


mithin ihr Product: 
Dev tie (a+b—c) (Feb) o+ezah 
4c? \ 
Folglich die Dreyedöfläche AB . CD = 
2 

YYlatb+o(a+b—e) (a+c—b) (b+c—a)) 

Diefe Regel hat den großen Vorzug, daß fie die 
Berechnung von aller Gonftruction, nicht allein in Ab: 
fiht auf die Darftellung der Höhe, fondern. felbft auf 
bie der Seiten unabhängig macht. 


4. Eine aus der vorhergehenden abgeleitete - Regel, 
‘die aber doch, ihres häufigen Gebrauchs wegen, zu den 
fundamentalen gezählt werden darf, betrifft das Tra⸗ 
pezium. Man zerlege ein folhes, wie AD (fig. 66.) 
durch eine Diagonale in zwey Dreyede, ABC, CDB. 


Waͤhlt man zu Srunblinien diefer Dreyede die beyden 
parallelen Seiten des Trapeziums, CD für dad eine, 
‚AB flr das andere, fo kann ihre Höhe durch eine ein⸗ 
zige Linie, die Überhaupt den fenfrechten Abftand ber 
beyden Parallelen barfielt, wie CE, audgebrüdt wer. 
den. Es wird alfo die Fläche des erften Dreveds 


E 
ẽ C CE mithin die des 


(CD + AB) . CE a TE, Das Helft; 
wenn unter Höhe des Trapeziums die Zahl verſtanden 
werden fol, wodurch der Abftand feiner parallelen Sei⸗ 
ten angegeben wird, die Fläche eines Trapeziums ift 
ein Product aus der Summe feiner parallelen Seiten 
in feine Höhe, zur Hälfte genommen. 








„ bie bed zweyten AB. 


ganzen Trapeziums 


Diefe lebte Regel ift deswegen hervorgehoben mwor; 
ben, weil man oft, um eine zufammengefehte Figur 
zu berechnen, nicht die Zerlegung derſelben in Dreyede, 
und alfo wiederholte Ammwendung der dritten Regel, 
fondern Zerfaͤllung derfelben in Trapezien, und damit 
bes Gebrauch ber vierten, zu erwaͤhlen pflegt. In dem 
lekten Fake zieht man eine beliesige Linie, um auf fle 
DYarpendilel aus allen Eden ber gegebenen Figur ber; 
ebzufalen, tie indeffen nur bis zur völligen Begten⸗ 
zung auf beyden Exiten durch der Umfang ber Figtit 
fortgezogen zu wersen brauchen. Es iſt am einfachſten, 
wenn mar zu diefer Simie ſelbſt eine Diagenale, die 
ganz ins Innere dr Figur Mt, wie (ig. 67) AD 
erdaͤhlen kanan. Astanz bilder bie aus Gen Eden der 
Fiqur ſenkrecht gegar fie gerichteten Trausverſalen, die 
erſte um iegte, wie BL uud EH aögesehust, weiche 
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Dreyecke abfchneiden, fo wie fie einander benachbart 
find, trapezoibalifche Abfchnitte in der Figur, wie BL 
und KF das Trapezium BKFL. Und das Stüd der 
Hauptlinie, worauf fie fenfrecht gerichtet find, welches 
fie zwiſchen fi faffen, ergibt den Abftand der beyden 
patallelen Seiten dieſes Trapeziums, fo daß fogleih _ 
zur Meffung der einzelnen Linien, und zur Berechnung 
der Flächenräume von ben einzelnen Stlden der Flaͤche 
gefchritten werden Tann. 


B. Genäherte Zlächenberehnung. 


1. Wenn die Flächenberechnung practifch ausgeuͤbt 
werden fol, fo muß fie fich zu einer Srenzbeflimmung ' 
. geftalten, da die practifche Linienbeflimmung nur ren: 
zen darbietet, zwifchen denen die Zahlen liegen, deren 
Product, wenn man ed berechnen Zönnte, den Flächen 
raum beflimmen würde. _ 

Sind die Zahlen A und B unfichere Ausdruͤcke für 
die, deren Product eine Fläche geben würde, diefe ſelbſt 
- aber zwifchen beftimmten Grenzen enthalten, die erſte 
zwifhden A + a und A — a; die zweyte zwifchen 
B-+bundB— 8, fo muß die Fläche, welche man 
ſucht, zwifden AB4+ aB+ bA +ab und AB — 
aB — BA + aß liegen. 


2. Sind A und B Refultate unmittelbarer empiri- 

ſcher Linienmeffung, fo wird, bey jeder ſolchen, a = «a 
1 

= Z Awmb=-ß= = B feyn, wobey n eine 


aus Beſchaffenheit des angewendeten Meſſungsverfahrens 


we - 
= 
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abzufeitende Zabi in *); zugleich wird alsdann in der. 


. Regel ber Brud -- — - fo Fein feyn, daß AB. I als 


Theil, verhättnigmägig gegen AB, weggelaffen werben 
barf. Unter dieſer Vorausſetzung fat die Fläche zwi- 


[chen AB (1 + —) und AB(1 2); ift alfo ſchwan⸗ 


kend um * ihres eigenen Betrages, waͤhrend jede der 


beyden Linien oder Zahlen, woraus fie beſtaumt wird, 


: 8 um — des ihrigen find, 


3. Berechnet man den Flächeninhalt des Dreyecks 
unmittelbar aus den drey Seiten, vorausgeſetzt, baß 


jede bderfelben um — ihred angegebenen Betrages 


ſchwankend ift, fo wird von ben vier Factoren in dem 
Ausdrud der Fläche : 


YY((at+b+e) rb=oa@Te—Mb ren, 


jeder mit (1 + —) multiplicirt, wenn man a, b, c 


- . 1 
jedes um * vergrößert; mit 1 — , wenn man a, 


| | 1 rn . 
b, c jedes um gu verBleinert. Im erſten Kalle tritt 


*) Kür den gewöhnlichen Feldmeſſer z. B. hat man n —500 
angenommen. Er muß dafür einftehen, daß keine unmits 
telbar von ihm gemeffene Linie um Yo größer oder Heis 
ner iſt, als er fi fie angibt ; geringere Abweichungen legt 
man ihm nicht zur Laſt. | 
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1. u. 1 4 
va + r=At Is welches, da —; weg: 
falten darf —(1 + 2); im zweyten va — ty 


= (l — —): = (1 — , ald Factor in bem 


\ Ausbrude der aus a, b, c berechneten Dreyedflähe 
binzus; fie geht alfo aus ber Berechnung ſchwankend 


um — ihres Betrages, mithin nicht mehr oder weniger 


genau betvor, ald wenn fi ie aus Baſis und vebe ab⸗ 
geleitet wird. 


* 


* 


| VIL. Theilung gerablinidter Polygone. 


Die Fundamentalregeln der Flächenberechnung ge: 
ftatten die Auflöfung verfchiedener Aufgaben, die dad 
Umgefehrte der urfprünglichen find, und, zum Behuf 
ber Zheilung gegebener Flächen in vorgefchriebene. 
Theile, nicht entbehrt werben können. 

1., Die einfachfte ift bie, wobey verlangt wird, aus 
dem befannten Inhalte eines Rechtes oder Parallelo: 
gramms, die Länge feiner Höhe zu finden. Sn die: 
fem Falle braucht man nur den Inhalt durch die Baſis 
zu dividiren, um bie Höhe zu erhalten. Denn da, 
ben Inhalt A, die Baſis b, die Höhe h, genannt, 


A=b.h war, fo ift Har, daß * = hfepn 


muͤſſe. Sol das Rechteck ein Quadrat feyn, fo braudt 
man nur.aus bem Inhalte die Quadratwurzel zu ziehn, 
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um feine Seite ju finden. Da für Das Quabrat A = 
b®, fo ift umgekehrt b = YA. Sn den meiften Fäk- 
len. wird die Seite des Quadrats eine incommenfurable 
Linie feyn. 


2. Eben fo leicht ergibt fih aus dem Inhalte ‚des 
Dreyecks und feiner Grundlinie, bie ihm gebührende 
Höhe. Der Inhalt des Dreyeds ift ein Product aus 
der halben Bafis in der Höhe A = ze Umgefeprt 
alfo muß der Inhalt, durch die halbe Baſis dividirt, 

b 9A | 
die Hoͤhe geben: h= A: >=-7 

* Die Aufgabe aber, Uber einer vorgefchriebenen Bas 
ſis ein Dreyed von gegebenem Inhalt zu verzeichnen, 
ift unbeflimmt.. Denn wenn man die Höhe des Drey: 
eds durch Hülfe der vorigen Formel auch würflich 
kennt, fo weiß man dadurch nur den Abftand, welchen 
die Spige defjelben von feiner Baſis Haben wird. Man 
ann in diefem beflimmten Abftande eine Parallele mit 
der Baſis ziehn, und behaupten, daß die Spige des 
Dreyecks irgendwo in dieſe Parallele fallen müffe, aber 
gleichviel an welche Stelle, fo daß dem gemäß unzählig 
viele Dreyelde der Aufgabe Genüge leiſten werden. 
Eben dieſe Unbeflimmheit macht die Auflöfung einer 
anderen Aufgabe möglich, welche für die Theilung jedes 
beliebigen Polygond in vorgefchriebene Stüde die we— 
ſentlichſte iſt: von der Fläche eines Dreyecks, durch 
eine einzige, aus einem feiner Winfelpuncte gezogene, 
Linie, ein verlangte Stud abzufchneiden, 

Es fey ein Dreyeck, wie ABC (fig. 68.), gegeben, 
ein Winfelpund A in ihm bezeichnet, von welchem bie 


f . 
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Linie auögehen fol, ‚die ein votgefärichenes Stüd von 
feiner Fläche abzuſchneiden beftimmt if, auch die Seite 
des Dreyecks, z. B. AB genannt, welche mit jener 
Transverſale dieſes Stuͤck einſchließen ſoll. Man ſtelle 
ſich vor, daß es zunaͤchſt nur. darauf ankomme, über 
jener Seite ded Dreyecks, AB, ald Bafſis, ein kleine⸗ 
res Dreyeck zu errichten, deſſen Inhalt die gegebene 
Größe jenes abzufchneidenden Stüdd, I, babe. Die 
Höhe, die diefem kleineren Dreyede zukommen: müßte, 
fann man durch die eben gegebene Formel berechnen 
h= =. Man. errichte auf der Baſis, AB, ein 
Loth, DE, welches die Höhe darftellt, und ziehe durch 
feinen Endpunct ‚eine Parallele mit der. Baſis. Diele. 
wird unfehlbar in die Seite des anfänglichen .Dreyedd 
einfreffen, weldhe dem Anfangspuncte der verlangten 
Theilungslinie A gegenüberjteht, wie in der Figur bie 
Seite BC durch diefe Parallele im Punct, F, gefchnitten 
wird. Diefer Dutchfchnittspunct allein darf unter der - 
hier geforderten Bedingung, ald Spitze des Fleineren 
Dreyecks, welches über der vorgefchriebenen Baſis, mit 
jenem gegebenen ISnhalt,. errichtet werden fol, ange: 
nommen werden, weil nur alödann durch daB Ziehen 
einer einzigen Zranöverfale, AF, das Kleinere Dreyed 
vollendet, und von dem gegebenen größeren abgefchnik - 
ten wird. 


3. Es gibt indeffen noch eine andere, für die 
. würfliche Ausübung viel einfachere Art, Diefelbe Auf: 
gabe zu löfen. . Soll ein Dreyed, wie ABC, durch 
eine Linie, die aus einem vorgefchriebenen Winkfelpuncte, 
A, queer dutch dafjelbe geht, AF, in zwey vorgefchrie: 


— 
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bene Stuͤcke getheilt werben, fo nehme man nur die 
Seite des Dreyecks, welche diefem Winkelpuncte gegene - 
überliegt, BC, um ſie vorher in ziwey Stuͤcke zu theis 
len, BF und FC, welde genau in demfelben Verhaͤltniß 
zu einander ſtehn ‚ wie die Stuͤcke des gegebenen Drey⸗ 
ecks, welche über ihnen als Grunblinien liegen follen, 
Die Zrandverfale zu ihrem gemeinfchaftlichen Grenz 
puncte, AF, leiftet die geforderte Theilung. Denn ofs 
fenbar entfiehn auf Diefe Art zwey Dreyede, ABE, 
ACF, welde eine gemeinfchaftlihe Epige A, und ihre 
Grundlinien BF, CF, zwar neben einander, aber doch 
in einer einzigen geraden Linie haben. Die Höhe dies 
fer Dreyecke wird ebendeöwegen völlig diefelbe feyn. 
Dreyede von gleihen Höhen verhalten fich aber wie 
ihre Grundtinien, und diefe hat man fo eingerichtet, 
daß fie dem Verhältniffe gemäß find, welches unter den 
Flächen ber beyden kleineren Dreyede ftattfinden fol. 


4. Wird aber den transverfalen Theilungslinien eine 
beffimmte Richtung vorgefchrieben, fo entflehn andere: 
zum Theil fchwierigere Betrachtungen in einfacher, 
practiſch fehr erheblicher Fall ift der, wo verlangt 
wird, von einem Dreyecke, durch eine Parallele mit 
ſeiner Baſis, ein vorgeſchriebenes Stuͤck abzuſchnei⸗ 
den. Alsdann kann der Satz, daß ſich die Flaͤchen 
aͤhnlicher Dreyecke wie die Quadrate aͤhnlich liegender 
Seiten verhalten, zur Aufloͤſung der Aufgabe angewen: 
det werden. Es fey der Inhalt des gegebenen Dreyecks 

A; des Heineren, ihm ähnlichen, welches durch eine 
Darallele mit feiner Baſis von ihm abgefchnitten wers 
den foll a, fo verhält fich die Fläche des großen Drey⸗ 
ecks zu der des Heinen, wie bie Quabrate ihrer aͤhnlich. 

22* 


! 
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llegenden: Schenkel ; umgekehrt daher biefe Schenkel wie 
die Quadratwurzeln aus den Flaͤchen. Man multiplis 
cire alfo die Schenkel ded großen Dreyecks mit dem 


Quotienten = Y ( A ): und man wirb bie des 


gefuchten kleineren erhalten. 


Eine ähnliche Aufgabe läßt fih für das Trapezium 
aufftellen: von einem folchen, durch eine Parallele mit 
den urter fih parallelen Seiten deffelben, ein verlang: 
te8 Stud abzufchneiden., Da das Trapezium als ein 
unvollendeted Dreyeck angefehn werden Tann, und fih 
aus Abmeffungen an ihm der Inhalt dieſes Dreyecks 
leicht berechnen läßt, fo kann diefe Frage auf die vorige 
zurücgeflhtt werben. Sie ift indeffen, auch ohne diefe 
Zuruͤckfuͤhrung, fofort arithmetiſch loͤsbar. Sey (fig. 69.) 
von dem Trapezium AD, in dem AB= a,CD = |, 
die Höhe CE — h, durd eine Parallele mit AB ein 
kleineres FGCD, deffen Släche gegeben, = I ift, abzu: 
ſchneiden, und heiße deſſen Höhe CH — x, fo findet 
fih, CL parallel mit DB gezogen, dad Dreyeck CFK 
ähnlich dem CAL, alfo feine Bafis 

FK= xAL=x(a—b) 
h 5r 
feine Flaͤche aiſo x- (a — b). x Diefe mit ber 
h 2 0 
des Parallelogrammö KD —= CD .. CH = bx vereint, 
gibt I=(a—b)x® + br, eine Gleichung bed 
2h 

zweyten Grades, die geordnet x? + ?2bhx= 2B 

a—b a—b 


2441 
sr Nennt man, zur Abkuͤrzung, bb = =, 


23 =, fo id fent + Zum as ae 
a—b is" . 


(S. 86.) aufgelöst, x = Y(m! + n) — m. 
Indeſſen bleiben die weiteren Ausführungen dieſer 
und ähnlicher Unterfuchungen, der ahgewanbten Geo: 
metrie, namentlich der practifchen, in dem’ "für fie be: 
fonders wichtigen Abfchnitte von ber Flächenberechnung 
und Flächentheilung, mit Recht uͤberlaſſen. Sie muß 
auch die Loͤſung der zuletzt angefuͤhrten Aufgabe weiter 
entwickeln, da Theilung der Figuren durch lauter pa⸗ 
rallele Transverſalen vielleicht am haͤufigſten erfordert 
wird, welche aber auch, da jede Figur durch Parallelen 
in Dreyecke und Trapezien zerlegt werden kann, nichts 
Anderes als die vorhin beruͤhrten Betrachtungen erfordert. 


Aus demſelben Grunde, um deſſentwillen man die 
Betrachtung der Kreislinie in die Elementargeo⸗ 
metrie aufgenommen bat, vergoͤnnt man auch den. Uns 
terfuchungen über die Kreisflähe (QDuadratur des 
Kreifed) eine Stelle in ihr. Beyde hängen fehr nahe 
zufammen, und die Quadratur würde leicht zu vollens 
den feyn, wenn die Rectification Feiner Schwierigkeit 
unterworfen wäre. Died erhellet aus den folgenden 
Saͤtzen. 


1. Wenn P,O, R arithmetifche Ausdrüde ‚bebeus 
ten, die von einer unbeflimmten ganzen Zahl n abhäns 
gen, fo daß P niemals unter einen beflimmten endlichen 
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Werth himadgehn kann, P fietd größer iſt als O, 
ſtets größer als R; aber Q fomohl als R mit fleigen: 
dam aim ‚weniger, als irgend eine beliebige beftininte 
Groͤße b beträgt, verſchieden von P werden können, fo liegt 
zwifhen P und Q ald Green, diefelbe Zahl, welde 
zwiſchen P und R ald folchen enthalten if. Denn. wenn 
behauptet würde, «8 liege zwifchen P und Q bie Zahl 
a, zwifhen P und R eine andere, a + b, fo nehme 
man n fo, daß der Unterfihieb zwifchen P und R ges 
tinger wird als b, wo es denn ber zwifchen P und Q 
um fo mehr gleichfalls feyn muß. Die Zahl, alfo, 
welche noch zwifchen P und R liegt, fo wie die, melde 
zwifhen P und O füllt, find alddann unfehlbar jede 
yon P um weniger unterfchieden, ald b beträgt. Mithin 
kann ihre Unterfchied nicht b feyn. Ste find alfo, weil 
b jebe beliebige Größe bedeuten darf, überall nicht vers 
ſchieden. 


2. Man zerlege, wie bey der Rectification, die Pe— 
ripherie in n gleiche Theile, und ſtelle zwiſchen die Rich— 
tungen der Radien, welche einen ſolchen Bogen zwis 
fchen fich faffen, eine Sehne, s, und eine Tangente, t, wie 
(fig. 70.) AB und DE. Alsdann fteht über der Sehne 
ein gerablinichtes Dreyeck ABC, über der Tangente ein 
ähnliches DEC 3 das erſte ift Eleiner als das Stuͤck der 
Kreiöfläche, welches über dem zugehörigen Bogen AB 
ſteht, dad andere größer. 

Der Inhalt des über der eingelnen Tangente ftehens 
ben Dreyedd iſt: t.r des über ber einzelnen 
Pa 
Sehne: t.r = s.r. s (6: 324, 2.) 

2 0 2 u 


| x a 
Es liegt alſo die Kreisflaͤche fe wiſchen at.r und 
. ns.r. ⸗ Denkt man ſich folglich ein Dreyec 





vonr noch unbetannter Baſis x; deſſen Hoͤhe dem Ra⸗ 
dius, deſſen Flaͤche der des Kreiſes gleich ſeyn ſoll, fo 
muß dieſe Dreyedöfläche, e=x.r ift, nothwendig 


Be 2 
zroifihen nt. r und ns. r . s aljax zwilchen nt, 
j 2 2 t 

welches ſtets mehr als Gr iſt, und ns. s fallen. Da 


u t 
aber s im Zortgange der Sehnen und Zangentenbes 
. — d 

L 
rechnung der Einheit, mithin ns und ns. s ber 


® t 
Steihheit fo nahe gebracht werden können als man will, 
fo wie es mit nt und ns unter gleicher Vorausfegung, 
den Unterfuchungen über die Nectification des Kreifes 
zu Folge, der Zah ift, fo muß, wenn x die Zahl feyn 
fol, welche zwifhen nt und ns . s fällt, es zugleich 


Ä Ä t 
diejenige feyn, welche zwifchen nt und ns liegt. - Dies 
ift aber einzig p, welche bie Länge bed Umfangs aus⸗ 
drücdt. Man hat alfo p = x, mit die Kreiöfläche 
x=p.r r \ | 

2 
Es ergeben fi daraus folgende Regeln ber Flaͤ⸗ 
chenberechnung: 


a. Um aus der gegebenen Laͤnge des Durchmeſſers, 
d, ober Radius, r, die Größe der Kreisflaͤche, a, zu 
füden, if: 
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.a=m'tm.dt= d?.0,7853981, 
od r2. 31415920. 

loga = 2log d + 0,8950899 — 1, 

= 2logr + 0,4971490. 
Die Slächen zweyer Kreife verhalten fih alfo wie bie 
Quadrate ihrer Radien oder Durchmeſſer. 


b. Um aus der Laͤnge der Peripherie, p, die Groͤße 
der Kreisflaͤche zu finden, iſt: 
2 
a = p. 0,07957747 , . 
4 
loga = 2logp + 0,9007904 — 2. 


c. Umgekehrt, um "aus der Stäbe dei. Kreifes, a, 
feinen Umfang, p, oder Durchmeffer, d, zu finden 
dienen folgende Formeln: 


— Y4n.a= (Ya). 3,5449077; 
logp = "rloga + 0,5496049. 


- | 
d v— — Y(a) . 1,128379; 
logp = "sloga + 0,0524551. 


| 


d. Um einen Kreisausfchnitt zu berechnen, ber 
durch Radien geWäldet wird, die unter einem beftimm:' 
ten Winfel C zufammenftoßen, nimmt man, wenn d 

C . % 
der Durchmeffer ift: 360° d2 , oder, wenn B 
die Länge des Bogens bedeutet, welcher dem Winkel 
C zugehoͤt, B.“d=B."r. Hier Fann man 
ſich alfo fehr bequem der Sormeln aus 1, c, bedienen. 


daß re +R?.% or. m, oder, nah Wegwer⸗ 


‘ 
- . \ t 
" N 


e. Um einen Kreisabfhnitt d. h. das Stüd 
feiner Fläche, welches zwifchen Bogen und. Sehne ents 
halten ift, zu finden, ziehe. men (&g. 70.) zu. ben Ens 
ben ber Sehne Rabien, wie-CA, CB; fie. bilden einen 
Ausſchnitt, von welchem nur dad geradlinichte Dreyeck 
über der Sehne, ABC, weggenommen zu werden, 
braudt, um. den Abfchnift jenfeitd eben -berfelben zu 
erhulten. ee * 


PR Wenn ein Kreis ganz innerhalb eines anderen 


liegt, „fo bildet fih ein Raum mit doppelter Grenze, 
der zwiſchen ihren Veripherien enthalten ift, und bes 
rechnet wird, indem man von ber Fläche des größeren. 
die des kleineren abzieht. Diefer Raum ſtellt einen 
Kreidring dar, wenn beyde Kreife denfelben Mittels 
punct haben, Schneiden fich zwey Kreiſe, fo haben fie 
eine Sehne gemein, bie für jeden von ihnen einen Ab» 
fhnitt bildet, deſſen Größe nach e berechnet werben 
kann. Liegen die Mittelpuncte auf entgegengefeßten 


- Seiten ber Sehne, fo gibt die Summe; liegen fie auf 


berfelben Seite, fo gibt die Differenz der Abfchnitte 
einen Raum, ber bloß durch zwey Bogen verfchiedener 
Kreife begrenzt wird, und ein Mond, lunula, ges 
nannt zu, werden pflegt. Ä 
Auch bey Kreifen, in der That deswegen, weil 
alle Kreife ähnliche Figuren find, findet der pythagori- 
fche Lehrfaß feine Anmendung. Sollte man die Flächen 
zweyer gegebener Kreife, der eine mag r, der andere R 
zum Radius haben, zufammenaddiren, fo daß deren 
Summe felbft als ein dritter Kreis erfchiene, und ſucht 
man. den Radius beffelben, x; fo fordert die Aufgabe, 
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fung bes gemeinfhaftlichen Factors, daß r + R’ = 
x”. Man trage alfo die Radien der gegebenen. Kreile 
auf den Schenkeln -eined rechtwinflichten Dreyecks, vom 
Scheitelpuncte aus, auf, und verbinde ihre Endpuncte. 
Die dadurch entftandene Hypotenuſe iſt Der Radius des 
geſuchten Kreiſes. Daraus folgt von ſelbſt, wie man 
ſich zu verhalten hat, den Radius eines Kreiſes zu fin— 
den, deflen Fläche die Differenz von denen zweyer ans 
beren gegebenen Kreife feyn fol. Man beſchreibe beyde 
Kreife (fig. 71.) mit ihren verſchiedenen Rabien 6G, 
CD, aus bemfelben Mittelpuncte würklih, wähle in 
ber Peripherie ded inneren einen beliebigen Punct, D, 
und lege an ihn eine Tangente, DG, die bis zur Be 
grenzung in ber Peripherie des dußeren Kreifes fortge 
führt werde; fie ift der Radius des gefuchten Kreifes, 
deſſen Flaͤche dem concentriſchen Kreisringe, d. h. dem 
Unterſchiede der beyden gegehenen Kreiſe gleich ſeyn 
muß. 


- Grundlecehren 
der 


benen Trigonometrie, 





Einleitung 


⁊ - 


N, Kenntnig bed Zuſammenhanges zwifchen ben 
Grunpbeftandtheilen eines Dreyelsumfanges iſt erft 
dann vollendet, wenn fie fih in die arithmetifche Dar: 
ftellung der Verknuͤpfung auflöst, welche, Ddiefem Bus 
fammenhange correfpondirend, zmwifchen den Zahlen 
ftattfindet, wodurch jene Größen auf gemeinfchaftliche 
Maaßeinheiten, deren hier zwey, bie eine für Seiten, 
der andere für Winkel, ald zum Grunde liegend anzu⸗ 
nehmen find, bezogen werben Fönnen. 

Aus den bereits in der Geometrie entwidelten Zeh: 
ren geht ed leicht hervor, daß die auf Diefed Ziel ges 
richtete Unterfuhung am einfachften zueift gegen’ das 
rechtwinklichte Dreyedd gewendet wird. Der Zufammens 
hang unter den Zahlen, wodurd feine Seiten audges 
drückt werden mögen, ift bereitd durch den pythagori⸗ 
(hen Lehrſatz befanntz alle übrigen Fragen, die nur ' 
noch bey ihm die Verbindungen zwiſchen Seiten und , 
Winkeln betreffen koͤnnen, rebuciren ſich Auf eine-einzige, - , 
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der ainfachſen Art; und jedes andere Dreyeck tät ſich 
ſogleich auf zwey rechtwinklichte zuruͤckfuͤhren, fo daß 
alle Beziehungen zwiſchen den Grundbeſtandtheilen ſei⸗ 
nes Umfanges arithmetiſch ausgedruͤckt werden koͤnnen, 
ſobald dad Gleiche als moͤglich fir die Grundbeſtand⸗ 
theile im Umfange rechtwinklichter Dreyecke vorausge⸗— 
ſetzt werden darf. Die wuͤrkliche Ausfuͤhrung wird die— 
ſes ſofort nachweiſen. 


Erftes Capitel. 


'rflärung und Realifirung ber Grundbes 
griffe für die ebene Zrigonometrie, 


Begriffe von ı den trigonometriſchen Functionen 
der Winkel. 


San die Winfel eines Dreyecks gegeben ſind, ſo 
rf man überhaupt die Verhaͤltniſſe, in denen feine 
eiten gegen einander ſtehn, als abhängig von jenen 
infeln, das heißt, als Functionen derfelben betrach⸗ 
n. Am einfachften geſchieht dieſes bey dem rechtwink⸗ 
hten Dreyeck. 


A. Die trigonometriſchen Functionen für ſpite Winkel. 


Wenn man (fig. 1.) auf dem einen Schenkel eines 
zinkels, welcher zunächft ald ein willführlicher fpißer 
Igenommen werben mag, eine beliebige Länge CA ab: 
meidet, und aus ihr ein Loth auf die Richtung des an- 
ren Schenfeld herabläßt, fo find, weil jener Winkel 
ich den dritten, A, des entflehenden rechtwinflichten 
reyecks CAR beftimmt, und durch die Winkel eines Drey: _ 
8 die Berhältniffe unter den Seiten beffelben unabänders 
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lich vorgefchrieben worden, alle Verhältniffe, welde 
unter je zwey Seiten des rechtwinklichten Dreyeck 
ſtattfinden koͤnnen, durchaus abhängig von jenem Wins 
tel, und gänzlich feſtgeſtellt durch ihn. Man hat in 
fofern jedem biefer Berhältnffe einen. eigenthuͤmlichen 
Namen beygelegt, welcher fein Beſtimmtſeyn durch de 
Mintel, zugleich aber die Lage der beyden Linien, aus 
deren Vergleichung es hervortreten fol, gegen bicfn 
Winkel, und die Orbnung, in welcher fie verglichen wer— 


ben follen,: anzuzeigen bezwedt. Die erfle der dm . 


hier in- Frage kommenden Linien ift bie willkuͤhrliche 
Länge, CA, auf dem einen Schenkel des vorliegenden 
Winkels, C, abgeſchnitten; fie mag im Folgenden der 
Kürze wegen die Hypotenufe des Winkels heißen; 
Die andere, das zmwifchen feinen Schenkelrichtungen her: 


abgelaffene Perpenditel, AB, kuͤrzer: das gegen 
überftehende Loth des Winkels; die dritte, dad. 


auf der durch den anderen Schenfel des Winkels be: 
flimmten Richtung vom Scheitelpuncte anhebende, ab: 
gefchnittene Stuͤck, CB, Fürzer: das anliegende 
Loth des Winkels. Die aud diefen Linien gebil⸗ 


beten Berhältniffe werden im Allgemeinen trigonomettis - 


ſche Zunctionen bes Winfeld genannt. Im Einzelnen 
haben fie die im Nachflehenden aufgeführten eigenthüm: 
lichen Benennungen erhalten, 


.. Definition der einzelnen trigonometrifchen 
Functionen. 


4. Das Verhaͤltniß zwiſchen dem Lothe, welches eis 
nem Winkel gegenuͤberliegt, als auszumeſſender, und 


ner. Hypotenufe old Maaßgröße, Heißt Sinus des 
intels. AB = sinC. Ä 
CA — 
Mit. anderen Worten: die Zahl, womit-man die 
ppotenufe eines Winkeld zu multipliciren hat, um 


n gegentiberftehendes Loth zu erhalten, heißt Sinus 
8 Winfeld, CA sinC = AB. 


2. Das BVerhältniß zwifchen dem anliegenden Lothe 
nes Winkels, als der zu meſſenden, und ſeiner Hy— 
tenuſe, als der Maaßgroͤße, heißt der Coſinus des 
zinkels. CB = cusC. 

—n CA . . . 

Dder: die Zahl, womit die Hypotenufe eines Win: 
18 zu multipliciren ift, damit fein anliegender Per: 
mbifel erhalten werde, wirb Cofinus des Win- 
[8 genannt, CA cosC = CB. 


3. ‘Das Verhaͤltniß zwiſchen dem gegenüberftehenden 
othe eines Winkels ald der zu meffenden, und dem 
nliegenden Lothe deffelben, ald Maaßgröße, heißt bie 

Langente bes Winkels. AB = tangC. 

| GB 

Oder: die Zahl, womit man das anliegende Loth 
ined Winkels multipliciren muß, um fein gegentiberfte- 
Imdes Loth zu erhalten, führt den Namen feiner Tan 
ente. CB tangC = AB. | 


_ 


4. Das Berhältniß zwifchen dem anliegenden. und 
genüberftehenden Lothe eines Winkels, dad. erfte als 
uszumeſſendes, das letzte ald Maapftab gedacht, wird 
odtangente des Winkels genannt. 
23 
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Dder: die Bahl, mit welcher bad gegenüberftchet 
Loth eined Winkels zu multipliciren ift, wenn di 
Größe feined anliegenden Loths erhalten. werben fi 
führt den Namen Cotangente bed Winkels. 

AB, el = CB. 

6. Dad Verhaͤltniß zwifchen ber Hypotenuſe um 
dem anliegenden Lothe eines Winkels, die erfle ch 
‚Auszumefjended, das zweyte ald Maaßſtab gebadt, 
nennt ſich Secante ded Winkels. CA = sec(, 

| Ä CB 

Ober: die Zahl, womit das anliegende Loth eimd 
Minkeld zu multipliciren ift, um feine Hppotenufe p 
finden, heißt Secante bed Winfeld. 

CB seccC = CA. 


6. Dad Verhaͤltniß zwifchen der Hypotenuſe un 
bem gegenüberftehenden Lothe eines Winkels, dieſe ab 
auszumefjende, jened als Maaßgroͤße aufgeftelt, hei 
Coſecante bed Winkels. ca —= cosecC. 

AB _ | 
Oder: die Zahl, womit man dad einem Bin 
gegenüberftehende Loth zu multipliciren hat, um fi 
Hppotenufe zu erhalten, heißt Eofecante bei Üi 
fe, AB. cosecC = CA. | 
Die Namen der beyden letzten trigonometrif 
Sunctionen werben felten gebraucht; noch weniger 
alten Benennungen sinu® versus für 1— cosinus 
cosinus versus für 1 — sinus. 
Daß bie trigonometrifhen Functionen fämm 
unbenannte Zahlen werden muͤſſen, ergibt ſich von | 
aus ihren Erklärungen ‚ fo wie, daß für ſpitze 
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tefe Bahlen durchaus pofitive feyn werben, da alle an⸗ 
iegenden Perpendikel, fo wie alle gegenüberftehenben 
n einflimmige Richtungen fallen ; bie Hypotenufen, aber 
edesmal auf der urfprünglichen Richtung des einen 
Zchenkels abgefchnitten, ebendeswegen immer als pofitiv 
jedacht werden muͤſſen. 


. Die Beziehungen zwiſchen ben trigonometrifäen 
Sunctionen eined ſpitzen Binteld 


1. Cotangente, Tofecante und Secante find nur ba: 
dutch von Zangente, Sinus und Coſinus verfchieden, 
daß diefelben Linien, nur bey jenen in umgefehrter 
Ordnung ald bey diefen, paarweife verglichen werden; 
8 folgt daraus ohne Weitered, daß 

cotang = 1 cosec = 1, sec 1 


> — — — 


tang sin COB 


2. Vermoge der Grunderklaͤrungen iſt sinC = AB 


[U] 


‚ CA 
= c0osA und tang © = AB = cotg A. Da bie 


| CB 

enden ſpitzen Winkel eines vechtwinklichten Dreyecks 
ih zu 90° ergänzeh, alfo C = 90° — A, fo if 
in(90° — A) — cosA, cos(90° — A) = sin A, 
nd ebenfo tg(90° — A) = cotgA, cotg(90° — A) 
= tgA. 


3. Die Quadrate des Sinud und Cofinus für den 
emlichen Winkel machen zufammengenommen allemal 
- Denn ber pythagorifche Lehrfab gibt (AB)? + 
GB)? = CA?, alfo, durch (CA)? dividirt, (* 


23* 


1 
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fung des gemeinſchaftlichen Factors, daß r® + R? = 
x”. Man trage alfo die Radien ber gegebenen. Kreife 
auf den Schenfeln eines rechtwinklichten Dreyecks, vom 
Scheitelpuncte aus, auf, und verbinde ihre Enbpuncte, 
Die dadurch entflandene Hypotenufe ift ber Radius des 
geſuchten Kreiſes. Daraus folgt von felbit, wie man 
fih zu verhalten hat, den Radius eines Kreiſes zu fins 
“den, beffen Flaͤche die Differenz von denen zweyer ans 
deren gegebenen Kreife feyn fol. Man befchreibe beyde 
Kreife (fig. 71.) mit ihren verfähiebenen Rabien EG, 
CD, aus bemfelben Mittelpuncte wuͤrklich, wähle in 
der Peripherie bed inneren einen beliebigen Punct, D, 
und lege an ihn Eine Zangente, DG, bie bis zur Be⸗ 
grenzung in ber Peripherie des äußeren Kreiſes fortges 
führt werde; fie ift der Radius des gefuchten Kreifes, 
deſſen Fläche bem concentrifchen Kreisringe, d. h. bem 
Unterfchiede der. beyben gegebenen Kreife gleich feyn 
muß. 


Grundlehren 
der 


ebenen Trigonometrie. 





Einleitung 


a ..: 


N. Kenntniß des Bufammenhanges zwifchen ben 


Grundbeftandtheilen eines Dreyedsumfanges ift erft 


dann vollendet, wenn fie fih in die arithmetifche Dar: 


ftelung der Verknüpfung auflöst, welche, diefem Bu: 


“ fammenhange correfpondirend, zwifhen den Zahlen 
. ftatefindet, wodurch jene Größen auf gemeinfchaftliche 


N 


Maaßeinheiten, deren hier zwey, die eine für Seiten, 
ber andere für Winkel, als zum Grunde liegend anzu⸗ 
nehmen find, bezogen werben koͤnnen. 

Aus den bereits in der Geometrie entwidelten Leh⸗ 
ren geht es leicht hervor, daß die auf dieſes Ziel ges. 
richtete Unterfuhung am einfachften zuerſt gegen das 
rechtwinklichte Dreyedd gewendet wird. Der Zufammen: 
hang unter den Zahlen, wodurch feine Seiten ausges 
drüct werben mögen, iſt bereits durch den pythagori⸗ 
fchen Lehrſatz bekannt; alle übrigen Fragen, die nur 
noch bey ihm die Verbindungen zwifchen Seiten und, 
Winkeln betreffen koͤnnen, rebuciren fi uf Eine-einzige, - . 
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der ainfachfen At; und jedes andere Dreyed laͤßt ſich 
ſogleich auf zwey rechtwinklichte zuruͤckfͤhren, fo daß 
alle Beziehungen zwiſchen den Grundbeſtandtheilen ſei⸗ 


nes Umfanges arithmetiſch ausgedruͤckt werden koͤnnen, 
fobald das Gleiche als moͤglich für die Grundbeſtand⸗ 


itheile im Umfagge rechtwinklichter Dreyecke vorausge⸗ 


ſetzt werden darf. Die wuͤrkliche Ausfuͤhrung wird die— 
ſes ſofort nachweiſen. 


Erfted Eapitel. 


Erflärung unb Realifirung ber Srundbes 
griffe für die ebene Zrigonometrie, 


I, Begriffe von den trigonometrifgen gunctionen 
ber Winter 


Wan die Winkel eines Dreyedd gegeben find, fo 
darf man überhaupt die Verhältniffe, in denen feine 
Seiten gegen einander ftehn, als abhängig von jenen 
Winkeln, das heißt, als Functionen derfelben betrach⸗ 
ten. Am einfachften .gefchieht dieſes bey dem rechtwink⸗ 
lichten Dreyeck. 


A. Die trigonometriſchen Functionen für ſpite Winkel. 


Wenn man (fig. 1.) auf dem einen Schenkel eines 
Winkels, welcher zunachft ald ein willführlicher fpiger 
angenommen werben mag, eine beliebige Länge CA abs 
fhneidet, und aus ihr ein Loth auf die Richfung des an- 
deren Schenkels herabläßt, fo find, weil jener Winkel 
auch den dritten, A, bes entftehenden rechtwinklichten 
Dreyecks CAB beftjimmt, und durch bie Winkel eines Drey: _ 
eds die Verhältniffe unter den Seiten beffelben unabänders, 
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lich vorgefchrieben worden, alle Werhältniffe, welche 
unter je zwey Geiten des rechtwinklichten Dreyeds 
ftattfinden "können , durchaus abhängig von jenem Win- 
tel, und gänzlich. feftgeftellt Dur ihn. Man hat in 
fofern jedem dieſer Berhältnffe einen. eigenthümlichen: 
Namen beygelegt, welcher fein Bellimmtfeyn durch den 
Mintel, zugleich aber die Lage der beyden Linien, aus 
deren Bergleichung es herportreten fol, gegen dieſen 
Minfel, und die Ordnung, in welcher fie verglichen wer: 
den ſollen, anzuzeigen bezweckt. Die erfte der drey 
hier in- Frage kommenden Linien ift. die willkuͤhrliche 
Länge, CA, auf dem einen Schenkel des vorliegenden 
Winkels, C, abgeſchnitten; fie mag im Folgenden’ der 
Kürze wegen die Hypotenufe des Winkels heißen; 
die andere, das zwifchen feinen Schenkelrichtungen her: 
abgelaffene Perpendikel, AB, kürzer: das gegen: 
 überftehbende Loth des Winkels: bie dritte, das. 
auf ber durch den anderen Schenkel des Winkels be 
ſtimmten Richtung vom Scheitelpuncte anhebende, ab: 
geſchnittene Stuͤck, CB, kuͤrzer: das anliegende 
Loth des Winkels. Die aus diefen Linien gebil⸗ 
beten Berhältniffe werden im Allgemeinen trigonometti: 
ſche Functionen des Winfeld genannt. Im Einzelnen 
haben ſie die im Nachſtehenden aufgefuͤhrten eigenthuͤm⸗ 
lichen Benennungen erhalten. 


a. Definition ber einzelnen trigonometrifhen 
Functionen. 


1. Das Verhältnig zwifchen dem Lothe, welches ei: 
nem Winkel gegenüberliegt, ald auszumeſſender, und 
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feiner Hppotenufe old Maaßgröße, Heißt Sinus bes 
Binteld, AB = sinC. 
CA 0 
Mit. anderen Worten: bie Zahl, womit man die 
Hppotenufe eined Winkel zu multipliciren hat, um 


kin gegenüberftehendes Loth zu erhalten, heißt Sinus 
des Winkels. CA sinC = AB. 


2. Das Berhältniß zwifchen dem anliegenden Lothe 
eines Winkels, als der zu meſſenden, und ſeiner Hy⸗ 
potenuſe, als der Maaßgroͤße, heißt der Coſinus des 
WVinkels. CB = cosC. 
CA ‘ 

Dder: die Zahl, womit die Hypotenufe eines Min: 
fel3 zu multipliciren ift, damit fein anliegenber Per: 
penbifel ‚erhalten werde, wirb Cofinus des Win- 
kels genannt. CA cosC = CB. 


3. Das Verhältnig zwifchen dem gegenüberflehenden 
Lothe eines Winkels ald der zu meflenden, und dem 
anliegenden Lothe beffelben, als Maaßgröße, heißt die 
Tangente bed Winkels. AB = tangC. 

GB — 
Oder: die Zahl, womit man das anliegende Loth 
eines Winkels multipliciren muß, um ſein gegenuͤberſte⸗ 
hendes Loth zu erhalten, fuͤhrt den Namen ſeiner Tan⸗ 
gente. CBtangC = AB. 


_ 


4. Das Verhaͤltniß zwifchen dem anliegenden: und 
gegenüberftehenden Lothe eines Winkel, das erfte als 
Auszumeffendes, bad letzte ald Maapftab gedacht, wird 
‚Gotangente des Winkels genannt... ...: 

23 
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Oder: bie Baht, mit welcher bad gegenÄberflehende 
Loth eined Winkels zu multipliciren ifl, wenn bie 
Größe. feines anliegenden Loths erhalten werben fol, 
führt den Namen Cotangente bed Winkels, 

"AB, tl = —= CB. 

6. Das Verhaͤltniß zwifchen der Hypotenuſe und 
dem anliegenden Lothe eines Winkels, die erfle al 
‚Auszumefjended, Das zweyte ald Maaßſiab gedacht, 
nennt ſich Secante bed Winkels. CA = secC. 

| | | \CB 

Oder: die Zahl, womit das anliegende Loth eine 
Winkels zu multipliciren if, um feine Hypotenuſe zu 
finden, heißt Secante des Winkels. 

CB secC — CA. 


6. Dad Berhältniß zwifchen der Hypotenufe und 
dem gegenüberftehenden Lothe eines Winkels, dieſe aß - 
audzumefjende, jened ald Maaßgroͤße aufgeftellt, beift 
Eofecante bed Winkels. CA — cosecC. | | 

AB _ | 

Dover: die Zahl, womit man dad einem Winfd 
gegenüberftehende Loth zu multipliciren hat, um feine 
Hypotenufe zu erhalten, heißt Eofecante bed Win 
feld, AB. coseccC = CA. 

Die Namen der beyden letzten trigonometrifchen 
Sunctionen werben felten gebraucht; noch weniger bi 
alten Benennungen sinu® versus für 1— cosinus un 
cosinus versus für 1 — sinus. 

Daß die trigonometrifchen Functionen fämmtld 
unbenannte Zahlen werden müflen, ergibt ſich von ſelbſt 
aus ihren Erklärungen, fo wie, daß für fpige Winkl 





| 


x - 
‘ 
- “ 
D ‚ % 
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biefe Zahlen durchaus pofitive ſeyn werben, da alle an« 

liegenden Perpendikel, fo wie alle gegenüberftehenben 
- in einflimmige Richtungen fallen; bie Hypotenufen, aber 
jedesmal auf ber urfpränglichen Richtung bed einen. 
Schenkels abgefchnitten, ebendeswegen immer als pofitiv 
gedacht werben müffen. 


> Die Beziehungen zwiſchen ben trigonometrifäen 
Sunctionen eined fpigen Winkels 


1. Cotangente, Coſecante und Secante ſind nur da⸗ 
durch von Tangente, Sinus und Coſinus verſchieden, 
daß dieſelben Linien, nur bey jenen in umgekehrter 
Ordnung als bey dieſen, paarweiſe verglichen werden; 
es folgt daraus ohne Weiteres, daß 

cotang = 1cosec = 1, sc 1 

> —,y 
tang sın CO8 





2. Vermoͤge der Grunderklaͤrungen iſt sinC = AB 


[U] 


| . CA 
—= 00sA und tangl = AB == ootg A. Da bie 


CB 
beyden fpigen Winkel eines rechtwinklichten Dreyecks 
ſich zu 90° ergaͤnzen, alſo C = 90° — A, fo iſt 
sin(90° — A) = cosA, c0s(90° — A) = sinÄA,- 
und ebenfo tg(90° — A) = cotg A, cotg(90° — A) 
* tz A. 


: 3. Die Quadrate des Sinus und Coſinus für den 
nemlihen Winkel machen zufammengenommen allemal 
41. Denn der pythagorifche Lehrſatz gibt AB + 

: (CB)? = CA?, alfo, durch (CA)? dividirt, | 
| w 


23* 


1 


(Ey. = 1; mithin, da AB = sin C und CB 

CA: Ca 
=: c08C, iſt sinC? 4 cos Cꝛ2 1. Man hat folglich 
cos C = Yy(1—sinC?) und sinC = Y(L— cosCꝛ). 


4. Aus Sinus und Cofinus ergeben fich fofort Tan: 
gente, Eotangente, Secante und Cofecante. Denn da 
AB =:sinC und CB = cosC, fo gibt bie Umbeh— 
CA ' CA 
zung dieſer Brühe 1 —= CA weldes sec C; 

cosC CB’ 

1 = CA weldeöcosecC ; ber Quotient derfelben 
oin _ AB’ 

Brüche, entweder sinC = AB welches tang (, 


| cTos G — 
‚ober.cosC —= CB welches cotgC, urfpehngihen Er: 


sin C AB’ 
Härungen zufolge, heißen fol. Daraus aber geht über: 
haupt hervor, daß aus dem Sinus eined Winkels, fo- 
bald er befannt ift, die übrigen trigonometrifchen Func⸗ 
tionen befjelben abgeleitet werden koͤnnen, und daß all: 
‚gemein aus jeder von ihnen alle uͤbrigen durch Leichte 
Rechnung gefunden werden mögen. So ift z. 3 





sinC = tg © i csC — 1 
vartc)’ vi1+0) 


B. Die trigonometriſchen Functionen für rechte und ſtumpfe 
Winkel. 


1. Wenn es bloß darauf ankaͤme, die Theorie de 
rechtwinklichten Dreyecks zu entwerfen, fo brauchte nur ° 
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von fpißen Winkeln bie Rebe zu ſeyn; fol fich dieſelbe 
aber auf alle Dreyede erfireden, fo müflen die Bes 
griffe der trigonometrifchen Kunctionen ald auf alle hob: 
len Winkel überhaupt anwendbar nachgemiefen werben. 

Fur den rechten Winkel wird AB=CA, CB=0. 
Es ift alfo fein Sinus AB — 1, fein Coſinus CB 


CA | CA 
= 0 feine Tangente AB Gotangnte 0 Ge 
ca 0’ AB’ 
eanfe CA Coſecante CA = 3. Ausprüde wie AB 

0° ABB o—_ vo 
und CA bedeuten Feine beflimmte Zahl, fondern nur 


O 
eine Grenze. Je Heiner bey einem unabänderlichen, fo 
wie bey einem wachfenden Zähler der ‚Nenner eines 
Bruchs wird, deſto mehr fleigert fi) der Werth bed 
Bruchd, der Über jede Grenze zunehmen fann, wenn 
der Nenner fo nahe an O rüden darf ald man will. . 
Dies ift der Sinn des abgefürzten Ausdrucks AD oder 


AC bezeihne Etwas unendlich großes. 
1) 


‘ 


2. Für einen flumpfen Winkel, wie aCB, gibt es 
allemal einen fpigen, aCb — ACB, ber ihn zu zwey 
rechten ergänzt. Nimmt man die Hypotenuſe des 
ftumpfen, Ca, eben fo lang ald CA, die feines fpigen , 
Rebenwinkels, ACB, fo wirb fein gegenüberftehendes_ 
Loth ab, der Größe und Richtung nach identifch mit 
dem jenes fpigen, AB; fein anliegendes Loth, Cb, ber 
Größe nach identiſch mit dem des. ſpitzen, CB, aber 
der Richtung nach bemfelben wiberftreitend, Setzt man 
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alſy in den teigonometrifchen Functionen des ſtumpfen 
Winkels aCB, d. h. in ab = sin aUB, C = 


Ca CA 
cosaCB, ab — tgaCB, Cb — cotaCB, für Ca 
ob ab | 
= CA, für ab = AB, fr Cb= — CB, fo erhält 
man sinaCB = AB — sin ACB; cos aUB = — 


CA 
CB = — cosABC; tgaCcB = AB= — tgACB 
CA — CB 
und cotalB = — BC = — cotACB. Die trige: 
| | AB 

nometrifchen Functionen ber flumpfen Winkel finb alfo 
ber Größe nad mit denen ihrer fpigen Nebenwintel 
identiſch; die Sinus auch dem Zeichen nah, die Coſi⸗ 
nus, Tangenten und Cotangenten nehmen flır ftumpfe 
Winkel das — Zeichen an. Bon diefen Sägen kommt 
befonderö der, daß, unter C einen ſpitzen Winfel ge: 
dacht, sin(180° — C) = sinC, cos(180° — C) = 
— cosC, häufig vor. | 

Es verdient forgfältig bemerft zu werden, Daß je: 
beömal, wenn der Sinus eined. Winkels gegeben wird, 
und daraus auf den Winkel zurüdgefchloffen werden 
fol, in Beziehung auf diefen die Zweydeutigkeit ein: 
tritt, daß er entweder ſpitz, oder, als Ergänzung dieſes 
fpigen zu zwey Rechten, flumpf feyn kann. 

Man richtet gewöhnlich die Conftruction, an der 
‘man Die ftrigonometrifchen Functionen eines Winkels 
barftellt und erklärt, etwas anders ein, als es im Vor: 
hergehenden gefchehen ift. Der Winkel (fig. 2.) fey ACB; 
man befchreibe mit einem willkuͤhrlichen Radius CA eis 
nen Kreis; nehme ACD = 90°, lege an A und D 


: Zangenten, unb. verlängere CB, bis fie jebe von ihnen, 
die eine in T, bie andere in U fchneibet. Aus B falle 
das Loth BE auf den erſten Rabius CA. ! Alsdann ift 
für den Radius CA, (d. h. durch ihn ausgemeſſen) 
BE der Sinus, CE der Cofinus, AT die Tangente, 
DU bie Gotangente, CT die Secante, CU die Coſe⸗ 
cante bed Winfeld ACB, ober des ihn meflenden Bo⸗ 
gend AB. Diefe Erklärung unterfcheidet fi) bloß da⸗ 
durch von ber vorhin gegebenen, daß fie Die Durch einen 
Winkel beftimmten Berhältniffe zwifchen den Seiten des 
rechtwinklichten Dreyedd, das ihn oder feinen Nebens 
winfel enthält, nicht aus einem einzigen Dreyede 
nimmt, wie 3. B. aus BCE, fondern noch zwey ans 
dere ähnliche Dreyede, TCAYund UDC, zu Hilfe ruft, 
um aud jedem von ihnen zwey von den vorhin genanns 
ten Sunctionen abzuleiten. Dabey ift nun zwar das 
bequem, daß der Maaßſtab, womit man bie Übrigen 
Linien audmißt, immer berfelbe, nemlich der Radius, 
iſt; uͤbrigens aber wird auf diefem Wege die Conſtruc⸗ 
tion nebft der darauf gegründeten Erklärung verwidels 
ter, unb die Anwendung für ben Anfänger mühfamer, 
als auf dem im Vorhergehenden angezeigten. 


C. Berechnung der trigonometrifchen Functionen. 


Da alle uͤbrigen Functionen eines Winkels aus 
dem Sinus beffelben abgeleitet werben koͤnnen, fo 
kommt die Forderung, fie für jeden Winkel von geges 
bener Größe zu beflimmen, auf die ber Ausmittelung 
des Sinus für jeden folhen zurüd, | 

4. Die Aufgabe, den Sinus eines beliebigen Win: 
feld zu finden, laͤßt fi) auf bie ber Mectification bes 
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Kreifed zuruckbringen, wenn dieſe fo allgemein gefaßt 
wird, daß zu jedem Winkel am Gentrum nicht allein 

die Länge der Sehne, fondern auch die des Bogens 
zwifchen feinen Schenfeln gefunden werden fol. Denn 
dad einem Winkel ACB gegenüberftehende Loth AB 
(fig. 3.) kann ald Hälfte einer Schne AD angefehn 
werden, welche einem Kreißbogen AED gehört, : der, 
mit ber Hypotenuſe CA bed Winkels, ats bins zwi: 
ſchen den Schenfeln eines andern doppelt fo großen ACD 
befchrieben worden. So iſt z. B., da die Sehne bed 
Bogens, der 1 der Peripherie ift, dem Radius gleich, 

6 


bier alfo = 1, sin (180°) = sin30° = 1. 


Daß mit dem Wachſen eines fpigen Winkels ein 
gleichzeitige Bunehmen feines Sinus, mithin ein Ab— 
nehmen feines Gofinus verbunden feyn müffe, wobey 
der. eine wie der andere ein echter Bruch bleibt, ‚folgt 
daraus, daß dem größeren Bogen die größere Sehne 
gehört, alle Sehnen, die des Halbfreifes ausgenommen, 
aber- kleiner ald der Durchmeffer find. Da die Sehnen 
mit ihren Bögen ind Unendlihe abnehmen, fo koͤnnen 
auch die Einus mit den Winfeln, welchen fie angehö: 
ren, ind Unendliche verringert werden, wobey glei: 
zeitig die Cofinus "der Einheit immer näher rüden, 
Tür die Zangenten ergibt fich daraus, daß fie für beliebig 
Heine Winkel fo gering werden Eönnen ald man will, 
für Winkel unter 45° Feiner ald 1, über 45° größer 
als 1 find, und ins Unendliche wacfen, wenn die 
Winkel dem rechten fo nahe rüden als man will; wäh: 
rend für Die Cotangenten das Umgelehrte Rattfindet 
Für 45° find Zangenten und Gotangenten = 1. 
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2. Die Lehre vom Kreife enthält mehrere Säße, bie 
anberweitig wichtig für die Zwecke ber Trigonometrie 
find. Dahin gehört der Lehrfab (S. 275, 1.), wel 
her aus der Sehne s eined gegebenen Bogend die 
Sehne feiner Hälfte berechnet, und für die legte den 
Werth V2 (1— V(1—(Ms)?) angibt. Iſt ein geges 
bener Bogen — m ber Peripherie, fo ift "as der Gi: 
.n 
aus eined Winkels, der m. 180° beträgt. Ein neuer 

n 
Bogen, halb fo groß ald der vorige, fteht alfo dem 
Winkel von m . 90° gegenüber, Da nun jenem neuen 


n : 
Bogen als Sehne" v2(1 — vi (As)?), ange: 
hört, fo ift deren Hälfte alfo j 
Yvi1—- vi (Rs, = sinm 90°. 
Gr var Br * 
Nennt man m 180° = C, alo m. 90° = C, 
n 2 
ſo wird, )s = sinC, mithin vı— (Ms)? — cos, 
“und die Formel gibt sin»C = V @ —. c08 9) 


- Bermöge ihrer Tann man für alle Winkel, die fich 
durch fortgefeßted Halbiren aus einem anfänglichen, 
deffen Sinus befannt ift bilden, gleihfald die Sinus 
finden. 


3. Wenn die Sinus von zwey fpigen Winkeln, 
ACB=a, DCA=b (fig. 4.), die zur Summe felbft einen 
fpigen geben, befannt find, fo fann man daraus ben 
Sinus und Gofinud diefer ihrer Summe, DCB, finden. 


. 
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Iſt CD = 1, die Hypotenuſe des Winkel DCA = b, 
DA fein gegenüberftehendes, AC fein anliegendes Loth, 
fo bat man DA = sinb; CA = cosb. Iſt CD auch 
die Hypotenuſe des Winfed DCB = a-+tb, al 
alödann DE deſſen gegentberftehendes Loth, fo wird 
DE = sin(a + b) und CE = cos(a + b). Da 
‚aber DE und DA lothrecht auf CE und CA ſtehn, fo 
ſchließen fie mit einander denfelben Winkel ald jene ein. 
Es ift alfo ADE = ACB = a. Nimmt man für ben 
Mintel ADE ald Hypotenufe DA, ald gegenüberftehen: 
bed Loth AF, fo hat man DF — DA cosADF, d. h. 
sinb cooa; AF = AD sinADF = sina sinb. 
Setzt man fir ACB=a ald Hypotenufe CA, fo kommt, 
als anliegendes Loth CB —= CA cos ACB = cosa 
cosb, als gegenüberftehendeg AB—=EF=CA sin ACB 
— cosa . sinb. Daraus fest fi zufammen DE = 
DF + (FE = AB) = sina cosb + cosa sinb = 
sin (a + b) und CE = CB — (EB=AF = cosa 
cosb — sina sinb = cos(a + b). 

Diefe Säße gelten auh, wenn at b = 90°, 
weil alddann sinb — cosa und cosb = sina, mit 
bin die erfte Formel 

sin(a+b) = sin90° = sina? + cosa? = 1; 
die zweyte 

cos(a+b) = cosa sinb — sina cosa = 0 
gibt. Sie bleiben auch richtig, wenn a und b fpiße 
Winkel find, die zufammen mehr ald 90° befragen. 
Denn alödann werden & — 90° — a und B — 90° 
— b fpige Winkel feyn, deren Summe kleiner ift als 
90°. Für fie gelten alfo die Formeln 

sin(@ + ß) = sina cosß + cos& sin 8 und 

cos(& + 6) = cps« cos $ — sina sin. 
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Wenn man barin für sina, cosa, sin ß, cosß ſetzt: 
sin(90° — a) cos (90° — a), sin (90°—b) cos(90°—.b) 
dv. h. cosa, sina, cosb, sinb; für @« + B alfo 
180° — (a + b; für sin(@ + 8) daher sin (a +b), 
für cos (a + 6) hingegen — cos(a + b); fo erhält 
man aus dem MWerthe von sin (æ — 8) die Formel 
sin(a-+ b) = cosa sinb + sina cosb; 
aus dem von cos(@= + P) die Formel 
— cos(a+b) = sina sinb — cosa cosb; 
alfo, die Zeichen umgekehrt : - 
cos(a+b) = cosa cosb — sina sinb. 
Sft endlich der eine Winkel, a, ſpitz, der andere, 
b = 90° + 9, ftumpf, fo daß beyde zufammen einen 
flumpfen ausmachen, fo ergibt fihb, mit Hülfe des 
Satzes, dad sin(90° + PB) = cos$ und cos(90°+ 9) 
— — sind’, die Sültigkeit der Formeln auch für die— 
fen Fall. 


4. 3m Folgenden fol, wenn ein Bogen mit dem 
Radius 1 zwifhen den Schenkeln eined Winfeld ꝙ als 
Gentriwinfel beſchrieben iſt, die Länge dieſes Bogens 
durch 7 angedeutet werden. Hat man fuͤr einen Win⸗ 
fel = 20, die Sehne s des mit einer Hypotenuſe —4 
al Radius zwifchen feinen Schenkeln befchriebenen Bos 
gend b gefunden, fo iſt %s = sinC (©. 361, 2), 
folglich s = 2sin C; der Bogen b aber 2C. Man 
wird alfo den in der Geometrie (S. 280, 2.) bewiefes 
nen Sat, daß b> s, aber ss + ss? ift, in den 
gegenwärtigen Beichen fo ausdrüden: 

2C > 2sinC, und 
2C < 2sinC + %(2sin C)’, kuͤrzer: 
C>snct md C<anl + %(sinC). 


U 
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Man darf alſo fuͤr alle Winkel ſobald die ihnen ge⸗ 
buͤhrenden ſo klein ſind, daß © "unser die- Kleinheits⸗ 
grenze faͤllt, bis zu welcher die naͤhernde Beſtimmung 
getrieben werben ſoll (weil alsdann % sin Cꝰ noch ges 
ringer feyn muß als ©), sine — C fegen. Man hat 
aber aus den Elementen ber Geometrie für jeben Win⸗ 
el C das ihm zugehörige C Man befommt alfo für 
alle Winkel diefer Größe den Sinus ohne weitere Rech⸗ 
nung. Und man wird fuͤr jeden, wofuͤr C? unter bie 
Kleinheitögrenze fällt, cosC 1 zu fegen berechtigt feyn. 
Denn cosC it = Y(1— sinC?). _ Diefes fällt zwi⸗ 
fhen 1 und 1— MsinC?. Da Y%sinC? der Annab 
me gemäß wegfallen fol, weil C? und noch mehr sin? 
Unter der Kleinheitögrenze liegt, fo ift cosC—=1 zu fehen. 


5. Waͤchſt ein Winkel a um einen neuen Theil —b, 
ift aber b.fo Mein, daß näherungsmweife sin b — bh, 
und alfo cosb = 1 gefeßt werden darf, fo wird als 
dann näherungsweife in bemfelben Sinne 

sin(a + b) = sina +%, cosa, und 

cos (a 4b) = cosa — d sina. 

Es ift unmittelbare Folge aus diefem Satze, daß 
die Aenderungen, weldhe Sinus und Gofinus eines 
Winkels, a, erleiden, wenn er felbft Aenderungen, b 
c, erhält, die fo gering find, bag sinb = b, sinc 
-. gefeßt werden darf, den Aenderungen des Winfels 
proportional find. Denn es ift 








nn 

sin(a - c) — sin = c.cosa = c und ebenfo 
en nn nn) 
sin(a+c)— sina b.cosa b 

mn, mn 
cosfat+c)—cosa = —csna=c= € 

mn, — ° 
cos(a+b)— cos a —bsina b b 
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& ahelet auf gleiche Weiſe aus demſelben, daß 
bey gleichgroßer geringer Aenderung b, eines Winkels 
“a, bie gleichzeitige Aenderung feines Sinus, "D cos a, 
um deſto unbeträchtlicher wird, je näher der Winkel felbft 
dem rechten fommt, da fich alddann_c cos a immer mehr 
verringert; die feines Gofinus, — b sina, hingegen 
deſto größer ausfällt, da sina fich der Einheit gleich: 
zeitig mehr und mehr nähert. 


6. Durd Hülfe der beyben vorigen Site kann 
man, ſofern alle Winkel als Vielfache eines beliebig 
klein zu waͤhlenden, b, betrachtet werden duͤrfen, und 
bey ihren Functionen nicht unter eine beſtimmte Klein⸗ 
heitsgrenze hinab gegangen werden ſoll, die Sinus 
ſowohl als die Coſinus derſelben naͤherungsweiſe berech— 
nen, indem man allmaͤlig ſtets zu einem neuen Winkel, 
um b größer als der vorhergehende, fortfchreitet. 


Diefe Unterfuchungen find für die Praris in fofern 
nicht mehr von Exheblichfeit, falls volftändige trigono- 
metrifhe Tafeln eriftiren, in denen für ale Winkel, 
welche im Gebrauch vorkommen koͤnnten, bie trigonos 
metrifhen Functionen mit hinlänglicher Näherung be- 
rechnet find. Die Einrichtung der Zafeln muß aus 
ihnen felbft erfannt werben. 


Zweytes Capitel. 
Trigonometriſche Aufloͤſung der Dreyecke. 


Dem Begriff der, Trigonometrie zufolge, iſt ber 
Hauptzwed berfelben ‚ Ye Beziehungen, weiche zwiſchen | 


“ 
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ben Zahlen ſtattfinden, wodurch bie Grundbeſtandtheile 
eines Dreyeldumfangs, auf gemeinſchaftliche Maaßein⸗ 
heiten bezogen, ausgedruͤckt werben koͤnnen, arithmetiſch 
darzuſtellen. Wenn ſie dieſes, in Beziehung auf alle 
Faͤlle, in denen einer von jenen Grundbeſtandtheilen 
als abhaͤngig, die uͤbrigen als urſpruͤnglich, zuſam⸗ 
mentreten, geleiſtet hat, ſo wird ihr eben dadurch 
auch die Moͤglichkeit gegeben, alle einzelnen Aufgaben 
aufzuzaͤhlen und zu loͤſen, in denen aus gegebenen, und 
zu ſolcher Abſicht hinlaͤnglichen, Stuͤcken des Dreyecks⸗ 
umfangs irgend eines der uͤbrigen gefunden werden ſoll. 


L Gleichungen zwiſchen ben Grundbeſtandtheilen 
des Dreyecksumfangs. 
A. Für das rechtwinklichte Dreyeck. 


Die Aufgabe: den gegenſeitigen Zuſammenhang 
arithmetiſch darzuſtellen, welcher zwiſchen urſpruͤnglichen, 


hinlaͤnglich beſtimmenden Stuͤcken des Dreyecksumfangs 


und jedem der uͤbrigen von ihnen abhaͤngigen ſtattfindet, 
loͤſet ſich fur das rechtwinklichte Dreyeck ohne Weiteres 
durch das bloße Aufſtellen entweder einer trigonometri⸗ 
ſchen Function, oder der Formel des ppythagoriſchen 
Lehrſatzes. Die Richtigkeit dieſer Behauptung ergibt 
ſich ſogleich aus Folgendem. Sind jene drey Grunbbe: 
ſtandtheile des Umfangs eines rechtwinklichten Dreyecks 
bie drey Seiten, a, b, c, fo hat man a? + b?= c*. 
Der Zufammenhang zwifchen zwey Seiten und einem 
Winkel, wird ausgedrüdft, wenn man aus biefen Sei⸗ 
ten ‘einen Quotienten bildet, und ihn vermöge ber 
Grunderklaͤrungen als eine trigonometrifhe Function 
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jenes Winkels bezeichnet. Dabey find nur drey Fälle 
denkbar, ba, wenn (fig. 5.) A der Winkel feyn fol, die 
Seiten entweder a und c, oder B und c, ober a und b 
feyn müffen. Im erften hat man a = sinA, im 


‘ c 
zweyten b = cosA, im britten a= tg A, ober b 


c b a 
— cotA, ald Darſtellung des gegenfeitigen Zuſammen⸗ 
hangs der gewählten Größen. 

Es ift ald befonders merkwürdig zu betrachten, daß 
der rechte Winfel felbfi, bey dem Ausdrude des Zu: 
fammenhangd unter den Grundbeftandtheilen im Um: 
fange bes rechtwinflichten Dreyedd, ganz aus dem 
Spiele bleibt, fo daß in den Gleichungen, welche jenen 
Zufammenhang barfiellen, bloß die übrigen Grundbes 
ftandtheile, nur zwar jedesmal deren drey, in gegenfeis 
tiger Beziehung erfcheinen. 


B. &ür das gleichſchenklichte Preyeck. 


Das gleichſchenklichte Dreyeck hat in ſofern 
Aehnlichkeit mit dem rechtwinklichten, daß zu ſeiner 
Beſtimmung nur zwey wirklich von einander unabhaͤn⸗ 
gige Stuͤcke, gegeben ſeyn muͤſſen. Sind es zwey Sei⸗ 
ten, ſo ergibt ſich die dritte, welche einer von ihnen 
gleich ſeyn muß, von ſelbſt; ſind es eine Seite und ein 
Winkel, fo hat man auch die beyden übrigen Winkel; 
weil, der Natur des gleichfchenklichten Dreyecks zufolge, 
durch einen Winkel alle gegeben find, 

Da in einem folchen nur vier wirklich verfchiebene 
Beitandtheile liegen (indem zwey Seiten und zwey 
Winkel immer identifh find), fo ift die Menge ber 
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Aufgaben, in denen aus zwey Stüuͤcken ein britted zu 
- finden gefordert wird, nicht beträchtlich. Bey der Aufs 
löfung einer jeden folchen Aufgabe muß eine Gleichung 
zwiſchen drey GStüden des gleichfchenklichten Dreyecks 


gegeben feyn. Es laſſen ſich aber nur zwey wirflid 


verfchiedene Gleichungen diefer Art denken. Die drey 
Größen, welche in ihr vorfommen müffen, können ent: 
weder die Bafis, ein Schenkel, und der Winkel an der 
Spige, oder es koͤnnen die Bafis, ein Schenkel, ‘und. 
ein Winkel an der Bafid feyn. Hat man’ eine folde 
Gleichung erft gefunden, fo ift es leicht, für jeden Fall, 
wo zwey von den Größen, bie in ihr vorfommen, ge: 
geben, die dritte aber gefucht feyn ſollte, eine aufloͤſende 
Formel aus ihr abzuleiten. 
Man fälle (fig. 6.) aus der ˖ Spitze des gleich 
fehenklichten Dreyecks ACB ein Loth, AD, auf die Ba: 
‚fi. Es halbirt fowohl den Winkel an.der Spige, A, 
ald die Baſis BC. Co iſt der Winkel BAD — YBAC 
und BD= BC. Nun aber Ka man im rechtwink: 


lichten Dreyede BAD (n. F — — sinBAD, ober 


—1 


Yı BC Ä 
anders ausgedrückt 5* = sin(ABAC) = Sin. A, 


eine Gleichung zwifchen der Baſis, BC, einem Schen: 
fel, BA, und dem Winkel an der Spite, A Man 
a: BD NBC 
hat in eben diefem Dreyede BT Ze B, 
bie zweyte Gleihung, worin die Baſis, BC, ein Schen: 
tel, BA, und ein Winfel an der Baſis, B, vorfom: 
men. ’ | 


© Zür das Oreyeck im Allgemeinen. 


1. Jedes Dreyeck, welches nicht an feiner Baſis eis 
nen rechten Winkel hat, gibt, wenn man auf die Richs 
tung diefer Bafid aud der jhr gegenüiberliegenden Ede 
ein Loth herabläßt, zur Entflehung von zwey rechtwink⸗ 
lichten Veranlaſſung. Die Schenkel deffelben, wie CA 
und CB (fig. 7,8.), werden Hppotenufen ; die Mintel 
an feiner Baſis, wenn beyde fpig find, wie A und B 
(ig. 7.), oder der Nebenwinkel eines folhen, ‚wenn er 
ftumpf feyn folte, wie ABC (fig. 8.), werden Winkel 
in jenen rechtwintlichten; feine Bafi$ AB wird entwe: 
ber (fig. 7.) die Summe, ober (fig. 8.) die Differenz 
von den Grundlinien AD, BD ebenderfelben, Die als⸗ 
dann eine gemeinfchaftliche Höhe, CD, befigen. 

Man erhält alfo aus beyden rechtwinklichten Dreys 
eden, durch Stüde, die fie mit den anfänglichen ge- 
mein haben, ihre gemeinfchaftliche Höhe ſowohl als ihre 
Grundlinien. 

Die Hoͤhe iſt dem Begriff des Sinus gemaͤß, wenn 
A und B beyde ſpitz find, entweder CA sin A, oder 
CB sin B, jenachdem fie aus dem Dreveck 'CAD oder 
dem CBD beftimmt wird, Auch dann, wenn einer von 
den Winkeln an der Baſis des rechtwinklichten Dreys 
ecks, wie (fig.8.) ABC=B, ſtumpf feyn follte, bleibt 
diefe Regel. Denn alsdann ift im Dreyeck CBD, CB 
sinCBD = CD. Xber ber Winkel CBD iſt Nebens 
winfel von ABC —B, mithin (S. 357, 2.) sin CBD 
— sinB, und alfo CD —= CB sinB. 

Drüdt man ebenfo auch die Grundlinien der recht= 
winklichten Dreyecke aus, um aus ihnen bie bed ans 
fänglihen zuſammenzuſetzen, ſo hat man, falls die 
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Winkel A unb B beybe fpit find, CA cosA = AD, 
CB cosB = BD; falldö'der eine, B, ein flumpfer feyn 
foll, bleibt CA cosA=AD, aber e8 wirb CB cosCBD 
== CD. Da CBD, wenn dad im anfänglidhen Drey: 
ed an der Ede B liegende ABC ſchlechthin B heißen 
fol, 180° — B tft, und (©. 357, 2.) cos (180° —B) 
== — cosB, fo bat man alsdann —CB cosB = CD. 


2. Die Verbindung ber beyden vorliegenden Drey: 
ede, wodurch der Zufammenhang unter den Grundbe 
flandtheilen im Umfange ded anfänglichen ausgedrüdt 
wird, ergibt ſich fogleih, wenn man die Werthe ihrer 
gemeinfchaftlichen Höhe ſich gleih, CA sinA — CB 
sinB, anfegt, und die Summe oder Differenz ihrer 
Grundlinien als gleich der Srundlinie des anfänglichen 
aufftellt. Sind die Winkel A und B an biefer fpik, 
fo wird AB= AD + DB; iſt der eine, wie B (fig. 
8.), flumpf, fo wird AB= AD— BD, und fo 
findet ſich, für AD und BD ihre Werthe gefegt, im 
erfien Fall AC cos A + BC cosB — AB; im zwey 
ten AC cosA — (— BC cosB) = AB, welde bey: 
den Ausdruͤcke identifch die nemlichen find. | 

Sest man CA=b, B=a, AB=c, fo 
druͤcken fih die eben gefundenen Refultate durch bie 
beuden Formen asinB—=bsinA (D) 
und acosB-+ bcosA = c (II) 
aus, welche als Grundbeziehungen *) unter den Bes 


*) Es iſt nicht ohne Sntereffe, über die Form diefer Gleihuns 
gen zu reflectiren. Die erfte derfelben könnte man eine | 
unbedingte nennen, in fofern als, wenn durch ihre Vers 
mittlung eine bes in ihr enthaltenen Größen ausgebrüdt 
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ſtandtheilen eines Dreyeaaumfſange angefehn werben 
koͤnnen. 


3. Aus ihnen ergeben ſich ſofort diejenigen Gleichun⸗ 
gen, welche den Zuſammenhang zwiſchen je vier ver⸗ 
ſchiedenen Stuͤcken eines Dreyecksumfanges darſtellen, 
und es eben dadurch moͤglich machen, alle die Aufgaben 
zu loͤſen, bey denen aus drey derſelben, als mit unbe⸗ 
dingter oder beſchraͤnkter Willkuͤhr gewaͤhlten Stuͤcken, das 
vierte, durch jene drey beſtimmte, gefunden werden ſoll. 
Es Tann der legteren nur drey geben, da, der Natur bed 
Dreyecks gemäß, ‚entweder drey Seiten und ein Winkel; 
oder zwey Seiten und die beyden ihnen gegenüberfter 
benden Winkel; oder zwey Seiten nebſt einem Winkel, 


wird, jebe ber Übrigen unzählig viele, beliebig zu wäh: 
lende Wertbe erhalten. Die zweyte Gleichung hingegen 
würde alddann eine bedingte heißen, weil, indem fie 
bienen kann, ays vier Städen bed Dreyelsumfangs ein 
fünftes zu berechnen, nur drey von jenen vier Stücken 
beliebig genommen werden dürfen, dadurch das vierte vor⸗ 
geſchrieben wird, und nur unter der Vorausſetzung, daß 
es bem gemäß beflimmt worden, aus ihm und dem andes 
zen jenes fünfte gefunden werben Tann. Solcher bebinge 
ten Gleichungen laflen fi viele bilden. Wenn 3. 3. aus 
ber erften Bundamentalgleigfung b = sinB und ec | 





. sina’ a 
= sin folgt, fo geben beyde Saͤtze durch Addition ober 
sin A 
Bubtraction verbunden bc = sinB + sinC wo 
a sinA 


durch offenbar ein Bufammenhang zwiſchen den feche Grunde 
beflanktpeilen b bes Drepedöumfange ausgedrückt if, 


- ar 


‘ 


3m 


den fle einfchließen, und einem. anderen, ben fie nicht 
einfchließen, gewählt werben müffen, wenn vier Srüde 
eines Dreyedd, unter denen in der That gegenfeitiger 
Zufammenhang flattfindet, zufammengeftellt werden fol 
len. Man pflegt fie die drey Hauptgleichungen der 
Irigonometrie zu nennen. Ihre Ableitung ift die fols 
gende: | 


. a. Die Orundbeziehung (1) d. h. a sinB= 

b sin A, iſt zugleich die erfte Hauptgleichung, zwifchen 
zwey Seiten, a und b, und ben ihnen gegenüberfle 
henden Winkeln, A und B. 


B. Zieht man aus ihr eine Seite, b — a sinB 
sinA 





und fegt, man: deren Werth in (IT), fo fommt: 

acooB-+ asinBcsA =c 

| sin A ? 

die zweyte Hauptgleihung, zwifchen zwey Seiten, a 

und c; einem Winkel, B, den fie einfchließen; einem 
zweyten, A, ben fie nicht einfließen. | 





y. Zieht man endlich aus (I) einen Winkel sin B 
— b sin A ‚woraus fogleihb cooB= Y(1 —»inB?) 


a 
= vi b? sin A? — Vet. — b? sin A?) und 
— ) nn 


ſubſtituirt man dieſes in (ID, fo findet ſich 

bcosA + Ya? — b? sinA?) = c; 
bie dritte Hauptgleihung,.. zwifchen ben drey Seiten, 
a; b, c, und einem Mintel A Die Radicalgröße 


| 
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muß dabey das 4 Zeichen erhalten, wenn B ein fpißer, 
das — - Zeichen, wenn B ein ftumpfer feyn fo. 


\ 


I. eöfung aller Aufgaben, woben aus gegeben " 
nen unabhängigen, beffimmenden Stüden bes Drey—⸗— 
eddumfängs eines der Übrigen gefudt wird. 


. 4. Für das rechtwinklichte Dreyeck. 


Diefe Aufgaben laffen fich unter drey Claſſen brins 
‚gen, fofern man dabey auf die Data zunaͤchſt Ruͤckſicht 
nehmen will. 

Bey der erften Claffe find gegeben zwey Seiten, 
gefucht die dritte Seite. Diefe Claffe hat zwey Zälle 
unter fih. Entweder e8 find gegeben die Perpendifel 

b, gefucht die Hypotenufe c, und alddann ift: 
-  e=Yle +b’); | 
ober es iſt gegeben die Hypotenufe, c,. und das eine 
Derpendilel, a, gefucht das andere, b, und alddann hat 
man: b= YvV(c — a?) 

Bey der zwenten Glaffe find gegeben zwey Seiten, 
gefucht ein Winkel. Man kann dabey ferner brey ver: 
ſchiedene Fälle unterfcheiden. | 

Entweder es ift gegeben für den gefuchten Winkel A, 
feine Hypotenuſe, c, fein .gegenüberftehendes Loth, a, 
und alsdann hat man: sinA — a 

| 7 
oder es iſt gegeben zur Beſtimmung des Winkels A, 
ſeine Hypotenuſe, c, fein anliegendes Loth, b, und in 
dieſem Falle iſt: cosA — b 
—; 
c 


oder endlich es iſt gegeben, um den Winkel A zu finden, 


‚374 Ä | / 
fein anliegenbes Loth, b, und’ fein gegenbberfehenbe, a, 
alödann, erhält man : 
-gA=a oder ctgA—= b 

b a 

Bey ber dritten Glaffe find gegeben eine Seite und 
ein Winkel, gefucht eine ber anderen Seiten. (Seht 
man auch hier ind Einzelne, fo fann man ſechs ver; 


fhiedene Falle unterfcheiden, die fi ch auf nachſtehende 
Art sufammenfaffen laffen. 


Entweder es ift gegeben ein Wirfel, A, und feine 
Hypotenufe, c. Wird alddann gefucht Tein gegenüber: 
fiehendes Loth, fo hat man: ce sinA = a; Wird ges 
fucht das gegenüberftehende: c cosA = b. Dbe es 
ift gegeben ein Winkel, A, und fein. gegenüberftehendes 
Loth, a. Soll daraus gefunden werden fein anljegendes 
Loth, b, fü iſt b = a.cotgA; wird feine Hypotenufe, 
co, geſucht, c=acvseccA= a Der lebte 

sinA' 
Ausdruck if der practifch brauchbare. Oder es ift ee 
geben ein Winfel, A, und fein anliegended Loth, b 
Menn aus diefen Datis fein gegenüberftehendes Loth, a , 
gefuht wird, fo muß a — b tgA; wenn feine Hypo: 
tenufe, co; ſo muß c=bsecA = b gefet 
werden, cos A 
Es mag beyläufig bemerkt werben, daß die Auf: 
gaben der erften Glaffe am leichteften durch Rechnung 
gelöst werden, wenn man bey der erſten, wo c = 
V(a? + b?) if, aftaus a = tsA, und alödann 
b 
ad a = 0; ba Sefuchte ableitet; bey der zwey— 
cos A 
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ten b Vceꝛ — a), da? —at=(c+a) (c—a), 

das Geſuchte — Yllce+ a) (c — a)) ſetzt. Weitere. 
Erleichterungen des Rechnens ſind bey der Aufloͤſung 

des rechtwinklichten Dreyecks nicht moͤglich. 


1 
— 


B. $ür bas geiäfäeniäte Drryed 


Da es für ein ſolches nur zwey Gleichungen gibt, 
wodurch der Zufammenhang zwifchen zwey beliebigen, 
bier zur Beſtimmung bhinreihenden Stuͤcken und einem 
ber übrigen. bargeftelt wird: BC = sin" A die 


BA 
erfte, und ABC == cosB bie zweyte, fo ergeben ſich 
BA Ss 
folgende Aufgaben und Auflöfungen. 
\ 


I. "Die erfte Steihung faßt drey Auſgehen und ihre 
Aufloͤſungen in ſich. | 
a. Es fey gegeben bie Baſis, BC, und ein Schens 
tel, BA, man ſucht den Winkel an der Spike, . Hier, 
gibt die Steichung felbft, M weitere Verwandlung, 

die Formel: Na BC BC = sin aA 

BA , 
Sie kann bequem durch Logarithmen berechnet wers 
.. ben; ber Winfel, den fie geben fol, ift gewiß ſpitz; 
man muß aber ‚nicht vergeflen, ihn au verboppeln, wenn 
man A felbfi haben will. 


6. Es fey gegeben der Winkel an der Spike, A, 
und ein Schenkel, BA; man fudht die Baſis BC. 
Eine Teichte Verwandlung gibt bie Sormel: 

‚BC = 2BA sin 4A. 
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T- Es fen gegeben die Baſis, BC, und ber Winkel 


an der Spitze, A; geſucht ein Schenkel, BA. Alsdann 


iſt die Formel: BA= BC. 

sinyA 
Die erfte Formel wird oft gebraucht bey ber Meẽ— 
fung eines gegebenen Winkels, wo man: nemlich auf 
feinen Schenteln beliebige, aber gleihe, Stüde ab: 
 Toneidet, ihre Endpuncte verbindet, Die dadurch ent: 
‚flandene Baſi 8 des gleichfchenflichten Dreyeds mit, 
und daraud den Winkel an der Spite berechnet; die 
zweyte bey ber Werzeichnung eined Winkels von vorge 


ſchriebener Größe, indem man feine Schenkel beliebig, 


aber gleichläng, annimmt, die Baſis ihm gegenüber be 
rechnet, und nun durch Hülfe der bekannten drey Sei: 
ten das Dreyeck conſtruirt, worin er liegen muß: Der 
geradlinichte Transporteur, und aͤltere geometrifche 
Werkzeuge zur Winkelmeſſung, gründen ſich auf diefes 
Verfahren. 


I. Die zweyte Gleichung enthält auch drey Faͤlle. 
a. Gegeben die Baſis, BC, und ein Schenkel, BA; 
geſucht ein Winkel an der Baſis, B. Die Formel if: 
cosB = BC 
BA 


8. Gegeben die Baſis, BC, und ein Winkel an 
ihr, B; gefucht ein Schenkel, Ba. Die Formel: 
BA =— Y, BC 
cooB 


y. Gegeben ein Schenkel, BA, und ein Winkel an 
ber Baſis, B; gefucht die Bafiö, BC. Die Bermel ift: 
| BC = 2BA cos B. . 
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E dür das Drevea im Agemeinen, 


Man erhält alle diefe Aufgaben nebſt ihren Loͤſun⸗ 
gen am, kuͤrzeſten, wenn man bie drey Hauptgleichun⸗ 
gen, die den Zuſammenhang unter je vier Stuͤcken des 
Dreyecksumfangs ausdruͤcken, fo bearbeitet, daB man 
allmälig jede der darin enthaltenen Größen als geſucht, 
gleichzeitig die drey uͤbrigen als gegeben anſieht, und 
alsdann die Gleichung in dieſem Sinne zur Aufloͤſung 
bringt. 


a. Die erſte Hauptgleichung: a sinB — b sin nA, 
ergibt auf folhe Art folgende Aufgaben und Auflöfungen. 


41. Aus zwey Winkeln, A, B, und der Gegenſeite 
des einen, b, die des anderen, a, zu finden. 
a — be sinA 


"sinB. 


2. Aus zwey Seiten, a, b, und dem Gegenwinkel 
der einen, A, den der anderen, B „zu finden, 
sin B — b sin A 
@ 

Da man nur den Sinus von B findet, fo läßt es 
die Formel unbeflimmt, ob B fpig oder ſtumpf ift, 
worüber aus anderweitigen Daten entfchieden werden 
muß, 

Wollte man in der erften Hauptgleichung noch fer⸗ 
ner b und zuletzt A als unbekannt anſehn, fo wuͤrden 
ſich dabey nur die beyden vorigen Aufgaben mit ande⸗ 
‚zen Zeichen wieberholen. 
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ß) Die amepte Harbptgleichung iſt urſprunglich in der 
Geſtalt: acosB + a sinB cosA — c abgeleitet 
- sin A 

worden. Man kann ſie ſofort auf zwey Arten zuſam⸗ 
menziehn. Entweder indem man für cos A ſetzt cotgA, 
wo fie a cosB + a sinB.cotA = o wird, Ober, 
, ‚wenn man ben Divifor sin A fortfchafft und, bann für | 

sinA cosB + dos A sinB 

das Gleichgeltende sin(A + B) ſubſtituirt (©. 361,8. ), 
woburd fie a sin(A + B) = c sinA| wird. Aus 
ihr ergeben fich nachflehende Aufgaben und Auflöfungen. 


3. Aus zwey Seiten, a, c, und bem von ihnen 
Angeln Winfel B, einen der anderen Winkel, 
„ zu finden 


— = c—acosB ode tg A = asinB 
asinB ’ c—a cosB 


4 Aus zwey Seiten, a, c, und dem Gegenwinkel 
ber einen, A, ben von biefen Geiten eingefchloffenen 
Winkel, B, zu finden. - 
sin(A+ B) = c sin A 
73 


a 

daraus findet fih A 4 B, und davon das gegebene A 
abgezogen, B 

Da A + B, fofern es aus sin(A + B) gefun: 
ben wird, zweydeutig ift, und fpiß oder ſtumpf feyn 
kann, fo-wird es A auch, und ift desfalls eine ander: 
weitige Beſtimmung nöthig. _ 

"Eigentlich ift dieſe Löfung indirect. Die Directe 
laßt ſich erhalten, wenn man in ber erſten Form ber 
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zweyten Hauptgleichung : —a cos B- a sinB cotA, 
flätt cos B fest Y(1 — sinB?), alöbann sinB als 
unbekannte „Größe betrachtet, und aus det Gleichung 
ſucht. Die Löfung wird weitläuftig; ihr Refultat 
sinB — sinA (c. —8 VG — c? sinA?)). 
a 
unbequem zum Gebrauh; und beöwegen' pflegt dieſe 
Formel ſelten angefuͤhrt zu werden. 


\ 


3. Aus zwey Winkeln, A, B, und ber Gegenfeite 
des einen, a, bie von diefen Winkeln eigefchloffene 
Seite, c, zu finden. 

" c=asin(A + B) 


6. : Aus einer Seite, e, und ben beyben ihr anlie⸗ 
genden Winkeln, A, B, eine ber anderen Seiten, a, 
zu finden. 

a= csinÄ 
sin(A + B) " 

7) Die dritte Hauptgleichung 
se=beasA + Y(a? — b? sin A9), Ä 
woben dad + Zeichen im zweyten Gliede gilt, wenn 
der Wintel.B fpiß, das — Zeichen, wenn er ftumpf 
feyn foll, bringt folgende Aufgaben und Xuflöfungen. 


7. Aus zwey Seiten, a und b, nebft dem Gegen: 
winkel der einen, A, die dritte Seite, c, zu finden. 
c=bcosA + Y(a? — b°sinA?). 
Es bliebe die nemliche Aufgabe, wenn man a und c 
nebft A, als gegeben, b als geſucht betrachten wollte: 


⸗ 
s ’ı 


E17 u 
"Die fung kann im Ügemeinen nicht anders als 
zweybeutig ſeyn. 


| 8. Aus zwey Seiten, b, c, nebſt dem von ihnen 
eingefchloffenen Winkel, A, bie brifte Seite, a, zu 
finden. 

Wenn man bas Sieb b cos A transponirt, auf 
beyden Seiten alsdann zum Quadrat erhebt, ferner auf 
beyden Seiten b? sin A? addirt, wu b? cusA? + 
.. -b% sinA?, — b?(cosA? + sin A?) —. be außs 

‚maden, fo erhält man, zuletzt auf beyben Seiten bie 
Quadratwurzel ziehend: 

a = V(c2 — 2bce.cosA + b?). Ä 
Hier gilt natürlich nur ber pofitive Werth der Wurzel, 


9. Aus den drey Eeiten, a, b, c, einen Winkel, 
A, zu finden. i 

Die Formel des vorigen Falls gibt, quadrirt, nad 
einer einfachen Zranspofition und Divifion : 


csoA= c? + b? — a? 
2bc " 


Senahdem fi cosA pofitiv, O, oder negativ ergibt, 
ift A ein fpiger, ein techter ober ein ſtumpfer Winkel, 


Drittet Eapitel, 


Grundlehren der analytiſchen Trigo⸗ 
nometrie. Erſtreckung ihrer Guͤltigkeit auf 
alle Winkel; und einige Anwendungen ber: 

felben auf die Aufldfung der Dreyecke. 


Unter analytifcher Irigonometrie perfteht .man ges 
wöhnlih einen. Inbegriff. von Regeln, vermöge deren 
aus der bekannten Beziehung, worin Winkel zu einans 
der ſtehn, der Zufammenhang ihrer trigonometrifchen 
Sunctionen abgeleitet werben kann. Es gibt deren uns 
zählig viele, von welchen hier nur bie einfacheren, in 
elementarifcben Unterfuchungen. vorzüglich brauchbaren, 
entwidelt find. | 


L Xiigemeine Formeln für zwey beliebige intel 


Die beyben erften Formeln ber analytifcen Tri 
nometrie 
4) sin(a + b) = sina cosb + cosa sin b, 

2) cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb, 
find ſchon früher (S. 361, 3.) für alle ſpitzen Winkel 
abgeleitet. | 
Daraus ergeben fi ch, wenn man in jenen Formeln 
a+b=c, und alſo a — b — o ſetzt, aus den fo 
entſtehenden Gleichungen sin(c — b) und cos(c — b) 
fuht, und in den Endformeln für c zulegt a ſchreibt: 
3) ‚sin(a — b) = sina cosb — cosa sinb, 
4) cos(a— b) = cosa cosb + sina sinb. 


/ 


10) sina — einb = ech 


Sn 


Man nennt mit Recht bie poranftehenben Formeln _ 
bie. vier Hauptformeln, der analytifchen Trigonometrie. 
Aus ihnen laffen fich unzählig viele neue ableiten, theils 
allgerneine, fofern fie zwey ganz von einander unab: 
bängige Winkel, a und b, betreffen; theils fpecielle, fos 
fern der eine Winkel ald Vielfaches ober aliquoter Theil 
des anderen gedacht wird. 


A. Augemeine Formeln. 


Aus 1 und 3, fo wie aus 2 und 4, folgen durch 
Addition und Subtraction: 
5) sin(a.+ b) ein(a — b) = sina cosb, 
71 


6) sin(a + b) — sin(a —b) = cos a sin b, 


2 
7) cos(a— b) + cos(a + b) = cosa cosb, 
8) cos(a — b) — cos(a + b) = sina sinb. 
Am hHäufigften erfcheinen die nemlichen Formeln in 
umgekehrter Beziehung, wo mna+b = A, a — 
b=B, adpoa=A+B b=A— Bin ihnen 
2 20. 
fest, zulegt wieder die Zeichen A und B, mit a und b 
verwechfelnd : 
9)sina-t+sinb = 2Qsin,aatb,.coa—b 
| (>) Ca) 





) — 


a‘ 


0 


11) cona + onb m -: - 2008 + an! >, 








42) cosa — cosb = —2sin —8* 


Man erhält aus dieſen, für b fegend 0—P, und 
zuleßt weder ftatt 8 zurüd b: 
3)sinatcosb= 2sin/za—b +45. 

| (3 ) 


»(5 ) u | j ä 


19 sina — cosb = Bl (m ) +, 3°) 


| ne =), — 
15) cosa + ein b = ven az +4) | 


« 


. (2) — 45° ); 


16) cosa — sinb = — (er) + 1°, 
| 2") 


. or , | - 


[4 


Aus diefen Formieln Finnen dadurch, daß man fie | 
durch Multiplicafion oder Diviſion unter fich, verbindet, 


viele andere abgeleitet werben,. von denen hier “u we⸗ 
nige zur Probe folgen. 


17) sina — sinb * ) 


sin a sine Feind tg "7 


\ . 
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33 
18) sina + sinb = tg +b 
2 * 


cosa + cosb 
49) cosa — cab = —tg a— —»). 
sina + sinb 
"Aus den vier erſten Sauptformehn bat man fogleid 
audi tz(a + b), weil ed 
— sin(a + b) = sina cos b + cosa sinb iſt. 
cos(a+b) cosacosb — sina sinb \ 
Wird im Zähler und Nenner mit cosa. cos b bividirt, 
und für sin a tga; für sinab tgb geſetzt, fo 





cos a | cos b’ 
Tommt : 
20) ta +b)= tga+tgb 
1—tgatgb 


Auf gleiche Art findet fi : 
)tga—b)= tga— tgb 
| 1-+1ga tgb ’ 
22) cot(a + b) = cotb cta—1 oder 
cotb + cota ” 
41 — tga tgb 
tga + tgb 
23) cot(fa — b) = cotb cota +1 ober 
cotb — cota ” 
14iga tgb 
tga—tgb 
Man Tann auch für Tangenten und Gotangenten 
aus den vier Hauptformeln folhe bilden, wodurch fich 
bie Summen und Differenzen diefer Bunctionen in Quo: 
tienten anderer umfeßen laffen. Namentlich geben Di: 
bifionen an benfelben in nachſtehender Art vollzogen, 
ſofort: 





2 


f 
24) tga--tgb =. sin(a + b) 
— — 
| | oos a cosb 
25) ga—tgb= sin(a — b) 
cosa cosb 
26) cota-++ cotb = sin(a + b) 
| 0 sina sinb 
27) cota — cotb = — sin(a — b) 
sina sinb ” 
28) tga + cotb = cos(a—b) 
cosa sinb ? 
29) tga — cotb = — cos(a.+ b) 
J cosa sin b 
30) cot a + tgb = cos(a — b) 
sina cosb ” 
31) cta—tgb = cos(a + b) J 
| sin a cos,b " 

Daraus laſſen fich durch Divifion wiederum fehr 
viele neue ableiten, wovon einige zur Probe genügen, 
32) ya — tgb = sin(a — b) = cotb — cota 

tga + tg b sin(a #b) cotb + cota’ 
33) tga — tgb = tg(a — b) tgb, 

tga 4 cotb 
34) cota — tgb = cos{fa +b) uf. w. 

cta + tg b cos(a — b) 

Solche Formeln zu entwideln, ift nichts Weiteres, als 


9 v 


2 


mechaniſches Zuſammenſchreiben, und geflattete Namen- | 


verwechölung noͤthig; Jeder, bem diejenigen vorliegen, 
woraus fie auf diefe Art. entfpringen, Tann fie ohne 
Anleitung felbft ausbilden, _ 


W 


N 


3 ‘ 
B. Speciellere Formeln. 


a. Die bloße Annahme, daß b=a ſeyn ſoll, laͤßt 
aus den obigen allgemeinen Formeln eine Menge fpe 
cieller entftehn, von denen hier nur einige ber braud- 
* barften auögehoben werden niögen, 

35) sin2a = 2sina cosa, oder a = ” e gefebt, 
sinc = 2sin Yıc cos Vic, 
36) cos?a — (cos a)? — (sin a)? =(1-—- tga)? cosa); 
cosc =, (cos ac)? — (sinYac)?, '. - 
3T)tg2a= 2a tgce= Pitgtie 
-41—tga)2’ 1— (tg 4c)2’ 


/ 


38) cot?a = (cota)”?—1 cotce= (ct Yc)?—1 


2%cota ” 2 cot"ac 
‚ Man kann auch, verlangen, daß die Beziehungen 
in diefen Formeln umgekehrt werben, Dies gefchieht am 
leichteften durch die Formel cos 2a — (cos a)?— (sin a)? 
welche, jenachdem in ihr für (sin a)? geſetzt wird: 
4 — (cos a), oder für (cosa)?, 1 — (sina)?, ergibt: 
39) sina = vzee2®, ober _ 
2 23 
sinYyac = Yaz COS ed. 
2 ) 
40) cosa == We + cos ober 
Ä 2 ” 
coshc= Y 1- cosc 
( 2 ) ’ 
daraus folgt fofort 
41) tga = yYy ,1-— cos?2a, ober 
| w + 0082 ) 
tsyıc = 1 — cosc 
E& 4 cos )° 
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Man kann auch, den Bruch im Zaͤhler und Men 
ner mit ſeinem eigenen Böhlen ober Nenner multi⸗ 
plicirend, . 

42) ga = 1— cos9 = sin?2a oder 


sin 2a 1+ c0s2a’ 
tg hc = 1— cosco = since erhalten, 
>. sinc 1+oosc 


Auf gleiche Art findet fih: 
43) cotya= y',i + cos 2a, - oder. 
1 — cos? 
cot e V/I cosc, 
1 — sin )° " 
Wollte man die Functionen von Ya c durch sin c 
ausgedrüdt haben, fo würde : 
44) sin.’ı C = Ya — es) = 
Vz Yl— ine?) = 
2 oe 
V(I — sad) — YuU-+. 9. 
2 
#5) che = va- — sin <) + va +: sin ). 
27 
woraus ig 0 und cot % cin ähnlicher, Form erhalten 
"werden tönnen. Es laffen fich. die nemlichen Functios _ 
nen von Yıc auch durch tg c oder cot c-barftellen. 
Man kann aus den beyben erſten Hauptformeln. 
allmälig Sinus und ei: nus von 2a, 38, 44..n8 


N * 


1u*2) Man. Aberzengt ka leicht durch vutkiichet ſuabriten, daß 
+vida u er yYazazyva +3), in i 


— 
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‚ableiten, wenn man nach und nach im: ihnen flr"b fegt 
a, 2a, 3a .. (n—1)a. Indeſſen bleiben diefe An: 
wendungen beffer einer fpäteren Betrachtung , :welche 
die Theorie der. Potenjirung zweytheiliget Größen vor⸗ 
ausſeben darf, vorbehalten. 


6. Nicht minder ſpeeiell iſt die Vorauͤſebung, daß 
a — 45° feyn ſoll, wodurch da alsdann sina = 
csa= 1. undtga = cota — 1, unter vielen 
| v2’ y 

anderen, Formeln, wie die nachftehenden , ‚entfpringen. 
46) sin (25° + b) = cosb + sinb 

ya. ° 
a7) —8* +b) = cosb F sin'b 
v2 ’.. 
48) tg(45° + b) — 1* igb 
49) cot(45° tb) = cotb F1 
. . 5 cotb % ri f 


IE Erſtreckung ber Begriffe von den trigonos 
metrifhen Sunctionen und der Formeln ber analptis 
ſchen Zrigonometrie auf alle mögliden Winkel 


Die Theorie des Dreyecks führt nicht über bie 


Vorftellungen von hohlen Winfeln hinaus, allerdings 


äber‘ gibt die von den’ vielfeitigeren Vielecken zu der 


Betrachtung größerer Winkel Veranlaffung, und da: 
durch das Bedürfnig, die Begriffe der. trigonometrifcyen 
Zunctionen auf alle Winkel ohne Ausnahme: erfreden, 
und die Formeln, welche ben gegenfeiligen Zuſammen⸗ 


7 
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hang, berfelben. ‚betreffen ,. in gleicher Allgemeinheit als 
gültig gebrauchen zu koͤnnen. Der Beweis, daß dieſes 
| geflattet ſey, beruht auf den. nachflehenden Sägen. 


4 Die Anſchauung neigt, daß, wenn die Winkel. Ge 
9.) ACB, ECF, GCF, DCB ſich gleih, und die Hypo⸗ 
tenufen CA, CE, CG, CD identifch angenommen find, 
au) AB = EF und FG = BD —"AB,' fo wie CE 
= CB, werden müffen, was die Größe: betrifft; wobey 
indeffen, wenn AB und alfo auch EF pofitiv genommen 
werben, FG und BD negativ, und. ebenfo, "wenn CB 
‚pofitio ift, CF ald negativ anzufehn find. Man hat. 
alfo, den Winkel ACB geſetzt, ECB= 180° — 9, 
GCB = 180°-+ # und DCB = 360° — $, die. beyden 
letzten Winkel als überftumpfe verſtanden,“ und erhält 
aus der Figur ald Kactum, daß sin(1800 ) - sin 


und cos(1800 — $) = — cos 5; daß sit80° + 9) 
= — sin® und cos (1800 ) = —- .c05$; daß 
endlih sin(360°— P) = — sind und c0(360° -= 9 
= Cos® fey. 


Aus diefen Säben, verbunden mit de bekannten, 
daß sin(900 — ) = cos ꝙ und cos (900 - ) = sin®, 
ergibt ſich theils von ſelbſt, theils dadurch, daß man 
in zwey von ihnen ſtatt 9 ſetzt 90° — P> daß: . 


“für den Winkel der, Sinus . der Coſi nus 


90° +9 — cos® + sind 
2.90 * Feind — cos p 
3.9 5 — cos — sin . 
4. 900 +$ + sin® — c0s$ ifl.' 


Da. man jedem Winkel, unter r eine beliebige ganze- 
Zahl verftanden, Ar. 90° zuſetzen kann, ohne daß dieſes 
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auf feine trigonometrifchen Functionen Einfluß hat; fo 
darf man flatt der vier Ausdrücke, die in der erſten Ca ' 
Iumne. ſtehn, ohne Aenderung derfübrigen (4r + 1). 
90° +9, (Ar u 2)90°+9$, (Ar + 3). 90° +9, 
(4r + 4). 90° + $ fegen. Auh wenn $ = 0, alfo 
sind = 0, cos$ = 1 ift, gelten diefe Beziehungen, 


2. Die Hauptmomente des Beweifes für die Allges 
zeinheit der Formeln, auf welchen bie analytifche Iris 
gonometrie ruht, wobey die leichteren der Kürze wegen 
nur angezeigt worden ſind, kommen auf dolgendes zu⸗ 
rüud, 

Die Subflitutlon zeigt. unmittelbar, daß bie Fors 
meln für. sin(a + b) und cos(a + b) gültig find, 
wenn, -n.ald ganze pofitive Zahl, 5 als fpiken 
Winkel gebaht, a — n. 90%, b= $ angenommen 
wird. Ferner ergibt fich fogleich, daß jene Formeln 
- gelten, wenn, m ald eine ganze pofitive Zahl, geringer 
als 0, gedacht, a — n..90°%, b= m. 90° geſetzt 
wird. Daraus folgert r ch leicht, daß die Formeln fuͤr 
sin(a — b) und cos(a — b) auch dann gelten, wenn 
a=n. 00°; b kleiner ald a, allgemein alfo von der 
Form m . 90° + 9, ift, a — b daher die Form 
(na — m) 90° — 8 erhält. Died voraudgefest md» 
‚gen, unter 9 und %, wie biäher, ſpitze Winkel verſtan⸗ 
ben, a und b beliebige pofitive Winkel, alſo a—= n 
| so — d,b= m. 90° — 7 ſeyn, woraus A — 

. 90° — a und Y= m. 90° — b folgt. Für 
—* ſpitze Winkel gilt die Formel sin(p 4 9) = 
sin® cosıy + cos sin . Es iſt alſo sin ((n + m) 

„90°. (a + b)) = sin(n . 90° — a) cos(m . 90° 
—b) 7 cos(n . 90° — a) sin(m . 90° — b). Fuͤr 
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die Factoren diefer beyden Producte gelten bie ber vier 
Hauptformeln gleichfalls. Multiplicirt man bie genann⸗ 
ten Factoren, nachdkm fie nach den Hauptformeln, die 
für Winkel von der Form "n . 90° — a feſtſtehen, 
entwidelt worden find, und orbnet man bie Producte 
nath den Factoren sina, cosa, sinh, cosb, fo erhält 
man: 

(sinn. 90° cosm. 90° + cosm.. 90° sinn ..90°) _ 
(cosa cosb — sina sinb) — (cosn . 90° cosm.. 
00° — sinn . 90° sinm . 90°) (sina cosb + 
cosa sinb) — sin((n + m) . 90° — (a + b)). 

Nun gibt die Formel dieffeitd des Gleichheitszeichens, 
zufammengezogen fo weit ed nach dem Obigen bereits 
geſtattet, iſt: 

sin((m ++ n) . 90°) . (cosa cosb — sin a sinb) 
— cos((m + n). 90°). (sina cosb + cosa sinb). 

Die Form jenfeitd des Gleichheitszeichens, entwik⸗ 
kelt, wie e3 für eine ſolche, da (n + m). 90° ber 
Annahme zufolge, größer ald a + b feyn foll, zuläs- 
fig ift, gibt sin (m + n) . 90°) cos(a + b) — 
cos((m + n). 90°) sinfa+ b). Daraus ergibt fich 
. offenbar, dag die beyden erften Srundformeln für jedes 
pofitive a und b gültig find. 


3. Wenn ber Wintel.Cfig. 9.) am Scheitelpuncte, 
C, deſſen erfter Schenkel, CB, ſich aufwärts: dreht, 
wie für den Winkel BCA gefhehn, pofitiv ift, fo muß - 
ein anderer, durch Drehung nach ber entgegengefegten 
Seite hin befchriebener, wie, DCB, als negativ anges 
fehn werden. Die Figur zeigt für alle Winkel zwifchen 
O und 360°, daß ein negativer und ein gleich großer 
pofitiver Winkel ſowohl der Größe. als dem Zeichen _ 


\ 


— 


— 
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nach gleiche Coſinus haben, hingegen dad. Zeichen, wels 
ches ber Sinus des pofitiven Winkels führt, umgekehrt 
werben muß, wenn ber Sinus eines gleich großen ne: 


" gativen Winkels erhalten werben fol. Dies voraus—⸗ 


. 


gefeßt gelten die beyden erfien Grundformeln, und alfo 
gleichfalls alle übrigen, die aus ihnen abgeleitet find, 
auch für alle negativen Winkel. Denn wenn sin(—$) 
— sin® und cos(—®) — cos $, fo gibt sin(—a). 
cos(— b) + cos(—a) . sin“-—-b) = — (sina cosb 
+ cosa sin b), d. h. fo viel ald — sin(a + b) umd 
cos(— a). cos(—b) — sin(—a) . sin(—b) = 
cosa coab — sina sinb = cos(a + b). 


4. Die Hauptformeln gelten endlich, wenn ber eine 


der beyden Winkel, die in ihnen vorfommen, pofi itiv, der - 


andere negativ ift. ‚ Heiße der größere a, ber Fleinere 


b. Sft der kleinere negativ, b= — c, fo wird a+b 
— a— poſitiv. Es gilt alfo für diefes a— c, daß 
cos(a— c) = cosa cusc + sina sinc, und daß 
sin(Aa — c) = sina cosc — cosa sinc. Da nun 
b=— cunalfpcose = cosb, sinc= — sinb, 


fo erhält man, dies fubftituirt, cos(a + b) — cosa 
cosb — sina sinb und sin(a + b) = sina cosb 
+ cosa sin b. Iſt hingegen der größere, a, negativ, 
a — — c, der Heinere, b, pofitiv, ſo ita+b = 
— c+b= —(c—b), al sin(a +b) = 
— sin(e —b) = — sinc cosb + cosc sinb und 
cos(a+b) = cose cosb + sinc sinb. Gebt 
man in Diefen Formeln für sinc= — sina, für 
cosc = cosa, ſo werden es die anfänglichen Haupt: 
formeln für sin(a + b) und cos(a + b) wieder, die 
fih alfo auch in dieſem Falle ald gültig zeigen. 
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IL Abkürzungen in ber Xuflöfung ber Dreyede, 
zum Theil durch Anwenbungen ber anotptifden 
Zrigonometrie 


/ 


Es gibt unter den Aufgaben, worin verlangt wird, 
aus drey urfprünglichen Stüden eines Dreyecksumfangs 
. eins der Übrigen zu finden, vier, Mey denen eine Er: 
keichterung der Rechnung, ‘falls fie durch Logarithmen 
geführt werden foll, fofern das Auffchlagen der Tafeln 
als ber mühfamfte Theil dieſes Geſchaͤfts betrachtet wird, 
in. ber That möglich, iſt. 


a. Die Formel fuͤr die dritte Aufgabe (S. 378, 3.) 
cotgA =.c—.a cosB erforbert ein fünfmaliges Auf: 
a sinB 


Nötogen ber Tafeln, wenn a, c, B gegeben. fi nd, um 


A zu finden. Man fann aber A und C aus dieſen 
Datis, durch viermaliged, auf folgende Art erhalten. 


. Da sinA — a fo hat man, auf bepden Geis 


sin C ce’ | 


ten 1 abdirt, ſpaͤter auf beyben Seiten 1 abgezogen, 
das legte Nefultat durch das erſte dividirt: 
sin A— sin = a—c 
sinA + sinC ate 
Da ferner (S. 383,17.) sin A— sinC = tg% (A—C) 
sinA-+ sinC ts a (A+C) 
und tg As (A + C) = tg '%(180° — B) = cot 2B 
hat man — — ) cot —* = is (A —- 6). Dar. 
a + c 
aus findet fih (A — €); aus ihm und Y (A + C) 
— 00° — B ergibt ſi ich durch Addition A, durch 
Subtracion C. . Ä \ 


\ 
⸗ 


Wären fogleich bie Logarithmen von a und c ge⸗ 
‚geben, fo würde man fit a — c=1— c oder 


atc a 
1i+e’ 
Ä Ä Ä a 
c=tg9 ſetzend (S. 388, 48.), 1—tg$ =tg(45°—P), 
a 1r15P | 


und alfo tg(45° — $).cotyB = tg Yı(A—C) erhal: 
‚ten, wobey gleihfalld nur ein viermaliged Auffhlagn 
der Zafeln für die Berechnung nothwendig ifl. 


b. Die Formel für die fiebente Aufgabe (S.379,7.) 
c=bcosA + Y(a? — b?"sin A?), 
erfordert, wenn.a und b felbft gegeben find, ein acht: 
maliges Auffchlagen der Zafelnz wenn die Logarithmen 
von a und b ſchon befannt find, ein fechömaliges, 
Bey ihr gibt es Hülfe, wenn man, indiret, aus 
bsinA — sinB, und dann ausb . sin(A + B) = 
a sinB. 
b sinC = e berechnet, wo, wenn a und b felbft ge- 
sinB \ 
geben find, ein fechömaliges, wenn ihre Logarithmen, 
ein viermaliged Aufichlagen der Zafeln hinreicht. 





© Die Formel für die achte Aufgabe (S.380, 8.) 
a= Y(c? + b? — 2cb cosA) 

verlangt, wenn b und c felbft gegeben find, ein acht— 

maliged Auffchlagen der Tafeln (log 2 — 0,3010300 

ald bekannt vorauögefegt); wenn man log b und log c 

Hat, ein fehömaliged. Nimmt man, inbirect, 


‚ F ur N 395 
e — b cosA = cotB, und hernach bsinA = 
DsinA - sin "sinB- 
. fo bat man im Genzen die Tafeln nur fünfmal aufzu; 
fohlagen; find log b' und log gegeben, und iſt 
ce—bcoA = 1 —b cos A geſett, und hernach 
b ain _ c | | 


b sin A 
0 
b sinA = a, fo wird ſchon ein viermaliges Aufſchla⸗ 
sinB ' / 


gen der Zafeln genügen. 


s 


d. Die Formel für die neunte Aufgabe (©. 380, 9.) 


oos A— bꝰ e —ar ° 
2bc " 


"erfordert ein achtmaliges Auffchlagen ber Tafeln, wenn 
a,'b, c felbft, ein fünfmaliges, wenn ihre Logarith⸗ 
men gegeben fi find. 

Berechnet man aus dem gegebenen cos’A, ber 
Formel G. 386, 40.) Y (1 + cos A) = cos A ges 


2 
maß, 4- etb_a 
' 2be 
2be ++ — a =, (c+b”? — a — 
2 bo 2be 
(+ h +a)(c+b— a) ſo erhaͤlt man 
—“ 2bc | 
IE ESERTEIEN 
( 2bc 3?’ 


welche Formel ein fuͤnfmaliges Auffäfagen ber Aafeln | 
noͤthig macht. | 


‘ 





Man hätte auf gleiche Art Zr 


Mn AS Y AZ =Vleta—b)b tag) 
2 7 .2be 


und aus beyben, da -2cos'aA . sinhaA = sin, 
für diefes den Werth :. 
Vc+b+D(+b-a) cta-h6+a-0 
( 2bc ) 
—=sinA erhalten Finnen. ' | 

Hat man endlid, um c? + b? — aa —= cosA 
“ 2bc 
zu berechnen, loga, log b, logc, fo läßt fi dadurch 
eine Abkuͤrzung erreichen, daß man c? + b — a? — 
(1.45?) — ar, und barin b — ig 5 fett, 





c? c 

wodurch es da 1 +? — 1 Mi —a 

| cos ꝙ2 cos ꝰ 
= c? (1 — a? cos$#?) wird, Setzt man ferner 
| cos 2 c2 
acop=tgy, fo bat man (1 — a? a3 008.92) — 

c c? 
—-1— tg Y? = (©. 387, 42.) cos2Y) und alfo, 

cos 4? ° 

zufammengefaßt, die Negel: man feße b= tg 9; 
Ä c 

cos$ — tgYy und es if: csA—= c cos2Yy 
ı 9b cosy?. .C0883 


Dabey reiht viermaliges Auffchlagen der Zafeln bin. 


2. Es gibt Fälle, wo man aus drey befannten be: 
flimmenden Stüden eined Dreyecksumfanges, jedes der 
übrigen finden fol. Dabey verdient alfo berücfichtigt 


897 
zu werden, in wiefern auf die bortheilhaftete Art, bie 
bey der Berechnung bed einen gebrauchten Werthe auch 


bey ber für die übrigen behuͤlflich werden koͤnnen. Das | 
Wichtigſte dieſer Art iſt dolgendes. 


pP Kus einer Seite, e; und ben ihr anliegenden ı 
Winkeln, A, B, die beyben anberen Seiten zu. finden. 


Man ht b csinB a= csinA ber 
Ä sinA+B” - sin(A-+B)’. 
Factor c .. ift beyden Ausbräden gemein; ein 
sin(A-+-B) 
fechömaliges Auffchlagen ber Tafeln reicht ao hin; b 
und c zu finden. Nimmt man aber den Satz, daß 
b +.c = sioaB + sinC und bildet daraus (8 
a a sinA ı; sinA . 
382, 9, 10.) die Formeln‘: 
be =. 2oos B. + © .sin,B -— 
a — -. ( 2 I, 








‚sin A 
b+e= '2sin,B + 6. . 008 ,B — € u 
a u (— 2 ⸗ 
m nA a 
ſetzt man darin für cos, B B + 9. = C08 rs, 
' | 2 | 2 
— sinaA, und für sin A (©. 380,35.) = 2cosYyı A 
.sin YA, fo erhält man: | 
b—c=asinB—C und. 
2a. I 
cos YA 








b+eoe= aca,B— C 
Ä (- r -) , 
cos Yı A | 
‚ welche Zormeln, im Zufammenhange berechnet, nur en 
fuͤnfmaliges, oder falld log a befannt ift, ein viermali- 
ges. Auffchlagen ber Tafeln erfordern. : Aus b—c und 
b.+ c ergeben fih b und c fogleid. 


b. Man foll aus zwey Seiten, b, o, und-bem von 
ihnen eingefchloffenen Winkel, A, nicht allein bie uͤbri⸗ 
gen Winkel, ſondern auch die dritte Seite, a, finden, 

Hier ift durch die voranfichende Betrachtung (S. 
383, a.) der kuͤrzeſte Weg ſchon vorgezeichnet. Hat 
man b, c enR, fo gibt die Sormel c—b cosA ⸗ 








| bsnA 
cotB; hat man 1 log b und logc, 
1— b . cos A, f 
< - = cotB; 
b sin A 


und man erhaͤlt hernach, in bepden Faͤllen, b sinA 
"sinB- 
— a. Es reiht alfo, um B zugleih mit a zu ber 
rechnen, im.erften Falle ein fünfmaliges, im zweyten 
ein viermaliges Auffchlagen der Zafeln hin, 
Es laſſen fich folcher Umformungen mehrere bes 
werffielligen. | 


Viertes Capitel. 
Auflöfung ber Dreyede durch Grenzbe 
ſtimmungen. 


l. Aligemeine Idee der Unterfuhung und Belhräns 
kung derfelben. 


1. Es iſt durch die elementariſche Theorie ber tri⸗ 
gonometriſchen Aufloͤſung des Dreyecks Alles erforder 
liche vorhanden, um aus genau gegebenen, hinlaͤnglich 
beſtimmenden Stuͤcken eines Dreyecksumfangs jedes der 
übrigen naͤherungsweiſe bis zu irgend einer ‚beliebig ges 
wählten Kleinheitögrenze richtig berechnen zu koͤnnen. 

Aber bey jeder Anwendung auf empirifche Gone 
ftructionen find jene beflimmenden Stüde nicht genau 
gegeben, fonderh ſchwankende Größen, von denen zwar 
mit Sicherheit, daß fie zwifchen beftimmten angeblichen . 
Grenzen enthalten feyn muͤſſen, aber nicht, welchen von . 
den unzählig vielen innerhalb dieſer Grenzen möglichen 
Werthen fie befigen, auögemittelt werben Tann. Sind 
aber urfprüngliche beftimmende Größen als ſchwankende 
gegeben, fo müffen unfehlbar die von ihhen abhängigen, 
fofern dieſe aus jenen abgeleitet werden, gleichfalß ald 
folche erfcheinen, 

Es gibt alfo Feinen gründlichen practifchen Ges 
brauch ber Zrigonometrie ohne Löfung der Aufgabe: 
aus den beliebig gewählten Aenderungen, welche ven 
urfprünglichen beflimmenden Stüden eined Dreyecksum⸗ 
fanges beygelegt werben mögen, die baburch herbenges 
- führte Aenderung für iebed, von jenen: urfpränglichen 


N 
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abhängige, Stüd des nemlihen Umfangs abzuleiten, 
ſchon aus dem Grunde, weil nur durch die Erledigung 
dieſes allgemeinen Problems es moͤglich wird, auch die 
Aufgabe: aus den Grenzwerthen, zwiſchen denen die 
als urfprüngliche angenommenen Stuͤcke des Dreyecksum⸗ 
fangs liegen ſollen, Grenzwerthe für jedes der durch 
ſie beſtimmten abhaͤngigen abzuleiten, befriedigend zu 
loͤſen. 

Aenderung einer Groͤße ſoll im Folgenden durch 
das Zeichen A, dem ZSeichen der Größe felbft vorange 
ſtellt, angebeutet werben. 

Daß allemal bey der Bellimmung von Aenderun⸗ 
gen eine feſte Kleinheitögrenze flattfinde, unter welde 
hinab die,. folhe Aenderungen ausdrädenden, Zahlen 
nicht getrieben werden follen, bedarf kaum einer Er: 

wähung. 9» u 


2, Eine allgemeine und flrenge Auflöfung ber eben 
genannten Aufgaben führt zu verwidelten und ſchwieri⸗ 
gen Betrachtungen. Will man aber zwey beſchraͤnkende 
Borausfegungen eintreten laffen, welches gerade Diejeni: 
gen find, die in der That bey den wichtigften Anmen: 
dungen der Zrigonometrie in der Negel von fetbft ftatt: 
haben, fo wird eine genügende Erledigung jener Auf: 
gaben, ohne daß dabey über die Elemente hinauszu: 
gehn ein Bedürfniß entfteht, möglich gemacht. 


3, Die erfte diefer Vorausſetzungen ift, daß bie 
Aenderungen, welche mit den als ſchwankend gegebenen 
Winkeln vorzunehmen feyn würden, um fie größer oder 
Heiner zu machen, als fie in Wahrheit find, eine fo 
geringe Größe befigen, daß, wenn ber Winkel 2, jene 


u 
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Drenzanderung deſſelben aꝙ iR, atzt m sin d- +49) 
= sin $ + 08 ® As, und cos(® Äp) : — 608 @ 
— sin$ . A gefegt weibden. könne, ohne der Nähe: 
ung Eintrag zu thun, welche bey bet Beredninig er: 
reicht werden fol. Die gleiche Voraudſetung wird als: 
dann auch für jede andere Aenderung, bie einem ſoichen 
Winkel beygelegt werden moͤgte, gelten, hofern fie ge⸗ 
ringer ſeyn ſoll als feine Grenzänderüng: (©. 364; 8.3. 
Schon biefe eine Vorautſetzung reicht bin; P aus 
ieber Gleichung zwifchen vier Stücken: eines DSreyecs 
umfanged eine neue abzuleiten, welche ben Zuſammen⸗ 
hang zwiſchen den gleichzeitigen Aenderungen dieſer 
Stuͤcke ausdruͤckt. | | 
Segt man in bie erſte Hauptgleichung ber. Trigo⸗ 
nometrie a sinB — b sinA, ſtatt a, B, b, Ay: an 
die Stelle: a + Aa, B + AB, b-+ Ab, —— 
und sin(A + AA) = sin A + cosA. AA; sin(B-+ 
AB)— sinB-+ cosB. AR, fo- ergibt ſich, die neue ents 
widelt,: die anfängliche von der neuen abgezogen, und 
ben. Reft in ı gleicher Ordnung durch biefelpe dipidirt: 


Aa + AB. cotB + Aa AB. cotB = 


. T a x , 
Ab + AA. cotA + Ab. AA. cot A. u 


Die zweyte Hauptgleichung : | 0 
csinA=a sin(A + B), ergibt auf glelde Art: 
(c+ Ac) (sin A A+ AA. cos A)=(a+ Aa) sin(A+-B) 
+ (AA + AB). cos(A + B); welches, gehörig ent: 
widelt, ‚Die Gleichung : 

Ac + AA. (est an coitä +B8)+% ko. A. got = 
. BE Fe 
" oo. W 
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Aa + AB. cola + B)-+ Aa. ‚(AA + 


7 an a 
batbietet. | 
Die. dritte Dauptgleichung : 

b? + c? — 2be cosA = a? gibt (b+ Ab)* + 
(+ Ac)ı — 2(b + Ab) (c + Ac) (cos A — 
AA. sin A=(a+ Aa)?, welche, durch Multiplica⸗ 
tion entwidelt, ‚nach Abziehung der-anfänglihen, und 
dann für Aa, Ab, Ao gefekt: a „Aa b. Ab 


’ — 

a b 

- oc. Ac ergibt: | ⸗ 
ce’: ’ 

f | m 
Ab .b(b—c Ar Ac.c(c—b cosA) AA 
b 

. bc sin A + Ab Ac . or — Ab [) 

tray 

Ao eat ab. a. be int A. J. 

co b c 
. bo sin A *. rn Ac . AA. bc snA = Aa .a: 
2 | Ä a 
ran 


Sfenbar Machen es biefe brey .nenen Sleichungen 
möglich, jede ber Aenderungen, von welchen fie ben 
gegenfeitigen Bufammenhang ausbrüden, aus ben übris 
gen zu berechnen, da fie in Beziehung auf jene Aendes 

‘zungen als unbefannte Größen, fofern biefelben Win 
keln angehören, nur vom erften, fofern fie Seiten be ' 
treffen, in der Regel eben fo befhaffen, und blos in ! 
zwey Fällen vom zweyten Grade, mithin alle biret | 
lösbar find, ü 
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4. Die Ausfhhreung diefer Unterſuchung erleichtert 
ih nod anderweitig bebeutend, wenn man eine zweyte 
yefchränkende Votausſetzung hinzutreten zu laſſen bes 
:ehtigt iſt, weldhe, wie bie erfte, bey ben Löfungen 
yerjenigen das Dreyer betreffenden Aufgaben, die auf 
empiriſchen Datis ruhen „ in ber Regel immer gemacht 
werben darf. Es mögen diejenigen Slieder in den vorz 
hegenden Gleichungen, in denen kein Kastor -vorlommt, 
welcher eine Aenderung (ed fey die einer Seite oder die 
eines Winkels) darſtellt, Größen der Oten Dimenfion; 
diejenigen, bie nur einen folchen Factor ‚enthalten, Grös 
Ben.der erfien Dimenfion u. f. w.; allgemein biejenigen, 
welche ein Product aus, mehreren folden enthalte 
Größen von höheren Dimenfionen genannt werben. 
Sind. nun . die vorliegenden Größen fo befchaffen, 
daß in den aus” ihnen gebildeten Bleichungen bie 
Glieder der höheren Dimenfisnen „gegen. die ber erfien 
mweggelaffen werden dürfen, weil dieſes Weglaſſen bem 
Werth des jedesmal Geſuchten erft jenfeitd der Klein⸗ 
heitögrenze,' bie für daſſelbe flattfinden fol, affizirt, 
fo Fünnen die Gleichungen für den Zuſammenhang der 
%enderungen in Sleihungen des eriten Grades der eine 
fachften Art zufammengezogen werben. 


5. Die Bedingungen, unter denen aus ben vorlier 
genden Gleichungen alle Glieder von höheren Dimenfio« 
nen. alö die erfle weggelaflen werben dürfen, ergeben 
fi ch aus folgender Betrachtung. 

Alle drey Gleichungen kommen, unter 5 dad Ge 
fuchte, als eine Größe ber erſten Dimenfion, unter O, 
N gegebene Größen der Dimenfion 05 unter prund q 
gegebene der erſten; unter z:u0d x gegebene, die noch 

26* 
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'über die erfie hinausgehn, verflanden, auf eine von 
den beyden nachftehenden Formen zurüuͤck. Ä 
Entweder fie haben die Geſtalt (OH gdds—=p+* 
Alddann wird = = p+t* Sobald der Unterfchie 
ui g+q 
zwifchen if Sröße und pP weniger als bie Klein 


Q 

heitsgrenze für z beträgt, hätte man biefen Werth bei 
z aus der anfänglichen Gleichung, bie Blieber höher 
Dimenfionen aus ihr weglaffend, erhalten koͤnnen. 

Oder ed findet die Geſtal Rz + (O+g +: 
—p-+rfatt Heißt, für den Moment, Q +g 
+x=-S5S,p+t”r”=[T, fo bat man Rz? +8Sı 
— T. Die Löfung diefer Gleichung gibt: 
| z=y(5 + 1T)-89= 


4R® R OR 
S var) 8. 
OR 2R 
Nun list V(1 + am zwifhen 1 + 2RT und 
’ 82 
41+2RT — ar). , fobald 4RT ein echter Bruch 
Ss 5 
iſt **8). Wenn * =) = R An 


*) Hier kann nur ber pofitive Werth der Nabicalgröße gelten, 
weil für T= 0 au z = 0 feyn fo, ° 


*) ‚Beiße IRT = x. MIN — I-xH+Yx; : 
2 

hingegen AH Ya? IH Yx2ll— Yır), | 

alſo, wenn x ein echter Bruch ift, das Erſte ſtets größe, - 
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unter die Klemheitegrenze faͤlt, fo hat man ¶8 
SR’ 
Ham) _ 8= 7 Benn alfo ferner ftatt 
OR , Ss’ . | j 
T= PpPF ohne Verletzung der Kleinheits⸗ 
Ss Q+14+x 
grenze p_ gefegt werben darf, fo erhält man für z das⸗ 


F 

ſelbe ‚ was bie Weglaffung aller Guieder von hoͤheren 

Dimenſionen in der anfänglichen Gleichung ergibt. Im 

gegenwärtigen Falle find alfo die Bedingungen, auf bie 

urfprünglich gegebenen zurädgefühtt: daß pt = 
O+qartx 

—p wm Rp+ rn)? _ beyde weniger betragen, 

2’ RA+gıtm" 

ald die für. die Beſtimmung des z feflgeftellte Klein: 

heitögrenze, 

6. Angenommen nun, die leicht anzuftellende Unter- 
fuchung habe gezeigt, daß in der That, unter den für bie 
Arnderungen der Stüde eined Dreyecksumfangs ftatthabens 
- den Beflimmungen, die Sleihungen zwifchen ihnen auf 
Gleichungen des erften Grades, deren Glieder die erfte Dis 
menfion nicht uͤberſchreiten, zuruͤckgebracht werden koͤnnen, 
ift es fofort auch geftattet, jene Gleichungen zwifchen ‚den 
Aenderungen Überhaupt zu dem Zwecke zu benugen, 
dag man aus den Grenzänderungen ber urſpruͤnglichen 
Stüde, eine pofitive und eine negative Grenzenderung 


das Zweyte ſtets Keiner als L+x ift, fo liegt VI + x) 
zwifhen 14 Ar und I- Yx — Yx’. 


aut 


deg jedesſsmal durch fie zu -beflimmenben abhängigen: er: 
halte. Wenn allgemein unter Au, Av, Aw urfprüng: 
liche Xenderungen, unter A, B, C Größen, die von 
ihnen unabhängig, und als befannt ‚gegeben find, ders 
ſtanden, z = AAu + BAv + CAw, . und ma 
‚Au, Av, Aw zu groß nimmt, fo. werben audy einzeln 
AAu, BAv, CAw zu groß; und wenn man die Zei⸗ 
chen von Au, Av, Aw fo einrichtet, daß jene Glieder 
alle pofitiv werben, To erhält man eine pofitive Sum: 
me, zu groß für z, mithin einen pofitinen Grenziverfh 
für daffelbe 2, berechnet aus den Grenzänderungen, in 
welchen Au, Av, Aw außdlaufen, für deren jebe ein 
x Yofitiver und ein negativer Werth gegeben if. Der 
negative Srenzwerth für z ergibt fi aus derfelben Re⸗ 
‚gel, nur in ihrem Auddrude die Worte pofitio und 
negativ verwechfelt. Beyde find blos dem Zeichen nad 
verfchieden, wenn das Gleiche für die urfprünglichen 
Au, Av, Aw flattfindet. Es genügt alſo alsdann, 

blos den pofitiven zu berechnen. 


- 


| Sobald Hingegen die abhängigen Aenderungen 
vermöge ber urfprünglichen durch Austrüde gegeben 
werben, in benen nicht alle Einfluß habenden Glieder 
blos von der erften Dimenfion find, ift e8 viel ſchwie⸗ 
tiger, Grenzwerthe für fie aus denen der urfprünglichen 
abzuleiten, und wird aus diefem Grunde mit Recht bie 
vorhin genannte einfachere Vorausſetzung zum Gegen: 
ftande einer für fich beftehenden Betraditung gemadıt, 
wie fie, auf die Grundzüge befchräntt, in den nachfol⸗ 
genden SäRen enthalten ift. 
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1) 


m. "Senihiene‘ Kafıöfung der Drevide unter 


einigen Befäckntungen 


Unter ber Vorausſetung, daß in der That bie 


| ur bie Seiten. Pividirten Grenzänderungen ber Sei: 


i 


ten. fowohl, ald bie ber Winkel, fd ein find, daß bie 
in ben vorhergehenden Sägen näher bezeichneten Bes 
dingungen, und zwar nicht allein der erften Art, wel: 
heidarakf. ankommen, bag, wenn A einen. gegebenen 
Winkel bebeutet, AAa von AA um weniger ald bie 
feftgeftellte Kleinheitögrenze abweiche, fondern aud bie 
der zweyten Art, welche für jede einzelne Aufgabe eine 
befondere Betrachtung erfordern, als erfüllt angefehn 
werden Tönnen, läßt fich jeder trigonometrifchen Formel, 
wonach aus brey urfprüngliden Stüden eines Drey⸗ 


ecksumfangs ein vierted berechnet wird, eine zweyte 


beygefellen, wodurch, aus den beliebigen Aenderungen 
jener urfprünglichen, bie dadurch beftimmte Aenderung 
des vierten im Allgemeinen, und alddann auch aus den 
Grenzänderungen der erfigenannten, Grenzänderungen 
für das legte gefunden werden koͤnnen. Es muß bier 
genligen, nur die Formeln felbft, und die Bedingungen 
ihrer Gültigkeit, gehörig abgeleitet, aufzuftellen ; der be: 


quemſte Mechanismus ihres Gebrauchs, welder aller: 


dings fernere Entwidelung verbient, fo wie eine Reihe an: 


‚berweitiger, böchft intereffanter, Unterfuchungen über Die 
‚Heinften Werthe, welche die Grenzänderungen erhalten 


innen, wenn man die urfpränglichen Stüde des Drey⸗ 
efdumfangs nach Willkuͤhr anzunehmen ſich vorbehalten 
darf, würden Betrachtungen nad) fidy ziehn, die über 
die Grenzen eines Grundriſſes hinausgehn müßten, obs 
ſchon fie ſich elementarifch vollenden ließen. - » 

Ä | 
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‚Aufgaben, bie das rechtwinklichte oder glejchſchenk⸗ 
lichte Dreyed betreffen, muͤſſen unter die allgemeinen 
Formeln, als beſondere Säle fubfituirt werden 9. 


A. Aus ‚den erften Hauptgleichung der ærigouo⸗ 
metrie: asinB — bsinA, loͤſen ſich zwey Aufgaben: 


1. Aus zwey Winkeln, A; B, und ‚ber Gegenſeite 
des einen, b, dig des anderen, a, zu, finden: 
a= bsnA . 





— sin B Bu .” 
Zu dieſer Formel gehoͤrt: — 
da = Ab + AA . cotA — ‚AB . cot B.. 
a bb 
Gültig, wenn. der aus ihr gefundene. Werth von Aa 


a ‚I 
*) Man Kann allerdings annehmen, daß in einem Dreyed 
der eine Winkel ein für allemal ein rechter feyn fell, und 
bann läßt fih eine befondere Theorie für den Zufammen: 
bang zwifhen den Aenderungen von zwey anderen ur—⸗ 
fprünglihen Stüden feines Umfangs, und: ber Aenderung 
des dritten, jedesmal durch fie beflimmten, durch Ausars 
beitung eigener Formeln für das rechtwinftihte Dreyed, 
entwerfen. Aber practiſch ſind ſolche Betrachtungen leer, 
und können leicht durch ungebührlichen Gebrauch zu wi: 
derſinnigen Reſultaten führen. Iſt der rechte Winkel in 
einem Dreyecke durch Meſſung als ein ſolcher erkannt, ſo 
kann er nicht umhin, wie die Übrigen Stücke des Umfangs, 
eine ſchwankende Größe zu ſeyn; fobald aber diefes der 
Tall ift, finden die Formeln für das rechtwinklite Drey: 
ed, weil in ihnen der rechte Winkel gar nicht repräfentict 
wird, keine Anwendung bey einer Unterfuhung, welde 
auf eine als möglich vorauszufegende Aenderung dieſes 
rechten Winkels mitbegründet werden muß, 


x 
[ 
. . 
‚ : “8 


‘ 
J 


vermehrt um a . sera, und dividirt durch 


14 —X ach ſich dieffeits einer Kteieitögrenze 
nicht Ambert, - 
Man wird" sen poftti tioen Grenzwerth für da ers 


a 

halten, wenn man in biefer Formel, falls 

A, | B; für. Ab u näd, AB, 

. bi... J 
den poſiliven, den pofttiven, den negativen 


wit 
Kumaf, bie), iſt den pofitiven, d. negativen, den negativen 
. fpig, flumpf ), den pofitiven ‚ ben oſitirea. den poſitiven 


Gremwerth ſeht. 
Sind die Grenzwerthe von AA und KB Der Größe nad) 
gleich, fo wird im erften Falle der Grenzwerth fuͤr 
Aa — Ab + AA: ot A + cotB); 
a b 1* 
im zweyten und dritten = U 
- = Ab + AA. (cotA\— cotB). 
DD . \ | 
2, Aus zwey Selten, a, b, und dem Gegenwinke 
der einen, A, den der anderen, B , zu finden : : 
. äinB = b sinA. Ä 


J a 
Mit verbindet ſich: 
6 — Aa + A . cot : cot B. 
F 


Geltend, wenn das aus ihr berechnete ÄB, im Bähfer 
sum Ab . AA! cotA, im Nenner um Aa . cot B 
——— EEE 
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vermehrt, ſich um weniger, altß 5 feine. Kleinpeittgrenge 
befrägt, ändert. 
Der pofitive Grenzwerth von AB ‚wir ‚erhalten, 
wenn darin, fals 
Ar Bi für Ab da AR 


| U 


—9 
& 
\ pie fe); ber pofitive, bee megative, ber pofitive 
flumpf, Die if ber menatioe, ide 
fig, ſtump vr negative, der pofitive, ber negative 


— ſubſtituirt wird. 
Wenn der Groͤße . die Bren werthe von Aa 
a 
und Ab gleich find, fo wird ber von ÄB= =(2&b Ab + 
mn bb Ä | bb 
AA.cotA): cotB. Ä 


B. Aus ber zweyten Hauptgleichung ber Trigo⸗ 
nometries csinA = asin(A + B), fließt die Loͤ⸗ 
ſung von vier Aufgaben: 


3. Aus zwey Seiten, a, c, und dem eingeäefe 
nen Winkel, B, einen ber anderen Winkel, A, zu fin 
ben: wtA= c—a cosB 

asioB 


Dazu gehört : 


zu 
‚2 = (da de + Boa 4 Bm): 
C 
(cot A— cot (A + B)). 
Fan 
Anwendbar, wenn bad gefundene AA, im Zähler um 
Aa . AB. cot(A + B), im Nenner um — Aa. 


a a 
cot(A + B) + dc . cot A vermehrt, um Weniger, 


| 7 | 
als feine Kleinheitögrenge beträgt, geändert wird. 


= | au 


Br Sie gibt den poſitjven Grenzwerth von ÄA, wenn, 
falls A+B, A; für Aa ‚de - AB . 
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bit Mr Ä der pofitive, ber negative, 'ber pofltive 
j Srenmerth nefeht. wird, 


iſt ve pofitive, ber negative, ber negative 
der negative, ber vr der negatie. ” 
Wenn Aa und Ac gleich große —*— haben, 
T F. 


ſo wird der des = (2 . An + ÄB co A+B)): 
a 


[4 


(cotA —(cotA + B)). 


4. Aus zwey Seiten, a, c, und dem Gegenwinkel 
der einen, A, den von bepben eingeföloffenen Winkel, 
B, zu finden: 

sin(A-+-B) = csinA; A+BD—-A=B. 

a 


Zu dieſer Kormel gehört: 
AB 


= a — ba + A. (cot A — 


eot(A + By: cot(A + B). 
Diefe Formel ift ficher zu brauchen, wenn Ihr Werth 
für AB, im Zaͤhler um N 
(= cotA — da . cot(A-+ ») AA, 
a 
im Nenner um da cot(A + B) vermehrt, ſich weni: 
a 


ger ändert, als die Kleinheitögrenze bes AB beträgt. 


Ala 
: Mani: wird. ben poſttiven Srenwent fe a ei: 


kätten,, wenn han. ‚falls | n 
At A; für dc La AA 


[| U +7 " [| U 0) . 
. ’ 
c a 


fein, fpig ben pofitiven, ben negativen, ben pofitiven 
le fpi z iſt d. negativen, den yofitiven, den negativen 
ſtump ſtump d. negativen, den pöfttiven, den pofitiven 


Grenzwerty ſubſtituitt. - 

Haben. ‚da ‚und Ac ber Sie nad —* Sm 
. Wo s a. — * 
werthe, ſo iſt der des — 240 4 AA. — 


cot(A + B)) : cot (A + B). 


5, Aus zwey Winfen, A, B, und ber Gegenfeite 
des einen, a, Die von beyben. Winkeln eingefchlofiene 
Seite, c, zu finden 
c=.asin(A + B) 
| sin A 
Zu diefer Formel gefellt fich : 
— nn 
Ac = da + AB. cot(A + B) — AA. 


\ C a 
(cot A — cot(A + .B). 
Stattbaft, wenn das gefundene dc De um 


. (AA + AB) —* + B) 
ey . 
Pan 
vermehrt, und durch 1 + AA . cot A dividirt, fi 
um weniger, als Die Kleinheitögrenze für Ac beträgt, 
. C 5 
aͤndern wuͤrde. 


° 


—W U as 
Man ii end Ye dan Allen Bra de 


Ac wenn, falls 
’ 
c 


« 
er 


23797 


AHB, A; “m, AR, E — 


Zube, der ntgative, der vofttive 

ofiti ber negative, - ber 
„ae z ver Dot — —— — der 3* 
Grenzwerth geſetzt wird. rd 


Sie gibf, wenn die Grengmerthe fuͤr AÄ und AB der 
Sröße nach gleich find, den des Ac im erflen und 
dritten Jal = da + AB . cotA, dm zweyten 


— da + AB .(2oot(A + B) — cotA).. 
a . “ . ‘ | . “ " j 


6. Aus einer Seite, ec, und den bayden Ihr anlle⸗ 
genden Winkeln, A, ß, eine der anderen Seiten, a, 
zu finden: ir 
ı @a—= csinA 
sin (AB) 

Mit ihr verbindet fi: 

da = A + Ak. —8 — * + 2) _ 

a 75 

AB. cot(A +.B). u | 

Sie gilt, wenn dad aus ihr borechnete Aa um Ae 


N 


N 2 
b a 


c 
oo. . Fa — 
. AA cot A vermehrt, und dur 4 440 (AA 4 AB) 


. cot(A + B) dividirt, fih um weniger, als ſeine 
Kleinheitsgrenze ausmacht, verändert: 


als 
2 ai dm ofen ienwenn dee 2a wenn 


in ihr, falls \ | 
A-+B, A; für dc. - AA, . AB 
—, 
C J - 
le EEE Ei 
ber pofitive, ber’ negätive, poſſtive 
Grenzwerth in ihr ſubſtituirt raid, FR 


. Sind die Grenzwerthe von AA: und AB der Größe 
nach gleich, fo gibt fie im erften und. dritten Falle den 
‚„ für Ja = Ao ‘+ AA. cotA, im zweyten = dc 
— — —5—— Er 
+ÖAA.(otA— 2. cot(A + B)). 


C. Aus der britien Hauptgleichung der Trigono⸗ 
metrie: b? + c? — 2be. cosA = a?, erledigen 
ſich folgende drey Aufgaben : 


7. Aus zwey Seiten, a, b, und dem Gegenwintel 
ber einen, A, die dritte Seite, c, zu finden: 
bcosA + Y(a? — b? sin A?) = c. 
Dazu gehört: 
dc — (Aa · aꝰ — db. b(b — c cosA) — 
ce a b 
N 
BA: be sinA):c(c—b cosA). 
Ihre Gültigkeit erfordert, daß der gefundene Werth 
beö dc, im Zähler ums ( da)? .ar — fAb\?.b? 
Cc_ a. 2 a 2 
a " M 
— bb ..AA . be sinA, im Nenner um (AA. sinA — 
b 
Ab . coS A Ab. sin A) bo vermehrt, ſich um 
b b | 


4 45 
nicht: fo viel andere, als bie Meinfeitögrenge des Be 


beträgt, und dad Quadrat diefed neuen Bruches, mit 
einem anderen "multiplicirt, der gleichen Nenner wie er, 
zum Zähler. aber '%c? hat, unter jener Kleinheits: 
"grenze bleibt.“ 
Dieſe Zormel gibt den pofitiven‘ Grenzwerth bes 

‚de ’„ wenn, fall 
© R 

b 0, Men db AR 

ee’ ».: \ 
>coA, Peni ih der voftige, ber negative, ber negative 


p osA, geonA" der negative, ber pofitive,, ber pofitive 
«caA, P.owA") ber pofitive, der negative Fi ber negative 


en. ihr gefegt wird. 
Sins" We Grenzwerthe für Aa und Ab gleicher 


a b 
Größe, fo gibt fie im erſten und zweyten Falle ben bes 
de = (da .(a +beb— c.cosA)) — 
c a | 
en 
SA. besinA):c(c—brcosA), 
im britten | 
—— (da (a —b.(b — c cosA)) — 
a f | 
AA . be sinA):c.(c—bcosA) 


+ 


| *5 Ee verſteht ſich eigentlich von ſelbſt, daß, ſobald b < 
C 
cos A, aldbann c —> cosA feyn muß, fo wie, baß der 
b 
Wall b <— cosA und e < cosA undenkbar iſt. 
7 F. 


2‘ 


j . at 
» . ; ‚ 
R ‘ j . p . 
. N J N 
. m. * ⸗ * 
. Pe a “ 
‘ {) » 2 J 


RA ai, sen a 


- gefehloffenien Winkel, A, bie Deitte Seite, a, zu finden: 


Fans ze yor Fa obs dag . 98* 
hehlae Die Gonna ul mt 
Aä ra Br ah 

a b, nn ar 2, 


* vπ innyit ER "b6 PR 


ERIE: 


Ky: sättig, menn das —* ihr | — An, pi | 


man feinem zahler 

eb)" Wr. ® rien + 
2) ‚äh. run 4 Au, cogA J zutn 
nice fo vie, als fine Sfeubeligeeig ansmgdt, gein 


dert wird, auch das Quadrat des fo entflanhenen Brucdel, 
zur Hälfte genommen, unter biefer Keinheittgrng 


‚bleibt, . __ 
Sie gibt den pofitiven Geyer bed Äa, wenn 
4 was . 
man in ihr, falls EL 
b. C . für Ab . A .. BA 
eb...” 0 a: 


>coaA, BcasA), den pofitinsn, ben pofitiven ; den voſttwe⸗ 
eoSs A, 4S cos A iſt gm pofitiven, ben negativen, den pofitiven 
«cosA, cos A den negativen den poſitiven ben vofifigen 
Grenzwerth ſubſtituirt., 
Sind bie Grenzwerthe von Ab und Ac gleich groß, 
b eo | 
fo ai ſie den von „da im erſten und dritten Bade 
RB a - 
W 


47 


J 


me Ab FAR. beuiahr im mwenten 


= 4b.(b — ct) + AA.. be sin 
b a? S\ a? " 


9. Aus den drey Geiten, a, b, c, einen Winkel, 
A, zu finden: 
coA=b!-+c?— a! 
2 
Dazu gehört bie Formel: J 
= (da .a” — Ab .b (b — ec caA) — 
a» 
dc .c(c—b cosA)) : bc sin A. 
c 


Sie ift zulaͤſſt ig, wenn das nach ihr derechnete aA, im 
Zähler um ' 
Aa — — ( bc . c 
ERSTE ZI 
Ab . Lc .cosA, im Renner um 
er 
ei + dc + Ab =) AA. be sinA 
c b 
| vermehrt, ſich um weniger ändert, als feine Kleins 
heitögrenze beträgt. 
Sie gibt den pofitiven Grenzwerth des AA, wenn 

in ihr, falls 

b- cc, für Aa Mb 5 he, 
5 a’ »°’ c 
> cosA, ->coA der pofitive, ber negative, ber negative 


> caA, 4deosA | if der pofitive, der neaative, der pofitive 
eosA, > coA ber. pofitive, ber vofltive, der negative - 


Grenzwerth geſetzt wird. | 
a | 


J - 0 rs 
[RN . . 


u ’ i . .. 
ww .» " —W N) . 


Ent Inte ne —8 in sage 
b . 
Große, fo Wirt De De Da im een Be 
| = Ad. :' 2a N —— 
a. be sinA 2- Bu 
The... (aꝰ HER), 0 
a. bein 
im beitten en ” 
== da . (a3 + e — be 
a... be sinA_ 


N 
1] 
’ 
\ . 
* 
or * 
J 
” 
— — — 
J 
X 
4 
—R 
[} 
wur; Fan 
* 9 ie 


- Drudfehler 
©. 51. 3. 4. ftatt leſten Lies vorledten. 
— 51. — 7. v. u. fl Viertes I. Fuͤnftes. 
- IM. 7. v. v. ſt. VLV. 
- 3 -12. t. Ya) (Var 
122 3. ſt . ... 





logb,,_ loge 
122. —10. ſt. rare 


—130. — 1. fl. einen I. feinen. 

-138. — 2. v. u. ſt. 61. — 6. 

— 139. — 3. v. u. ft. 5108484835 1. 494848485. 

— 140. — 1. v. u. fl. ‚28674 I. ‚28576. 

— 147. fehlt zwifchen 3. 18 u. 19 die Beile 653515999. 

— 147. —11. v. u find als Decimalen ‚56547 zu fegen. 

— 15% — 4 v.u.ft. ‚333333 unfeblbar bis in feiner, » ‚333333 
unfehlbar bis in feine legte. 


— 156. — 3. v. u MRaulben 
— 161. — 1.v.u ft. s81 
-174. — 5 vu fl ausüden ausfallen. — 
— 176. — 2. v. u. fl. —B L a 
— 177. — 6 ft. fie 1. fie ale. 
— 219. — 5. fl. Bib. 
— 155. — 7. ft. BCB, ACG Il. ACB, BCG, 
— 174. — 10. ft. AED L AEB. , 
— 319. — 2.0. u. fl. AC I. BC. 
-321i. — 5.fLALB 
— 321. — 5. v. u. iſt binter AD zu fegen (fig. 59.) 
— 2 fl. (fg. 1 (Se. 58.). 
— 359, — 8 v. u. ft. C. 
— 362. — 8.» u sind Pa sin a. 
— 364. —12. v. u. fl. b,cosa l. B. cos a. * 


-370. — 4 u. s. ft. CD I. BD. 


— 401. — 4u.5. v. u. muß sin‘ A+-B)+(ZA-+ SB). cos(A+-B) 
eingellammert werden. 


. 


Tafel 
der | b 
Briggiſchen Logarithmen 


für alle Zahlen von 1 bie 10000. 


Steht Hinter einer abgebrochrnen Zahl in dieſer ober in ber nachfolgenden 
Tafel unten Bein Punct, fo beträgt daS bey ihr durch Abbrechen Weg» 
gelaffene weniger ald die Hälfte einer Einheit vom Range ihrer letzten 
Decimalſtelle. 

Steht ein Punct hinter ihr unten, fo beläuft fich das, waß bey ihr weg⸗ 
gelaffen worden, auf mehr als bie Hälfte einer Einheit vom Range 
ihrer unterften Decimalftelle. 

Steht Kein Punct hinter ihr oben, fo ift dasjenige, was bey ihr durch Abs 
brechen weggelaffen worben , tleiner als bey der ihr unmittelbar vor⸗ 
angehenden. 

Steht ein Punet hinter ihr oben, fo iſt dad durch Abbrechen wezaefallene 
bey ihr größer old bey der nahtvochergeenben. 


| - 
| 2:| 3 4 
— 21 ‚ 301023 | 7712 rn ⁊ 
1,00008. 1,07918 1. 1,11394° 1,14813 : 
130108: : 1,34243 1,361723 j LER 
1417132 1,50814? 1,61881 A,53147 : 
1,00308: : 1,93334: | 163316. | 1,64345 
1,00887 1,l1000° | 1,72427: | 1,7328 
1,17818. 1,19238 2,7083 1,90817 : 
1,84309 . 733 1,968333° 1,96928 
1,00309:- 1,91881 1,919073 D 
LM’ ır 19 17 2 
-. 200860 2,012383 1 3,01708 
2,019231: 4% 8 
. | 2,0299. 
2,12057° 2,12335 2,12710 ° 
23,18228. | 2,15533. | 2,1576 
2,18184 2, 2 . 
2,20951. |' 2,312183 2, ve 
2,33582 3 2,33308 . 2,24084 ı 
2,30007 2,20315 235491 : 
2,3333 en 77 ; 2,39780 
2 2,30535 2,80749 3 2,30963 
a 2,323633 : 2,33337 3 2,33041. 
2. 2,31635 ° 2,3193 . 2,350 : 
2 2 23,30736 . 2,3021 . 
M_ 2,35331 * “38560: | ’ 2,33738 ı 
235 \2,49 140 2,40312 2,40483 
25 2,41830 2,41995 1 2,1310 
27 2,13456 , 2/36 16 2,413716 
23 2,15034: 2,45178. 2,45331 : 
R* 2, 40538 2,460686; 2, 40831 
30 2,13000; 2,49144 23,43297 
31 2, 19415 2,495534 2,49392: 
32 2,30785: 2,50920 2,51054 : 
33 2,52113: 3,52214 2,52374 : 
31 2:,53102: 2,53529 2, 2 
35 2,51654 2,51777 ° 2,54900 : 
36 2,55970. 2,55990 : 2,56110 
2,57054 2,57170: 2,57287 
, 2,38206 2,98319 : 2,58133 
2,593171 2,59328 . 2,59439 2,59549 : 
2,60314 2,60122: 2,60330. 2,60638 
2,61 384 2,61489: 2,61595 2,61700 
2,62428 2,62531° 2,62634 2,62736 : 
2,63 117. 2,63548 2,636 18: 2,63748: 
2,643 45 2,614443: 2,64512 2,64810 ° 2,64738 
2,65321 23,65417 ° 2,65513: 2,65609. 2,65705 . 
2,66275 : 2,663 70 2,66164 ° 2,66 358 2,66651 : 
2,67209: 2,67302 2,6739 4° 2,6746 2,67577 : 
2,69124 2,68214: 2,68304 : 2,6239 4: 2,63484 . 
2,60019. —A 2,69190: 2,69294 : 2,069372 : 
SEE 
2 3 4 





sauan BUNME 


4 


5 


0,69897 
1,17609 
1,3979€ 
1,54406.. 
.1,65321 


1,74036 
1,81201 
1,87506 
1,97778 
„02118: 
3,06069: 
3,09691 
2,13033 
2,16136: 


2,19033 ° 
2,21748 ° 
2,26717 


. 2,29003 ° 


23,31175° 
2,33213 : 
2,35218 

2,37106: 
2,33916. 


2,40654 
2,42324: 
2,43933 
2,45484 
2,16982 


2,48429: 
2,19331 
2,51188 
2,52504 
2,53781 2 


2,55022 
2,56229 ° 
2,57403 
2,58546 
2,59659: 


2,60745: 
2,61804: 
2,62338. 
2,63348 .. 
2,61836 


2,65801 
2,66745 
2,67669 
2,68574 
2,69460. 


5 


6 7. 
\ 
0,77815 ° 0,84509: 
1,20111: 1,23044. 
1,41497 ° 1,13136 ° 
1,55630 1,56820 
1,66275: 1,67209: 
1,74818: 1,75687 
1,91954 ° 132607 ° 
1,89031 ° 1,35649 
1,93449.. 1,93951 : 
1,93227 1,96677 
2,02330. 2,02039 
2,0645: 2,06818. 
2,10037 ' 2,10380 ° 
2,13353: 2,13672 
2,16135 2,16731: 
2,19312° 2,19589: 
2,22010: 2,222371. 
2,2755 1 2,24397 ° 
2a “ 2,27184 
2,29225: 2,29446 : 
2,31396 : 2,31597 
2,33415 2,33645 : 
2,35110; 2,35602. 
2,37291 2,37474: 
2,39093. 2,39269: 
2,4083 : 2,10993 
2,4243 3 2,42651 
2,14090 : 2,41247: 
2,45636: 2,49788 
2,47129 2,47275: 
2,18572 2,48713: 
2,19965: 2,50105: 
2,51321: 2,51454: 
2,92533: 2,52762: 
2,53907. 2,54032: 
2,55144: 2,55266. 
2,56313 2,56466 : 
2,57518: 2,57634 
2,55658: 2,5877 
2,59769. 2,59879 
2,60252: 2,60959 
2,61909 2,62013: 
‚ 2,62940: 2,63042. 
2,63948. 2,64048 
2,64933 ° 2,65030: 
2,659296 ° 2,65991: 
2,66838 : 2,66931. 
2,67760: 2,67851. 
2,68663: 2,68752: 
2,69548 2,69635:: 
RR) 
6 I 7 


8 


0,90303 : 
1,25527 
1,41715: 
1,57973 
1,63124 


1,76312: 
1,83250: 
1,39209 ° 
1,91443 

1,99123: 


2,03342 
2,07188 
2,10720: 
2, 13937: 
2,17026 


2,19865. 
2,22530: 
2,25043 

2,27415: 
2,29666 - 


2,318306 ° 
2,33343. 
2,35793 
2,37657. 
2,39445 


2,41161: 
2,42813 
2,44104 

2,15939 * 
2,17421. 


2,492355 
2,50212. 
2,315*7 
2,52691. 
2,54157. 


2,55388 

2,565834: 
2,57749 ° 
2,38893 * 
2,5993 ° 
2,61066 

2,62117: 
2,63144_ 
2,64147 ° 
2,65127: 


2,66086. 
2,67021. 
2,67942 . 
2,6884} . 
2,69722: 


8 


9 


0,08434. 
1,27978 
1,46239 - 
1,59 106 ° 
1469019 : 


1,770% 


1,83884 : 


1,59763 : 
1,94939 
1,99563 . 


3,3742 : 
2,0755% : 
2,11058 . 
2,14301 

2,17318 : 


2,20139 : 
2,22788 . 
2,35285 ° 
2,27646 
2 29885 


2,32014 : 
2,3404 

2,35983 : 
2,378339 : 
2,39619 ‘ 


2,41329 : 
2,32075 
2,44560 
2,46089 : 
2,17567 


2,48995 : 
2,50379 

3,51719 . 
2,33019: 
2,51232 . 


2,55509 * 
2,56702 . 
2,57863 : 
2,5894 : 
‚2,60097 


2,51172 ° 
2,62221 

2,63248 ° 
2,64246 ° 
2,65224 . 


2,66181 
2,67117 
2,68033 - 
2,639 - 
2,69510 


.9 


Sn 


‚1 


423 


-“ 


222223 LERSE TESTER LESER 


0 


1 


2 


3 


855: 
299: 
733. 


4 





7 
339° 2415 1'508: 
°130: 17264: |?319 
"15: |"093. |*ı3ı 
835° 916° y97 
639. | 719 7#: 
439 507 5698 : 
204. "29. 358 
966: |"043 |" 117: 
713: 789: | 868: 
451: | 524. | 597 
“175. 2347 |>aı8: 
887. 958 033: 
539 657° | 736: 
"277 1*345: 2413: 
55: ,*023 ,*090° 
624 090° | 156: 
"2832 "347° *412: 
930 9: 059: 
569" 632° : 695: 
"193 .*260: *323 
818: 880 | 941: 
439. : 491 551: 
"033. "093. *133 
623: ' 687: 746. 
"215: ‚273: “333 
794: 852 909: 
366 | 422: | 479. 
930° | 936° |*042 
436: | 542 597° 
"036: I*Oyı |*145: 
579. 633. 687 
“115: |*109 12222 
649 693 730: 
"163: |*220. |*272. 
635: | 737 733° 
"196. |*247 12298 
701° 751: 801: 
"200: |"250 |*290: 
694° 713° 792 
"182 1*230: |°279 
664: | 712. 760. 
"142 |*189- |°236: 
614 661 707 : 
-03L |*127: |*173: 
543 589 634: 
*000 "015: 2091 
452: | 497. | 542. 
900 944: 939 
343: | 337: 431: 
782 | 825: | 869. 


916 





7 





319 
9 
327: 


803. 
‚234 

751. 
*220 

630. 


136: 
537. 

»033: 
475. 
913 


8 










































































i REN I 
jelal2|s/#|sjejr]|sjo 


miie2:| 124. | 246 168. 169, | 241 233 254°: | 276 297, 
319. 311 | 362: | 334 405: | 427. 





5133 
35 s I 873 599: | 921 613: 728 
7149: 770: 7923 613: 835 856 Yil 
963 | 934° T’005° T*026: |*018 ’069° ’154 
175°| 196: | 317: | 2332 | 260 231° 365 
1336: : 5 4333 | 449: | 470: | 493 576 
397 | 618 B 639, 60. 701. 795 
S06 | 837 848 86R : 889. 910. 993 
014.| 035. | 056 076: | 097. | 118 201 
231: 2342. | 263 283: | 304. | 325 407 
413 | 433: | 469 459: I 510 531 613 
63:| 651 674; | 694: | 715 135 8 817 r 
si 863 878: | 899 919 939 : eo 
041°] 081: 081: 102 122° 142 223 + 
213:] 268 224° | 304° | 324: 314° 425 ° 
445 | 463° 485: | 505: | 5435 545: 625 2 
615:| 665: | 685. | 705. | 795 715. 825. 
845.| 865. 885 905 925 945 »0921. 
044 064 034 103 : 123 143 222. 
213 263 231: | 301 321 340: 419. 
439 | 459: 478, 4983 517: | 537 615 
635 | 651: 674 693 713 33 811 
830°| 849: | 669 838: | 908 997: °005 
024:| 0944 063; | 082: | 102 121: 198 : 
318 2 256: | 276 295° | 314 391, 
410:| 430 419° 465° 497: | 506: 543 ° 
602:| 621: 610, | 659: 679 699 ° 774° 
293°] 8123 | 831: | 850: | 869: | 888: 96. 
983.| 002. I°02ı1 |*040 |*059 |*ro73 *133> 
172.1 191. 210, 229 249 267 343 
361 379: 393. | 417 436 455 530 
518: 367 536 604 8 623 612 716° 
35.1 753 772: 791 810 823 > 903 
921:| 940 958: | 977 995: 014 » 098 
06:1 125 143 : 162 180 199 272: 
291 309: 327: 346 364 353 456 > 
474:] 493 5tl° 529: 548 566‘ 639 * 
657:| 675: | 694 712 730 748 821: 
8395| 857: | 876 | 894° | sı2° | 930: *003 
021 039° 057° 75 093 111⸗ 133 > 
201:| 219: 237: 255: 273 291 363. 
331 399 417 435 453 471 512. 
6B.| 578. 596 614 632 649: 721 
738 756 774. 792 810 827: 898 > 
916.) 91 952 969: 937 °003 075: 
093.1 111 1232 | 146 16? 181: 252 
269:| 287 304: 322 339: 357, 427» 
445 462: 480 497: 515 932 602° 
619:| 637 654 72 659 > 707 776° 
CHE ' ummuup | GEEREEEES | amp “UBEEEERE: | GEEEREENEEE | GEEERBERERD GEEREEREEEBEEE GENEREEEER | GEEEEEEEENER 
Iolı)j z2|)3laı 51 9 





















22145 
283 
254 


BLI 


823: 
01: 


731 


- 879 
"026 


173 


319 


465 


610: 


863° | 880: 
0363 |*083: 
208% 326 
390: | 397: 
851: | 568: 
722° | 739° 
891. | 908. 
*.060. | °077. 
229 2346 
396. I 413. 


392: | 408 
545° | 560: 
697° 712° 
848: | 863: 
999: |*014 
149: | 164: 
299. 314. 
118: | 463. 
597. 612 
746 760: 
893% | 908 
041 |*°055 
187: | 202 
334 318: 
479% | 494 
625 639: 


415 


0 u’ 2 u 2; euwne DE “ansnan nm ER 78 — 
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Pos W-7.7°7- 
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112]|3 


4 J 


⸗ 


8 9 
: 1 848 
9”: 1 936 
115: | 1393 
258: I 278 
401° | 418: 
: 1 8975 
6B5: | 6985 
8283 | 849: 
7: | 9at° 
’108° |’ı33° 
248 |:269 
337. | I. 
526. | 540. 
65 679 
803 817 
9.1 954: 
*0.8. |*092 
3:5 | 229 
351: | 365 
497: | 501 
623 2 
758: | 773 
893 2 
0272 1041 
1612 174: 
295 309 
428 44, ° 
5“. I 574 
693 706° 
825 838° 
956 ®. 969 2 
*087: 100: 
218 28: ° 
: I 361: 
478. | 4091. 
621 
—* 760 
21878. 
9” |*007 
123 135 
20: | 262. 
377 | 389: 
504 516; 
630. | 643 
756: | 769 
883 895 
097: |?020 
133: | 145 
257: I 2370 
381: | 394 
EEE | GERBEEEEEEED 
8 9 





* 


350 
31 
32 
353 
35 
255) 
356 
357 
358 
359 
300 








© 





























En 
joja|j2|s|»[:[|6 | |o 
“ 205 216° 237. 238. 239 280 71 281: 9. . 
314 1-325 336 346: 857. 3. 379 390 400 3 * 
423.1 433 144 455 463: 476. 437 498 509 ı 519. 


830.1 541 552 562: |. 573. | 594 595 6053 | 616. | 627 
639 | 618: | 659. | 670 68 691: | 702. | 713 724 734 0 


743.1 756 266: 1 777. | 798 799 809: | 820. | 831 8410 
852.1 863 873: | 884. | 895 906 916: | 927 938 : | 948: 
959 | 970 980: | v9ı |*o02 |*o12: |*0o23 *034 044: |*055 
61066 | 076: | 097 097: | 103. | 119 139: | 2140 151 1618 
172 | 183: | 193. | 204 214: | 225 si 216. | 237 267 8 


273 1 283: | 299. | 310 320: | 331 311: | 353 363 373% 
34 | 391: | 405 415: | 426 436% | 447. | 458 4633 | 429 
489: | 500 510: | 521 8631: | 542 553: | 568 573: | 584 
595 | 605: | 616 626: | 637 647. | 658 6683 | 679 6898 
‚[700 | 710: | 721 731° | 741: | 52 762° | 773 183: | 794 


804:| 8ıs | 825: | 836° | 846: | 657 867: | 878 | 888° | 8988 
969 | 919: | 930 940: | 951 Y6L: | 971: | 992 992: |°063 
631013:| 024 034° T 044: | 055 0653 | 076 086° | 096: | 107 
117:] 128 138° | 148: | 159 169: | 179: | 190 200: | 311 
221°] 231: | 212 252° | 262: | 276 283: | 293: | 304 319: 


3231 335 315: | 355: | 866 376: | 396: | 397 7: 1 4173 
423 | 439: | 448: | 459 469° | 479: | 490 500° | 810: | 520: 
531 | 541: | S5l: | 562 572° | 552: | 592: | 603 68° | 628r 
634 | 642° | 654: | 664: | 675 655° | 695% | 7053 | 716 726 ° 
736:| 716: | 757 767° | 777: | 787: | 797: | 808 818° | 838: 


838:1 849 | 859° } 869: | 879: | 839: | 900 | 910° | 920: | 930: 
940:| 951 861° | 971: | 981: | 991. 002 |*012° |*o22° |*o32: 
63|042:| 052: | 063 | 073° | 083° | 093: | 103: | 118: | 124 | 134° 
134 °1 154: | 164: | 174: | 194: | 195 | aus | 216° | 225° | 2358 
945:| 255: | 265: | 276 | 236° | 296° | 806° | 3162 | 836: | 336° 


346:| 8356: | 367 | 377° | 387° | 397° | 407° | 417° | 497: | 437. 
441:| 457: | 467: | 477: | 488 | 498° | 508° | 518° | 838° | 639° 
548°| 558° | 568° | 578: | 588: | 598: | 608: | 618: | 628: | 6388 
618:| .658: | 6693: | 678: | 689: | 698: | 7098 | 7182 .| 728: | 738: 
7148:| sg: | 769: | 778: I 788. | 798. | 808. | 818. | 828. 838. 


848. 058 o 868 . 878 . 888 . 899 . 908 . „ns ° 933 . 38 eo 
948.| 958. | d68. | 979. | 988 | 998 |*008 |"018 |*e38 | 088 
641048 | 058 068 077: I 087. I 097° I 107. 117. | 197. 137 


eslo30:| 040 | 050 | 050: | 089. I 0:0 | 089 | 093: | 108 | 218 
12:1 ıa2 I 197 I se: | 166. | 176 | 1858 | 198. | 305 | 21€ 
234.| 234 243: | 253. | 263 | 272: | 232. | 292 301: | 211. 


40 


4561 65 | 331 
451 41: 
453 53: 
453 609: 
454 7053 
455 801 
456 998 
457 91: 
458166 |036:: 
459 181 
460 276: 
461 370 
463 464 
463 558 
464 651: 
465 745 
466 838: 
467 931: 
468167 0.4: 
. 469 117° 
470 209: 
471 302 
472 391 
473 486 
474 577: 
475 669° 
476 760 : 
477 851: 
478 942: 
479 68 2 
480 124° 
431 214: 
4R2 : 
483 394. 
484 48} 
495 574 
486 663. 
437 752. 
438 841: 
439 930: 
490169| 019. 
491 108 
492 196. 
493 234. 
494 372. 
495 460. 
496 648 
497 635. 
493 722: 
499 810 


330: 
437 


523 


619 


310. 
436: 
533 

623: 
724: 


"350. 

‚416. 
542: 
633. 
731 


925 
"020 

114: 

209: 


4 


359: 
456 
552 
618 
7143: 


839 
934: 
029: 
124 
219 


813: 
407: 
501: 
395: 
639 


732: 
875: 


869 
465: 


8379 
475 
571 
667 
762: 
858 
953: 
*048: 
143 
238 


332 
426: 
520: 
614 
707 : 


801 
894° 
987° 
030 
172: 


265 
357° 
449° 
511 
632: 


724° 
815° 
906 ° 
997°. 
037: 


178° 
263: 
358: 
448. 
538 


627. 
717 
806 
895 
984 


072. 
161 
249 


338: 
485 
531 
676: 
1772 


867: 
963 
°058 
152: 
217: 


341* 
435: 
529: 
623: 
717 


810: 
903: 
996: 
059° 
182 
274° 
366 : 
458: 
550° 
641: 


733° 
824: 
915: 
*006 ° 
096: 


187 
277: 
367. 
457. 
547 


636. | 
726 
815 
904 
993 


081. 
170 
258 
316 
434 


521: 
609 

696: 
783: 
870: 


398 
494 
590 
636 
782 


877 
972 
*067 
1623 
256. 


351 
445 
539 
633 
726. 


819. 
913 
*006 
098. 
191 


283. 
373. 
467. 
559. 
651 


‚42° 
833. 
924. 
*015° 
106 


196 ° 
286: 
376. 
466. 
556 


645, 
735 
824 
913 
°-008: 


090 
178: 
267 
355 
442: 
530. 
618 
705 
792. 
879. 



































BEE EEESE 
= 
® 


SESEE SESES SE 






































lols/2|s]#|s|s|r|s]|e 





z8jesi:| 038: | 046 | 053° | 060: | 067= | 074» | 092 | 039- | er 
108:| 1105 | 118 | 135° | 132° | 139+ | 196= | 153: | 61 | 106: 

‚ jı25:| 182: | 1895 | 197 | 209° | a1ı* | a8» | 205: : | 20 
247°| 254° | 261: | 269> | 2768 | 283 | 246° | 2u7° | 304: | aıı, 
3182| 336 333° | 340° | 347° | 354: | 391; 369: | 376 353 * 
390 °| 397: 4048 411⸗ 418⸗ 426 433° 440° 447° 454; 
461: 468: 473: 433 490 ° 497° 504 2 5il: 518: 535 + 

s| 549 547° | 554° | 561° | 568% | 5755 | 599: 5393 | 597 

604° .61L° 618° | 625° 633: | 639: 6i6.: | 6535 | 660: 668 
675° 692° 6 » 696 * 703: 710: 7117: 721: 7313 738 


958°| 965° | 972° | 979° | 936° | 993° |e000- |*007* |eo14- [rogı- 

79 o25: 035: | 042: | 049: | 056: | 063> | 090% | 077: 084: | 091, 
@8:| 105: | 1422 | 119: | 136° | 1335 140: | 148 155° | 102» 
169°| 176 183° | 190° | 197° 204 21° 218° | 225° 933 - 
239°| 246° | 253° | 200° | 287° | 274 | os | 238 | 295 | 303 
309 316 323 330 337 314. 351 358 365 373 
379 336 393 399: 406 413. 420. 427 434 41, 
448.| 455 462 469. | 476 483 490 497. | 504 


955: 962. | 969 976 982: | 989. | 996 |*003 |*009: *016, 
811023 | 029: | 036. | 043 050 056: | 063. | 070 077 053 
090 } 097 103: | 110. ] 117 123: | 136. | 137 144 150: 
157.1 164 170: | 177. 1 184 190: | 197. | 204 211 2173 
224 | 231 237: | 244. | 251 257: | 264. | 371 2772 | 294 












































a E 
Ilelı|2|s/j+|>s|s|r|s|e» 


828 534: 
590 596: 
652 658° 
71% 720° 
775: I 781: 
837° | 843: 
8998: | 905 
960° | 966: 
021: | 097: 
0982: | 089 
144° | 150° 
205° | 2ıl 
266° | 272° 
327° | 333° 
339 394° 
445: | 454: 
509° | 515: 
870° | 576 
630: | 636: 
69 697° 
751° 1 757° 
sil: | 817: 
871: I 877: 
931: I 937: 
991. | 997. 
051. I 057. 
III. I 117. 
171 177 
231 236: 
290. | 296- 
350 356 
409. ] 415 
469. | 474. 
538 934 
587 393 
646 652 
705 711 
764 770 
823 829 
882 887: 
9409. | 946. 
999 }°005 
057: | 063. 
116 122 
174. 190. 
233 238° 
291 297 
349 355 
407. 413 
465. 471 





958 
’v14 
070 
125: 
1815 


237 
292° 
313 
403: 
459 
514: 
569% 
625 
630 
735 


7% 
815 
899. 
954: 
*009 








I 1324°| 329: | 334: | 339: | 345 | 350° | 355° | 360: | 365: | 371 
I .iI376°| 381° | 336: | 391. | 396: | 402 | 407° | @12° | 417: | 423: 


I 1437:| 433 | 333° I 343° | 049: | 3593: | 459: | 464 | 469° | 474° 
479:| 494: | 459: | 4°5 | 500° | 505° | 510: | SiS: | 520: | 526 
531 °| 536° | saı: I 516: ,| 551: |] 556: | 563 | 567 | 873° | 577; 
| 15832:| 587: | 593 | 598° | 603- | 603: | 6133 | 619: | 623: | 629 
J 1634°| 639° | 644: ! 649: | 653: | 650: .| 665 | 670° | 675- | 680: 


; 685:| 690: | 695: | 701 706° | zı1° | 716° | 721: | 736; | 7318 
7137 | 712° | 747° | 752° | 757: | 762: | 767: | 772: | 97 153° 
| 1799| 793° | 798: | 803: | 808: | 813: | 819 | 824° | 839- | 831° 
839:| 814: | 849: | 854: | 860 | 865° | 870° | 875° | 880: } 885: 
l :1890:| 895: | 900: | 906 | 911° | 916° | 931° | 926: | 931: | 936: 



















































































Sal: 
y3l. 


gaL. 
031, 
08l- 
131 

180. 


230. 
250 
3 
379 
428. 


477. 
527 
576 
625« 
67. 
7233. 
772. 
Bl. 
870. 
9 
a8 
Iror7 
065. 
114 
162: 
au 
259: 
308 
356. 
404: 
— 


6 

















836: 
886. 
336. 


986. 
036. 
086 
136 
185. 


235. 
235 
33. 
3 
433 
482. 
532 
581 
30 
679. 


723. 
am. 
826. 
875. 
924 


973 
oal: 
070. 
119 
167. 


26 
261. 
313 
361 
409. 










































Pi —— —— 
| o|ı|2]|3 +|5|s|?7]|s|» 









































I 


II. 





“in 





" 1) 
0° L. Sin. L. Cos. LT 25 Sin. Cos. | Tai. Cot, | ⸗ 
1 |6,46372.|9, 99999 ..| 6, 460372. Jo, 60029 ° | 0, 99999 . |0, 00029 '| 3487,74. | 39 
2 76475.] 99909.| 76475: 00058°| 99999.| 00058 | 1718,87 |58 
3 94084:| 90999.|” 94094: 00087 °| 99999.| 00087. 1145,91.|57 
4 |7,06578.| 99999.|7,06578. 00116’ 99999.| O0116.|859,436 |56 
8 16269.| 99999.1 160269:1 00145°| 90900.1 00145 °|697,548.|55 
6 24187:| 99999.| 24187 :] 00174.| 99999.| 00174.|572,957 |54 
7 30882 99999.| 30882 | 00203:| 99999.| 00203:|491,106 |58 
8 36881 .| 99999. 36691.4 0023231 99999.| 00232:|429, 717.53 
9 41796:| 99999.| 41796:1 002612} 99999.| 00261:|381,9703|51 
10 46372.| 99999.| 46372.1 00290:] 99099. 00290:|343,773.|50 
11 Sos1l:| 99999.| 50512 | 603193| 99999 | 00319:|312,331 |49 
13 54290.| 99999.| 654290.1 60349 | 99999 | 00349 |1296,477.148 
13 57766:) 99999.| 57767 1 00378 °| 99999 | 60378 °|964,440:|47 
14 60985 | 99999.| 60985. 00407°| 99999 | 00407 °|245,551:]46: 
15 63981.| 99999.| 63932 | 00436 °| 99999 | 00436 °| 229, 181:|45 
16 66784 | 99999.| 66734.1 00465*| 99998.| 00465 °|214,857.|44 
17 69417 | 99999 | 69417.H 00494.| 99998.| 00494.|202,218:|43 
18 71899.| 99999 | 71900 1 00523:|1 9 «| 005232| 190,984 |42 
19 74247:| 99999 21248 5 005523] 99998 | 0055%5| 180,932 | 48 
20 76475 | - 99999 76476 U 00581:| 99998 | 00591:|171,885 '|40 
21 78594 | 99999 | 78595 1 00610:| 99998 | 006105]163,700 |39 
23 80614.| 99999 | 80615 | 00639:| 99997.| 00639: | 156,259 | 38 
23 | 82645 | 99999 | 82546 Ü 00669 99997.| 00669 |149,465 | 37 
=ı | 684393 | 99998.| 84394 | 00698°| 999y97.| 00698 °|143,237 '|36 
23 86166 | 99998.| 86167 | 00727 °| 99997 | 00727 °|137,507'|35 
23 87969.| 99998.| 87870.M 00756 °| 99997 | 00756 1132, 218.134 
47 89508:| 99998.| 89500:5 00785°| 99996.| 00785 °|127,331 |33 
33 91097:| 92998.| 91089 U 00814°| 99996.| 00814.|133,773.|3%2 
2 92611.| 99998 | 93613 J 00843.| 99996 | 00843: | 118,540 3 
0 04084 | 90998 | 94085.U 00872:| 09906 | 00872:|114,583.|30 
31 05508 | 99993 | 95509: 00901:| 99995.| 00001:| 110,893 |29 
33 96886.. 99998 | 96988. 00930:| 99995.| 00930:] 107,426 °| 28 
33 98223 | 99997.| 98225 | 00959:| 99995 | 00954:| 104, 170.137 
4 90519.| 99997.| 99521.U 00989 | 99995 I 00939 | 181,106. |26 
35 18,00778.1 99997.|8,00780.4 O1018°| 99994.| 01018 °j98,2179 28 
36 02002 | 99997.| 02004 Ü 01047°| 99994.] 01047 °|95,4894.124 
37 03191.| 99997 03194 U 01076 °]| 999094 | 01076 | 92,9084: 23 
38 04350 | 99997 04352.0 O1105°| 99903 01105 | 90, 4633 |23 
39 05478°| 99997 05480: O1131°| 99993.| 01134.|88,1435.|21 


+ |L.Cos.|L. Sin.|L. Cot. Cot. | Tang. |89 
> En io 


444 
ei. Sin. I. Cos. 


| L.Tang Ey Cos. | Tang. | Ca |’ 
| 


a 8, 06577.|9, 99997 |, 06580 .40, 01163.|0,99993 d, 01163 :|85,197.19 

07649.| 99996.| 07653 01192:] 99992.1 01192:]89,33 |B 
“ 08696 99986.| 085699.5 O1221:| 99Y92. 012321 :]91, 3471‘ 
43 09718 99996.]| 09721: 01250:] 99992 01250 :179, 44 |9 
4 10716.| 99996 10720 01279:]| 99991 ..]| 01279 :|78, 13631 


45 | 11692.| 99906 | 11696 01308 | 99991 01309 | 76,3900 |i5 
46 | 12647 | 99996 12650. 01338 99991 01333 - | 74, 7391.14 
47 | 13581 09995.| 13585 01367°| 99990.| 01367 |73,1389:| 
48 | 14495 | 99995.| 14499. 01396°| 99990 01396 ‘71,61%. 
49 15390.| 99995.| 15395 01425°| 99959.| 01425 ° 170,139 |B 





50 | 16268 | 90095 16272. 01454°| 99989 | 03454.162,75. 
st | 17128 4 99995 | 17132: 01483°| 99983.| 014323: |67,401:.| 9 
s3 | 17971°| 99905 | 17976 01512.| 99983.| o15412:|66, 185] & 
s3 | 18798°| 09994.| 18503.0 O1541r| 99993 01541 :]64,959 | 
54 | 19610 | 99934.| 19615.0 01520:] 99987.| 01570: |63,6567°| & 
% 
55 | 20407 | 99994 | 20412:# 01599:] 90087 01600 |62,4M1. 
56 | 21189°| 99994 | 21195 01623:] 99986.| 01629 °|6l, N 
57 | 21958 | 99901 21964 016572] 99986 01658 160, 3050°| 9 
59 | 22713°| 99993.| 22719.0 01687 04955.1 01687 °|69, 268. 
59 | 23455.| 99993.| 23462 01716 °| 99985 81716 '|58,2811: 


1°] | L 


0‘ 18, 24185 .| 9, 99993 8,24192 0, 017415 ° -|0, 99984 . 0, 01745. 57,20 

24903 99993 24910°0 01774°] 99984 01774 2 |56,3505:# 
25609 | 99492.| 25616 °Ü 01603 99983.| 01803:|55,415 8 
26304 99992.| 26311.0 01832°| 99933 01832 : | 51, 5613 |8' 
36988 99992 26995:# 01861.1 99982.1 01861 :| 53, 7065.10} 


27661 °| 99992 27669 01890:| 99982 01890 : | 52, A821 
26324 993Y991.| 283325 O1Y19:] 99981.| 01920 |52, 0806. 
28977 99991.| 229935. 01943:| 99981 01949 ° |51,381. |. 
29620.1 99991.| 29629 0197721 99980 °| 01978 "150, 535 [a 
30254.| 99991 30263°# 02006 :| 99979.| 02007 ° 149, 8131" 


10 30879 99990.| 30388 02036 99979 02036 ° |49, 168.3 
11 31495 99990. 31504. 02065 °| 99973. 02065. 148,4120:[E 
12 323102.| 99990 32112 02094 | 99978 02094: | 47,739 

13 32701 .| . 99990 32711 0 02123°| 99977°| 02123 : |47,058'Y8 
14 33292 999989.| 33302 0 02152 °| 99976.| 02152 :}46,4155-19 


15 33875 99939.| 33385.5 02181 °| 99976 02182 145,838. 
16 31450 °| 99989 344161 02210.] 99975.1 02211 ° 45,226] 

17 835018 99939 35023.0 02239:| 99974:| 02240 ° 44,639: 
18 35578°| 99988.| 35599.5 02263:| 99974 02269 ° | 44, 0661 A 
19 36131 99988.| 36142: 02297:1 99973.| 02298 ° |43, 5081 " 


U U) — — | EEE 


* {L. Cos. L. Sin. L. Cot. Cos. I Sin. | Cot. | Tang-f 


sn. va Wa a9 du 











36° |8,36677.|9, 99998 | 3,366939 Wo, 02326: | 0, 99972: 10, 02327 . | 42, 9610. | 10 
87217 9087.1 37229 02355;| 99972 02356: | 42, 4331. |39 
31749.| 99937.| 37762 | 02385 99971.| 02345:141,9157:133 
332376 99987 33238.1 02414 °| 99970:1 02414: |41, 4105. 137 
38796 | 99987 38309 02413 °| 990 02413:148, 9174 36 


39310 99986.| 39323] 02472 °| 99960 °I 02473 |40,4355 °|35 
899317.1 99986 39231. 02501 °I 999.1 02502139, 9654 ..|34 
46319.| 99986 40333:4 02530] 99967:1 02331139, 5653: |33 
40816 99985.]| 40930 03559.1 99967 02560 °|39, 0567 . | 32 
41306. 99995 41321 02588:1 999661 02589138, 6177 31 


41791:| 99955 41806.4 02617:] 99965.| 02618.139, 1884.30 
43371.| 99964.| 42236: 02646: 99961:]| 02617:137,7636 |29 
| 99984 42761.1 02675:] 99964 02676:|37,3573.|23 
43215.| 99984 43331.4 02704:| 99963°| 02705:1|36,9560 |27 
43679:| 90983.| 43696 02731 99962. 023735 136,5626: 1236 


44139 99983 44156 03763 | 99961:1 02764136, 1775: | 25. 
44594 99983 41611 02792 °| 99961 02793 ° 135, 8005 . | 21 
450414 99992.| 45061 02821 °| 99960 °| 02822 °|35,4312:|23 
45489°| 99982 45506.] 02350°| 99959°| 02851 °|35,0695 |23 
45930 99931.| 45918 023791 99953.] 02880.134, 7151 |21 


46366 | 99941.1 46334.% 08908°| 99957:| 02909:134,3677.|20 
4679%.| 99931 46317 02937.| 499956:1 03933: |34,0273 |19 
47236 99980.| 47245°4 02966:| 99955; 02967:|33, 6935 |13 
47649.1 99990. 47669 02995:1 99955 02997 |33, 3661. 117 
48069 99930 48089 03021:| 99954°| 03026 °}33, 0451. | 16 


484334.| 99979.| 49505 03053:1 99953°| 03055 °132,7302.|15 
493% 99979 48916.1 03082:] 99952 °| 03084 32, 42112:14 
49303.| 99973.| 49325 03113 99951.| 03113.|32,1180:|13 
49707.| 9997=.| 49729 03141 °| 99950:| 03142:|31485205 |12 
50107:| 99973 50139. 03170°| 99949:| 03171:|31,5283. | 11 


Lust SBUER SENSE SENSE 2UB8 
5 
* 


99977.| 50526.1 0o03199] 99943:) 03200: 31, 2413. 10 
50997 99977 50920 03223 °]| 99947:| 03229: 30, 9599 
51286.| 99976.| 51309.5 03257 °| 999416:} 03259 30, 6333 
51673.| 99976.| 51696 03236 | 99915:| 03233 °130, 4115. 
52055 99976 52079 03315.| 99945 03317130, 1446 


LuSES suu80 
2 
2 


53434°| 99975.| 52458. 1 03314:| 99014 °| 03346°|29,8:22. 
52910 99975 52831:1 03373:| 99913°| -03375.|29,6241. 
| 999741.| 53207:4 03402:] 09942 °} 03404:]29,3711 
53352 99974 53577.1 03431:| 99941 °| 031433:129, 1220 
s3918.| 99973.| 53944.] 03160:| 99940 03462: | 23,8770. 


° IL.Cos.|L. Sin.|L. Cot.J Cos. | Sin. | Cot. | Tang |88° 


U) 


Wei DAUDS 


38288* 
& 
8 


30 














” 

1 | 
2 

3 

4 7,7 | 
5 2,2008. | 
6 99970. 37, 2714: ja 

7 99970 | 56772. 

8 99969: 57113.) 

’ 


99969 


99963. 
99963 | 58120 
99967..| 53451 
99967 | 58779 
99968 « 5 













Süsse ESE 













15 99966. © 
16 99966 | 59749 4 
17 99965.| 60067 . 99920. “ 
18 99964.| 60353: 99919 24, 8978 |42 
19 99964 99913 24, 7185 [4 



















04071 °| 99917 
04100°| 99915. 
04129°) 99914. 
0153.| 99913 
04187:| 99912 


60973°| 99963. 
61232 | 98963 | 61318. 
61599 | 99962.| 61626 
61893.| 99962 | 61931] 
62196 | 99961. 







































25 | 62196.| 99961 999ır 
26 | s2794:| 99960. 99909. 

a7 | 63091 | 99960 99909. 

as | 63335-| 99959. 99907 

29 | 63677.| 99959 99906 

30 | 63967:| 99958. 99904. 

zı | 61256 | 99958 99903. 1 
32 | 64512.| 99957. 99902 ' 
33 | sasar | 90056: 99900. 

3 | 650 | 99956 99899. 










ssag1 | 99955. 
65670 °| 99955 
65917) 99954. 
66223 | 99054 
66196. | 99953. 


22, 1639. 
29, 0217 
21, 8812. 
21, 7425 
21, 6056 
























ZI SouER wunug euusn Busse 





* |L.Cos.|L. Sin.|L. Cot.| Co: Si 8 Tan; 


2 BEREIT We a Fe u 











20L. Sin. 
10° 18, 66768: 
41 67039 

12 67308 

43 67525 
4 67840. 
45 61% 

4 68366 . 
4 68627 

48 68886 

40 143. 
50 69309 
51 69654 

53 69907. 
3 70158 

70408: 
5 70657. 
56 70994: 
5 71150. 
s 71395 

w 71638 
3°] 

% 18, 71880 

1 73120° 
2 73359 ° 
3 12597 

4 73833 . 
5 73068: 
6 73302 . 
7 73535 

8 73766 . 
9 73996: 
10 74225 

11 74453 

12 74680 

13 74905. 
14 75129: 
15 75352 : 
16 75574. 
17 75795 

18 76015 

19 |: 76233. 





“* IL. Cos. 






99931. 
09930: 


99930 
99929 
99923. 
99927: 
99927 





18, 71939. 


47 


8, 66815. 50, 04652. | 0, 99891 . | 0, 04657. 
67086.5 04681:] 99890 04686 : 
67356 04710:] 99888. 04715: 
67623.0 04739:| 99887.1 04745 
67889:5 04768:| 99886 04774 ° 


68154 04797.| 99884.1 04803 ° 
68417 04826:| 99883 04832. 
68678 J 04855:| 99882 04861: 
68938 04884:| 99880.| 4890: 
69196 5 04914 99879 04919: 


69452.5 04943 °| 99977.| 04949 
69708 04972 °| 99876 04978 ° 
69961.5 05001 °| 99874.| 05007° 
70213: 1 05030°| 99873 05036 . 
70464. 1 05059°| .99871.| 05065: 


70713:5 05088 | 99870 05094 : 
70961.5 05117 °| 99868.j 05124 
71208 05146 | 99867 05153 ° 
714535 05175°| 99865. 05182° 
71697 05204.| 99864 052311. 


0,05233 :10, 99862. |o, 05240: 
05262:| 99861 | 05269: 
05291:| 99859.| 05299 
05320:| 99858 | 05328- 


72180: 
73420 
72658. 








728955 05349:| 99856- 

73131.5 05378:]1 99855 05386 . 
13366 05407:] 99853.] 05415: 
73599. 05436:| 99852 05444: 
73831.5 05465:| 99850.| 05474 


74062.5 05495 99848: 





74292 
74520. 
74747: 
14974 
75198. 


05524 ° 
05553°| 99845.] 05561: 
05582 | 99844 05590: 
05611°]| 99842) 05620 

05640 ° 


75422. 
75645 
75966 . 
76087 
76306 ° 


056691 99839 05678 ° 
05698 °| 99837.] 05707. 
05727 °| 99835:| 05736: 
057561 99834 05765: 
05785°| 99832.| 05795 


Cos. I Sin. 











L.Cot. 








231, 4704 
21,3368. 
231, 2049 
21, 0746. 
20, 9459: 


‚20, 8188 
20, 6932 
20, 5691 
20, 4464 .. 
20, 3253 


26, 3055 . 
30, 0971: 
19, 9702 
19, 8545. 
19, 7402. 


19, 6273. 
19, 5155 . 
19, 4051 
19, 3959 
19, 1879 ° 
























19, 0811 ° 
18, 9755 
18,8710. 
18, 7677. 


"118, 6655: 


18, 5644: 
18, 4644. 
18, 3655 
18, 2676. 
18, 1708 


«1 18, 0749. 


17, 9801 
17, 8863 


17, 7934 ° 
117% 7015 


17, 6105. 
17, 5205 
17, 4313. 
17, 3431. 
17, 2558 


Tang. 


— 
— 





76667 
76882. 
77096: 
77310 


77522 
1733° 
77933° 
73154° 


99922. 
— 
99921 

99920 ° 
99919. 


99915: 
99918 

99917° 
9991 
9y9lsz 


99915 
99914 
99913 ° 
99912. 
9991: 


99911 
99910° 
99904 * 
99908. 
99907 5 


99906: 
99906 

99905 
99904 ° 
99903. 


99902: 
99901} 
99901 

99900 * 
99599 


99898 
99897 . 
99896. 
99895 3 
99394: 








76711: 
70957 3 
77172. 
17386. 


77599. 
za 
78022 
73231. 
75110. 


80076) 
80276. 
804752 


80674 
Rost. 
S1ons 
1264 
81453. 


1652. 
s1846 
2033 | 
82229 
82320 


aas10 
82799 
B2987 
— 
83361 


83517 
63732 
33916 
2099. 
59252 


L. Cot. 





06697 ° 
06656 


06885 ° 





06801: 


06330: 
06559: 
Onas3: 


99329 
SORT" 
99825. 
99823: 


99822 
99520. 
i 
99317 
915° 


913° 
9951. 
99809: 
99805 , 
99806 * 


99804 
99802. 
99500: 
99799 
99297 * 


99795 ° 
99793 
99791. 
99739 
99787: 


99785: 
99783; 
99752 
99750 ° 
99778 


99776 
99774 ° 
99772: 
99770° 
99788 


99766 
99761 
99762 
99760 
99758 





0, 05314° | 0, 99330 :|0, 05824 ° 


05353. 
05332 
osgır: 
05941 





05970 


05999 "| 1 


06023. 
06057 
06087 


6116" 
06145 
06174. 
06203: 
06233 


06262° 
06291 * 
06320. 
06349: 
06379 


06408 * 
06137 
06466 
06495: 
06525 


06554 
06553. 
LICH 
0884: 
06671 


06700° 
06729 


.|14,.6059 


17,1693°, 
17, 0837 


16,.5373..| 
16,5074., 
16, 4282. 


16,3498. 
16, 2721: 
16, 1952 
16, 1189. 
16, 0434. 


15, 9686. 
15, 8945 
15, 8211 
15, 7483° 
15, 6762 


15, 6047. |: 


15, 5339. 
15, 4633 

15.3912. 
15,323. 


15,2570. 
15, 1893 
15,1222 
15, 0557 
14, 9897. 


14, 9241 
14, 8596 
14, 7953. 
14, 7316: 
14, 6685 


14, 5439 
14, 4522. 
14,4212 

14, 3606 . 


Tang. 









ERBEN SUSBE Euueg Suees 


— 


15 
1 
13 
ir 
1 





Bl -monn mann 





Br Base" 9, 99894 8, 84464 50, 06975: 


eo 

1: 99893 | 84645. 
2 718 99892 | 84925: 
3 84997 99891 | 85005. 
4 85075°| 99890.| 85184. 
5 
6 
7 
8 


85252 °| 99999:| 85362: 
85439 99889:| 85540. 
85604.| 99887:] 85717 
85780 999886:| 85993 
] 85954.| 99885:| 86068. 


10 86139 99995 86243 
ul 86301 "| 99984 | 86417 
12 86473.| 99883 °| 86590. 
13 86645 99992 | 186763 
14 86816 °| 99881 °| 66935 


15 86996.| 99890 °| 87106 
16 87156 99879 °| 87276. 
17°i 87325°| 99878.| 87446. 
18 87493.| 99877:| 87616 
19 87661 WB7E:| 87784. 


20 87828.| 99875: 87952. 
21 879981:| 99974:] 88120 
2? 88160.| 99973:] 88286. 
23.} 88325:| 99872:| 88453 
24 | 88490 99871: 88618 


25 88654 99870. 88783 
26 83817 °| 99869:| 88947. 
237 88980 99869.) 89111 
23 89142°| 99867:| 69274 ° 
29 89303.| 99866:| 89436. 


30 89164 99865.| 89598 
89624.| 99364:| 89759. 
89784 99863.| 89920 
89913 °| 99862.| 90080 
9010L.| 99861.1 90239. 


90269.| 99860.| 900398. 
99859.| 90556: 
90573.| 99858.| 90714. 
90739:| 99957.] . 90871: 
90885 99556.| 91023. 


L Cos.|L. Sin.|L Cot. 


21 28355 888 





07004: 
07033: 

07062: 
07091: 


07120: 
07149. 
07178: 
07207: 
07236 : 


07265 
07294: 
07323: 
07352. 
07331: 


07410: | 


07439: 
07163: 
07497. 
07526 


07555: 
07584: 
07613: 
07642. 
07671. 


07700: 
07729. 


- 07758. 


07797. 
07316. 


07815. 
07374. 
07903. 
07932. 
07961. 


07990. 
02019. 
08043. 
08077. 
08106. 


0, 99756 | 0,06992. 
99754 


997523 
99750 
997483 


99746 
99744 


99741. 
99739. 


99737. 


99735. 
99733. 
99731 
99739 
99727 


99725 
99722. 
99720. 
99718. 
99716 


99714 
90711. 
99709. 
99707. 
99705 


99703 


99700. 
99698. 


99696 
99694 


99691. 


99639 
99687 


99684. 
99632. 


99680 


99677. 
99675. 


99673 


99670. 


Sin. 


07021: 
07051 
07080 ° 
07109. 


07138: 


07163 

07197° 
07236. 
07255: 


07255 
07314 ° 
07343. 
07372. 
07402 


07431 ° 
07460. 
07489: 
07519 
07548 ° 


07577. 
07606: 
07636 
07665 ° 
07694. 


07723: 
07753 
07782 ° 
v78ll. 
07840: 


07870 
07899 ° 
07928. 
07957 
07987 


03016. 
09045: 
08075 
09104 ° 
08133. 


Cot. 


14,3006 . |60 
14, 2411 159 ‘ 
14, 1820. 153 
14, 1235 |57 
11, 0054.56 


14, 0078.55 
13, 9507 154 
13, 8940 °153 
13, 8373 152 
13, 7820.1$2 


13, 7267 |50 
13, 6718.|49 
13,6174 |49 
13, 5633 . | 47 
13, 5097.46 


13, 4566 I45 
13, 4039 . | 44 
13, 3515 |43 
13, 3995. | 42 
13, 3480 41 


13, 1968. ]40 
13,1461 |39 
13, 0957.39 
13, 0457: |37 
12, 9961. |36 


12,9469 |35 
12,8980..134, 
12, 8495 .|33 
12, 8014 |32 
12, 7536 ° |31 


42, 70623 130 


12, 6591 °|29 
12, 6123. | 23 
12, 5659 :|27 
12,5199 |26 


12, 4742 |25 
12,4288 '|24 
12, 3837 .|23 
12,3390 122 
12,2946 |21 


SERISGHENENND | GERIET? | I 
Cos. 


Tang. 850 























8, 91184 :0 0, 08135 . 


4 91340 08164. 
43 91495 08193. 
91649 .5 09222. 


91803 08251. 






4 91956 .| 09280. 
4. 92109.1 08309. 
47 92261: 08338. 
48 92413.1 08367. 
40 93564:5 08396. 
50 92715.4 08435.|. 
51 93865:] 08454. 
5 93015 I 08483. 
53 93164.4 08512- 
5 08541. 
55 08570 » 
56 93609 | 08599. 
.87 98756 | 08628. 
53 93903 | 08657. 
5 94049 | 08686. 






0’ |8,94029. 9, 99834 |8, 94195 
99833 


1 94173? 94340 1 08744. 
2 94317 99332 94485 08773 
3 04460.| 99831 91629 08802 
4 | 94603 99829 :| 94773 08831 
5 | 94745.| 99823.| 94916 -.5 08860 
6 94897 99827.| 45059. 03889 
7 95028.1 99826. 95202 08918 
8 95169.| 99825 95344 08947 
9 | 95309:| 19824 95485 5 08976 
10 95449.| 99823 95626:H 09005 
11 95589 99822 95767 09034 
12 95723°| 99820.| 95907.1 09063 
13 95867 99819.| 96047 09092 
14 960051 99818.| 961861 09121 
15 96142.| 99817 96325 09150 
16 96230 99816 96163. 1 09179 
17 96416. 99815 96601. 09208 
18 96553 99813.1 96739 09237 
19 | 96689 99812.| 96876 -4 09266 


99637 
99634. 


99632 
99629. 
99627 
99624. 
99623 


99616 
99614 
99611. 
99609 


99606. 
99604 
99601 . 
99598: 
99596 


99593. 
99591 
99538 - 
99585. 
99583 


99580 ° 
99577. 
99575 
99572° 
99569. 


0, 08162: |12, 2505 129 
08193 
08231 ° 
08250. 
08280 


08309 ° 
.111, 9923 ° 
:]11,9503- 
08397 


08543. 
08573 


08602 ° 
08631 - 
08660 
08690 
08719. 


0, 0871510, 99619 |0,08743: 


08778 


08807 * 
08336 - 


08866 


08895 ° 
08924 - 


- 09954 


08983 ° 
09012. 


09042 


09071 ° 
09100. 


09130 


09159 ° 
09188. 


09218 


09247 ° 
09276 . 


09306 


Cot. 


12, 2067° 


12,1632° 
12, 1200. 
13, 0771. 


12, 0846 


11, 9086: 
11,8673. 


11, 9261. 
11, 7853 
11, 7447. 
11, 7045 
11, 6644 . 


11, 6247. 
11, 5853: 
11, 5460- 
11, 50721. 
11, 4684: 


il, 4300 0 
11,3918: 
11, 3539. 
11, 3163 

11, 2783. 


11, 2417 
1}, 2047. 
t1, 1680: 
il, 1316 
11, 0954 


11, 0594 ° 
11, 0236 - 
10, 9881 

10, 9529. 
10, 9177: 


10, 8929 
19, 8482. 
10,8138. 
10, 7796: 
10,7456. 








185° 






60 
59 
58 
57 
56 


55 
54 
53 
53 
si 


50 
4 
48 
4 
46 


45 
4 
43 
43 
al 


Tang. |84° 













2 

2 

2 

2 

* 

a 

2 

E,] 

3» 

a 

32 

3 

34 | 98678.| 99794. 
35 | 99508 | 99703 
36 | 98937°| 99792 
37 | 09066 | 99790. 
38 | 99194°| 99789. 
39 | 99322 | area 
a0 99737 
a 

2 

a 

[3 

45 

4 

47 

4“ 

[1 

6} 

5 

52 | 00950: 

53 | 01073. 

5 | ss 

55 | o1sı3- 

56 | o1439° 

57 | ol 

58 1682| 99764 





59 | oısog | 99762.) 








10, 09294 
09323. 
09352. 
09381. 
09410. 
97690.| 09439. 
97324:| 09463. 
92953.| 09497. 
98092 | 09526. 
98225 | 09555. 
98357.| 09584. 
98489:| 09613. 
98621.| 09642 
98753 | osorı 
95854] 09700 
99014.| 09729 
29145 | 09758 
99275 | 09787 
99404-| 09816 
99533:] 09845 
99662 | 09374 
99790-| 09903 
99913:| 09931. 
900046 | 09960. 
00173.| 09989. 
00300.| 10018. 
00427 | 10047 
00553-| 10076. 
00829 | 10105. 
00304.| 10134. 
oog29:] 10163. 
01054-| 10192 
org | 10221 
01303°| 10250 
01426.| 10279 
01550 | 10308 
01673 | 10337 
01795.| 10366 
oısıs | 10384. 
02040-| 10923. 
L. Cot.| | Cos, 


9, 99567 
99564 ° 





99561. 
99558: 
99556 


99553 
99550. 
99547: 
99545 
99542 


99539 . 
99536 
99534 

99531 . 
99528 


99525. 
99522: 
99519: 
99517 
99514 


99511 
99508 ° 
99505 . 
99502: 
99499 





102 
10245. 
10275 

10304. 
10333: 





10,2119 
10, 6783° 
10,649. 
10, 6118 
10,578. 


10/5461. 
10, 5136 
10, 4812. 
10,491 
19,171. 


10, 3853: 
10,.3535 
10,3224° 
10,2912. 
10, 2602 


10, 2294 
10, 1987. 
10, 1683 


-|10, 1350 . 


10, 1079. 


19, 0790 
10, 0482. 
10, 0187 
995930. 
9,.96007 


9, 93100. 
9, 90211 
9, 87333 
—88 
981641 


978817 
9, 76009 
9, 73217 
97040. 
9.67679 


9,.64934 «| 





















































452 \ 


























































0. |g,01923:|9,09761 |9,02162 fo, 10452.]0,99452 |o, 10510 io 
1 | oaoia-| 99760 | o22s3-| 10487.| 90149 | 10539. |9,48781°15 
a | os 02404°| 10510.| 99446 | 10569 [e,asıaı | 
3 02525 | 10539.| 99433 | 10598. |9, 13515 -|57 
4 02645°| 10568.| 99439.| 10628 [9,40903.1% 
5 o2765.| 10507 | 99436.) 10657: |9,38306.|55 
6 02235 | 10626 | 99433.| 10086. |9,35723.|54 
7 03004.| 10655 | 99430.| 10716 |9,33154.153 
8 03123:| 10654 | 99427.| 10745.|9,30599 |52 
9 03232 | 10713 | 90424 | 10775 |8,25053 |5t 
10 03360.| 10742 | 9sa2ı | 10904.19,25530-|50 
a 101 | 90418 | 10894 |9,23016 |19 
22 10799.| 99415 | 10963 °|9, 20515. |49 
13 10828.) 99411.| 10892.]9, 18028 |47 
4 10857.) 99403.| 10922 |9, 15554 |46 
15 10836. s9105.| 10951. |e, 1308345 
16 10915.| 99402 | 1o9s1 |9,10645. 14% 
Fu 10944.) 99399 | M010.19, 05210: |45 
18 10973 | 90396 | 11040 |9,05788. 
19 11002 | 99392.| 11069.)9, 03379 dl 
20 ı1ogı | 99339.) 11098:|9, 00932. |40 
al 11060 | 90386 | 11123 |8,98598 ‚39 
22 11089 | 99353 | 11157.|8,96226.'38 
2 ırıı2.| 98380 | 11187 |8,935067 |37 
2 9723 11146.| 99376.| 11216.|8,91520 136 
25 99727 11175.] 00373.| 11246 [e,ssıss 135 
26 u972: 11204.| 99370 | 11275.|8,86302°|31 
ar | ososı.| 98 11233.| 99367 | 11305 |8,81551 |8 
23 | os183.| 0% 11262.| 99363.| 11334. |8,82251.,32 
29 | osara:| oma aragı | 99360 | 11364 |8, 70964 ;30 
30 | 05335:) garıg. 11320 | 99357 | 11393. |8, 77633. |30 
31 | osıss.| 99718 11319 11423 |8, 75121. 29 
32 | osser | ayrız 11378 11452°|8,73171:138 
3 | 057°) wu7ls. 11407 11ast. 7 
33 | osaar | sera 11435. us 

35 | osos6.| sarız.) 11464. 11540. |8, 06452 |25 
36 | 06046 | som 11493. 11570 |8,64274. 124 
37 | 06155°| 99709. 11522. 11599. |9, 62073 | 
3 | 06283. 11551. usa |vgusen. 2 
39 | 06372 11530 11658. |, 57718 |21 
— — — 

+ |L.Cos.|L. Sin. L. Cot.] Cos. Cot. 





























40° 19, 064180. 9, 99705 0,06775 
41 | 08538. 9703.1 069m. 
43 | 06696 9970) 06993 : 
43 | 06803.] 99700.1 07102. 
4 | 06910:| 99699 o7211 


45 07017.1 99697. 07319. 
46 |. 07121 99696 07427: 
4 073%0.| 99694.| 07535. 
48 07336: | 99693 07643 
20 07443 969.1 07750. 


% 07347.| 99690 07357: 
Si 07653 99083.| 07964 

53 07758°| 99687 08070. 
5 07363 09685.] 08177* 
54 07967. 99684 09283 ° 


55 08071:| 99682.1 08369 
56 08173:| 99681 08491. 
57 03279.| 99679.| 098599: 
58 03333 99678 08705 
59 03436 °| 99676.| 08809. 


7°] 188° 
a — ———— EEE] 
0’ |9,08539 9, 09675 |9,08914 |0,12186.|0,99254.|0,12278 |8, 14434.) 60° 
1 03692 90673. 09018.1 12215. 12397.1 ı124J80.| 59 
21 09794.| 930671:1 09122: 12244 12337.| 10535 .] 58 
3 | 09397 | 996720 09226.1: 12273. 12367 093600 | 57 
4 08999 | 99668.| 09330 12302 12306.1 06673.1] 56 
5 09100. 99667 | 09433. 12331 12126 | 04756 155 
\6 09202 I 99665:1 09536: 12360 12165.] 02317.|54 
7 | ,‚09303.] 099661 09639 .# 12339 12485,1 00913 | 53 
8 091404:1 99662.| 09742 12417. 1251.17, 99057 .| 52 
9 09505.1 90660:)1 09341.0 12446. 123344 | 97175.|51 
10 | 09606 | 99659 09946: 19475 12593.| 95302 | 50 
11 09706.1 90657.| 10048. 1 12504 12603 93437. 19 
12 09306:| 99056 10150 12533 12632.| H1581.| 18 
13 | 09906:] e96534.| 10251. 12562 12662 | 89733: | 17 
14 10006 | ®9652:| 10353 12591 12692 | 87804. | 46 
15 |. 10105. 99651 10451°# 12619. 12721.1 88061 115 
16 10201:| 99649.| 10554: 12648: 123751 | 84241.|44 
13 10303.| 99643 | .10655.9 12677. 12780.1 89427.|13 
18 10402 1 99646. 10755:1 12706 12810 | 80622 |42 
19 10500.| 90644: | 10836 19735 12839.| 78624. |41 
(EREEHEREEEE F GEEERESSEEREREEER. un 





L. Cos.|L. Sin. L. Cot. 





Cos. 








0, 11609 |0, 99323. 
11633 | 99320 
11667 | 99317 
11695.| 99313 
11724.| 99310 
11753 | 99306 
11782.| 99303 
11811.| 99299. 
11840 | 99296. 
11869 | 99203 
11898 | 99239. 
11927 | 99286 
11965.| 99282. 
11994.| 99279 
12013.| 99375. 
12042.| 99272 
12021 | 09288. 
12100 | 99265 
12129 | 99261. 
12158 | 09253 

















0, 11688 
11717. 
11747 
11776. 
11806 


11835. 
11865 
11894. 
11924 
11953. 


11993 
12013. 
12012 
12071. 
13101 


12130. 
12160 
12139. 
12219 
12243. 











8, 55554. | 20 


53101:.119 
51259 118 
49127 .|17 
47006. | 16 


44895: 115 
42705 !ı4 
40705 |13 
38625 12 
36555 |Il, 


31195.|10 
32445: 
30405: 
23375. 
26355 


243411. 
22313. 
20352 

18370° 
16397. 


- GEN Qupe 


454 


L.Tangf| Sin. | Cos. | Tang. | Cot.. 





rt. Sin. |L. Cos. 








Er 9,10599 |9, 99643 19, 10955.10, 12764 |0,99182 |0,12869 | 7,77035 
10697 °| 99641. 1 11055.0 12793 | 99178 °| «12899 75353. 
22 10795 | 99640 | 11155 Ü 12821.| 99174.| 12928.| 734.0 
23 | 10892.| 996393 °| 11254 | 12950.| 99170:| 12058 | 71714. 
24 | 10990 | 99636.| 113531 12879.| 99167 | 12987. 69957 


25 11087 | 99635 11452 12908 99163°| 13017 68207. 
26 11184 99633'| 11550.5 12937 99159.] 13046 -.| 66465: 
27 11220.) 9963l.| 11649 12966 99155:| 13076 64731. 
28 11377 99630 11747 °5 12991.1 99152 13106 63005 
29 11473.| 99628.| 11845 13023.| 99145 °| 13135. 612836. 


3. 11569:1 99626:| 11942.1 13052.| 99144 | 13165 59575 
31 11665.| 99625 12040 13081 99140.| 13194.1 57871. 
32 11768 9y623.| 12137.5 13110 99136:] 13224 56175. 
33 11836.1 99621°| 42231:5 13139 99133 13254 54486: 
34 11951:| 99620 12331. 13167.| 99129°| 13283. "52805. 


35 12046.) aa6ı8 ‘| 12428 13196.| 99125°} 13343 51131: 
36 I2BSBI.J 99616.| 12524. 13225.] 99121.1 13342. 49465 
37 12236 99615 12621 13254 99117:| 13372 47805. 
38 12330. . 99613 °| 127178 13283 99113:|) 13402 46153. 
39 12424:| 99611.| 12813 13312 99109:]| 13431.1 44508. 


40 12518.| 99610 | 12908.1 13330.! 99106 13461 42870:|20 
41 12612 99608 4 13004 13369.| 99102 °| 13490.1 41239:|19 
42 12706 94606.| 130995 13348.) 99098 °]| 13520.1 39615:j18 
43 12790 °1 99604:| 13194 J 131427 99094 °| 13550 37999 117 
4 12892 | 99603 13289 13156 99090.| 13579.1 36389 16 


BEUBSHR SSLEES 


228* ZUBE 


45 12993 99601 °| 13383.0 134% 99086:} 13609 31786 |15 
46 13078 99599.| 13479 13513.) 99082:1 13.39 33139 .|14 
47 13170.1 99599 13572.58 13512.| 93078:| 136698.1 31600 |13 
48 13262: 99596 | 136664 13571.1 99074:| - 13698 30017 .113 
49 13355 99594.| 13760. 13600 99070:| 13727.1 284411: [11 


50 13447 99592:) 13954 13629 99066 :] 13757. 26872:110 
51 13538.1 99591 13947 . 1 13658 99062:| 13737 25309:| 9 
523 13630 995089°| 14040: 13696.| #9053:| 13916.| 23753.| 8 
53 13721. 99537.| 14133:9 13715. 99054: 13846 22201 
5 13812:1 99535:| 14226.5 13744 99050:]| 13876 20661 


56 13994 99532 | 14412 13202 99012. 13935 17594 
57 11085 99520. 14504 13330.) 99038. 13965 16070. 
58 14175 | 99578:| 14596. 13859. 99034.| 13994. 14553 
59 11265.| 99577 14688 13888. 99030.| 14024 13041. 


XXIIECXCEC a o II¶¶ —û ¶ | SEE 


’ IL.Cos.|L. Sin. L. Cot. Cos. | Sin. | Cot. | Tang. 87 


8 
7 
6 
55 13903.1 99584 14319.8 13773 99046.| 13905. 19124 .| 5 
4 
3 
3 
1 








14871. 
14963 
15054 
15145 | 


15236 
15326 . 
15417 
15507 . 
15597 3 


13916 


13974. 
14003. 
14032. 


11061 
14090 


12118. 
14147. 
14176. 


14205 
14234 


14262. 
14391. 


14320 


14319 
14378 


14406. 
14435. 


14464 
14493 


14521. 
14550. 
14579. 


14603 
14637 


14665. 
14694. 


1723 
14752 


14730. 
14509. 


14833 
14867 
14896 


14924. 
14953. 


14982 
15018 





70949. 


LER 
67786: 
66463 

65144 








41 17890 
43 17972. 
43 18055 
44 13137 ° 
45 18219. 
46 18301. 
47 18383 
48 18465 
49 18546. 
50 18629 
51 13709 ° 
52 19790 ° 
53 18971 
54 193931. 
55 19032. 
53h 18112: 
57 19103 
53 19273 
59 19353 
Sv| 
0° 19, 19133 
1 19512. 
2 19592 
3 19571. 
4 19751 
5 19330 ' 
6 19909 
72 \ 19997. 
8 20006 . 
y 20145 
10 20223 
11 20301. 
12 20379. 
13 20457. 
14 20535 
15 90613 
16 30690. 
17 20767: 
13 208345 
18 : 20922 


° |L.Cos.|L. Sin. 


0, 17307 |9, 99501 
99199 
99497 ° 
99405 ° 
99493. 


99491: 


99433: 


99481: 
99170: 
99477: 
99475: 
99473: 


99471: 
99469: 
994197: 
99165: 
99163. 


9,99461. 
99159. 
99157. 
99155. 
991453. 


99151. 
99119. 
994417. 
99415. 
99443. 


99441. 
99139. 
09437. 
09435. 
99133. 


99131. 
99129 
99427 
99125 
99123 | 





9, 18305. 
18390. 
12475 
13559. 


18643: 


13723 


13811. 
13395. 


15979 


19062. 


19146 


19229 ° 
19312 ° 


19395 
19478 


9, 19971 


20052. 


20131 


20215. 


20237 


20378 ° 


20159 
20540 
20020. 
20701 


20731. 


20861: 


20912 
21022 
21101. 


21181. 
21261 

21310. 
21.419: 
211493: 


0, 15063. 


15097 
15126 


15151. 
15183. 


15212 
15241 


15269. 
15295. 


15327 
15356 


15334 . 
15113. 


15442 
15471 


0, 15613 


15672 


A270. 
15729. 


15758 
15797 


15315. 
15914. 


15373 


15901. 
15930. 


15959 
15933 


18016. 
16015. 


16074 


16102. 
16131. 


18160 
16189 


L. Cot. Cos. 


0, 16242 . 16, 56055 


152372 
16302 
15331. 
k636L1. 


15391 
15421 
15451 
15480 . 
15510. 


15540 
15570 
15599. 
. 15639. 
15659. 


0, 98763. 0, 15938 





43761 15963 
98759. 15398 
94755 15927. 
95750. 15957. 
93745: 15997. 
93741 16017 
93736. 16047 
99732 16077 
99727. 16106. 
99722: 14139 * 
93713 14166. 
48713. 106196 
. 94703: 16226 
9s701 16236 
93599, 18286 
9559 4% 16315. 
93690 16315. 
99635. 16375. 
938030: 16403 
Sin. | Cot. 


Tang. |" 





54776 ..110 
53502: 
82233: 117 
50969. |16 


49710 115 
48455. 
47305: 
45960 . 113 
44720 I11 


43484 ° 
49353 
41026 ° 
39804 
383586. 


37373 


6, 31375 "| 60" 


30183 .]59 
29006 .| 5 
27828 :1 57 
26655 |55 


25425. 
243720. 
23140 
22003°|53 
20351 [öl 


19702. 
12553 - 
17413. 
16232: 
15150:| 46 


14023 

12899 
11779 
10663. 


45 
H 
43 
12 
09551 .[ 41 
Lo 


457 


‘ 














Cos. | Tang. | Tot. 


IL. Sin. |. Cos.|L.Tangf Sin. 


20/ 9,2099 vanıı 9, 21577 40, 16217. ni 0,16135 16,09443: | 40 

























*1 21075 99419 21656 . 16246 16465 07339 .| 39 
73 a1 152. 417 21735.5 16275 He +1 164985 06239 . | 33 
23 | 31229 994114. 21814 163063.| 93661 :]| 16525 05143 |37 
24 21305.| 99113.1 21909. 16332.]| 98657 16554 ..| 04051 | 36 
2 21381.) 99410.5 31970: 16361 93652 | 16581. 023962 |35 
F 31157:| 99409. 22049 16389.) 98647.| 16614. 01377. 134 
27 21533.| 90406.} 23137° 164118.| 99692:] 16644.| 00796: 133 
23 21609.| 99404 23205 16447 98639 16674 15,99719.|33 
29 216835 99403 232289. 16476 98633 | 16708 93616 31 
so 21760.1 99400 22360. 16504 .| 98628.1 18731 87576 °|30 
31 21836 99393 22433 16333. 93623:] 16764 96510 'Iag 
32 31911.| 99396 22515. 16563 93618.) 16794 95448 29 
3 21986:| 90393.| 22692:5 16500.] Hası4 16823.) 94389.|97 
3 220612] 99391 -| 22670 16619.| 98609 | 16853.| 93334: 96 
35 22136. 99389. 22747° 14948 98604 | 16983.| 93333 25 
36 22211 99337 .| 22323. 16676.| 9859.| 16913.| 91235. 24 
37 22286 99385 22900.5 16705. 98594:| 16943. 90191 og 
38 32360:.| 993823 22977 16734 935989:| 16973.| 809150. 3 
39 223434:| 99381 23053 - 16763. 08585 17008.| 88113: a 
40 232509 99378-1 23130 16791.1 98580 1 17038 87080 20 
41 225083 99376.1 23206 16820 985751 17063 86050.79 
42 22657 99374.| 23252. 16848.| 993570° 17093 83021 14 
43 22731 99372 23358: 16877.1 98565 °1 17123 84001 °| 17 
44 22804. 99370 23431. 16906 93560.5 17153 82931 . | 16 
45 22378 99369 ,1 235310 16934. 98555:1 17129 R1965.. |15 
46 22951.| 99365 23595. 16963.]| 98550:1 17213 80953 |14 
47 230235 99y363.1 23661 16992 98515:1 17243 79944 13 
49 23098 .| 09361 .| 23736.1 17020.| 98540: 78938 °|19 
49 23171 | 99359 23312 17049.| 98535. 77935 .|jı 
5 23244 99357 23587 5 17078 | - 93590: 76996 . | 10 
51 23317 99355 23961 | 17106.| 99525: 75941 
53 23389.]| v9352-.| 24037 17135 .1. '734948.| 8 
53 23162 89350 .| 24111. 172164 78959.| 7 
54 23534. 99348 241186 17192. 73974 | 8 
55 23607 99316 21201 17221. 1991.| g 
56 23679 | 99341 24335 1 17250 71012.] 4 
57 23751.| 99311.1 24409.0 17278. 270036:| 3 
58 23,23 99339.1 24483: 17307. 69083: 9 
59 23395 99337 21357: 17336 638091 | 1 
GES | GEEEEIEEEIEENE | aim EX 


]L,. Cos. L. Sin. L. Cot. Cos. 






10°|L. Sin. |L. Cos.|1..Tang sin Cos. | Tang. | Cat. |’ 


0 |9,23967 9, 99335 |9, 21631 .E0, 17364. |0, 98480 .|0, 17632 . 15, 67128 | 56 
21038.| 99332.| 24705.5 17393 98475 17662.) 66165 |59 

24110 99330. 24779 17422 98170. 17693.1 65205 158 
34181 °| 99323 24652. 17450.| 93165.) 37722.) 64248 °|57 
21352.| 99326 21926 174179 98460.| 17752. 63294 .|56 


3 
3 

4 

5 | 24323:| 99323.| 24999.0 17308 99455 | 177832:| 62344 |55 
6 | 2u394.| 99321.) 25073 17336.| 98450 | 17812:| 61396 .'54 
72 | 34165.| 99310 25146 I 17565 08445 | 17842:| 60452 |53 
8 | 24536 | 99317 | 25219 17593.1 98448 | 17872:| 59511 |53 
9 | 24606.|. 99314.|. 25292 17622.| 98434.| 17902:| 58573 |5ı 


10 21677 993132.) 25364.5 17651 98429.| 17932:| 827637.150 
11. | 24247.| 99310 25437 17679.] 984234.| 17962°| 56705.149 
12 .| 24818 99308 25509.5 17708 98419.| 17992:| 55776. |48 
13 21888 °| 99305.| 255932 17737 98414 18032.| 54850. |47 
14 241958 °| 99303.| 25654.5 177265.) 98409 18052:| 653927 |46 


15 | 25028 | 09301 25726:] 17794, | 98404 18082:| 53007 145 
16 | 25098 | 99299 | 25799 17332'.| 98398.| 18112:] 652090 |44 
17 | 25167.| 99296.! 25370.1 17851.| 99393.| 18143 | 851175.|% 
18 | 25237 99294 25942.1 17880 98358.| 18173 | 50264 |42 
19 | 25306.| 99292 | 26014.1 170908. 98383 18203 | 49356 |41 


230 25376 99239.| 26086 17937 99378 18233] 48450. |10 
21 25445 99287. 26157.1 17966 v8372.| 18263°| 47547. 30 
22 25514 '| 99285 26229 17994:| 99367.| 18293 °| 46648 |38 
23 25533 992%22.| 26300.5 18023 98362 18323°| 4575137 
21 25652 99280.] 26371:] 18051. 99357 18353 | 44837 |36 


25 26721 99278 26412:] 18080.| 98351.| 18393.| 43965. ]35 
26 25789.| 99275.| 26513.j 19109 98346.| 18413:| 43077 |3 
27 25859 99273.| 26534.% 18137.) 98341 18443°:| 42191 .|33 
28 25926.| 99271 26655 18166 98336 18473°:| 41309 |33 
29 35995 99268.| 26726 19194.| 98330.| 18503:| 40429 31 


30 26063 °| 99266.| 26796.1 18223.| 98325 18533:] 39551. |30 
al 26131°| 99264 26967 18252 98320 18563:| 33677 |29 
32 26199 99261 .| 26937°] 18280.] 98314.| 18594 37805 ° |28 
33 26267 99259.| 27007.4 18309 98309.| 19624°| 36936 ‘ |27 
34 26335 99257 27077:] 19337.]| 93304 18654 | 36069. |26 


35 26102.| 99254.| 27147:1 18366.| 98298.| 18684°| 35206 125 
36 26470 909252 27217 .4 18395 98293.| 18714 °| 3445 24 
37 26537.| 90250 27297 .1 19423.| 98288 18744.| 33496.:23 
33 26605 99247.| 27357 18452 08282 ..| 18774:| 32631 ‚23 
39 26672 °| 99245 27126.1 18480.| 98277 18804:1 31778 * 


* |L.Cos.|L. Sin. L. Cot. Cos. | Sin. Cot. ! Tang. | 








wir. Sin.|L. Con L.Tang Cos. | Tang. | Cot. | ’ 
J 


Pi 9, 26739 °|9, 992343 |9, 27496 W0,13509 |0,93272 [0,18334:|5, 30927 .|20 

26306 | 99240.| 27565.0 19538 98266 .| 18865 30080 |19 
3 26813 99238 27635 18566.| 98261 18895 | 29235 |18 
3 26940 99235.| 277049 18595 98255.] 18925°] 28392.| 17 
4 27006.| 99233 237773 ° 18623.]| 98250 18955 | 27552: | 16 


46 27073 99331 27842, 18652 98245 189985.] 26715 |15 
% 37139.1 99223.| 37911 18680. 98239.1 19015:| 25880 | 14 
47 27206 99226 27980 13709.| 98234 19045:1 25048 |13 


#8 | 27372.| 99223.| 28048. 1 13738 | 98228.| 10076 I 24218119 
40 I 27333.| 99321 | 28117 18766.| 98223 19106 | 23391 | 13 
se | 27404.| 99219 | 25185. 18795 ) 98317.1 19136 °]| 22566] 10 
51 27470.1 99216.| 28254 18323.| 982312 |] 181661 21724 | 9 
52 | 27536.| 9214 | 23322.0 18352 | 98206.| 19106.| 320924.| 8 
53 | 27002 | Woalı.| 23390: 18380.| 99201 19226:] 20107 | 7 
54 | 27668 | 99209 | 23453: 18909.| 98195.| 19256:1 19292.| 6 
55 | 27733.| 99206.| 28526.0 18938 ] 98190 | 19287 I 184180 | 5 
56 | 21799 | 99204 | 28594.4 18966.| 98184.1 19317°| 17670.| 4 
57 | 27364°| 99202 | 29662 18995 | 9R179 | 19347 °| 16963 | 3 
53 | 37929.| 99199.| 29730 19023.| 908173.| 19377.| 16053 | 3 
2) N 


27994:} 99197 38797.5 19052 98168 19407:| 15255. 


11°] | 790 


0 In, 28059:|9, 99194. [9,28365 Ho, 10080. 10, 20162. 10, 19438 |5,14455 | 60 
2319 .| 99192 | 28932.M 19109 | 98157 | 19468°| 13657.| 59 
28189. 99189.] 29999:M 19133 | sBısı.| 19498°| 12362 | 53 
28254 | 99187 | 29067 HM ı9166.| 98146 | 19528.| 12069 | 57 
38319 | 99184.| 29134 | 19195 | 98140°| 19558:| 11278.|56 


293383.| 99182 39201 19223.1 98134.| 19589 10490 | 55 
238448 99179.|1 29269 19252 98129 19619°| 09704 °| 54 
285121 99177 29334.5 19280.1 98123.| 19649 °| 08920.| 53 
23576.1 99174.| 29401.5 19309 98118 19679.| 08139 | 52 
28610:| 99172 29168 19337.| 98112) 19709:) 07360 | 51 


10 23704:]| 99169.| 29584.5 19366 98106.| 19740 06583.| 50 
11 28769.| 99167 29601 19394.| 98101 19770°| 05809 | 49 
12 28332.1 99164.1 29667.5 19423 98095. 19800. 05036.|48 
13 28896 99162 29733: 1 19451.] 98099:} 19830: 04267 | 47 
14 238960 99159.| 29800 19180.1 98084 19860:| 03499 | 46 


16 29023.| 99167 29866 I 19509 98078.| 19891 02733.]45 
16 29087 99154.1 29932 19537.]| 98072:| 19921 °| 01970.| 44 
17 29150 °| 99152 29998 19566 98067 19951.| 01209: } 43 
18 29313.| 99149.) 30063.4 19594.| 98061 °| 19981:| 00451 | 42 
19 29276:| 99147 30139.9 19623 98055.1 20012 |4,99694. | 41 


° IL. Cos.|L. Sin.|L.Cot.] Cos. | Sin. Cot. | Tang. |78° 
a EB 


BRDURM io 1a 








N\ 


| L.Cos. 





































LTang 



















30 |9,20339: | 9, 99144 9, 20105 
al 29102.| 99142 30260 . 
2 29465 99139.] 30326 
23 290528.1 99137 30391 ° 
24 29591 991341.1 30456. 
25 29653.1 99132 30321: 
26 239716 99129.| 30886: 
27 39778.]1 Mi26:] 30631. 
28 29341 99124 30716. 
39 39963 | 99121. 30731. 
30 29965.| 99119 30946 
31 3002731 99116. 20910. 
32 80089. 909114 30975 
3 30151 99111.1 831039. 
31 302313 991L08:1 31104 
35 30374.| 99106 31168 ° 
3 80336 98103.] 31232. 
37 30397 .1 99101 31296: 
38 80159 99083.1 31360: 
39 3U520.1 99095°| 31424. 
40 30531:| 99093 31188. 
41 30613 99090.] 31552 
42 30704 99043 31615. 
43 30763 99085.} 31679 
4 30325 99082:| 31742. 
45 30996 990820 31306 
46 30947 99077.1 31869. 
47 31007 99075 31932: 
43 31063 99072 ° 31996 
49 311383 Y99069.| 32059 ° 
sv 31189 99067 32122 
51 31219 99064 ° 32135 
52 31309 99061 .]| 32247. 
53 31369 99059 32310. 
54 31429 99055 | 32373 
55 31499 99053.| 32135. 
56 31549 99051 32.193 
57 31409 99049 ° 32560. 
53 31663. 99045.| 32623 
50 31728 99043 32635 ° 





⸗ Ir cCoc 


L. Sin. L. Cot. 


19630 
19703. 
19737 
19765 . 


19794 
19922. 
19851 
19879. 
19903 


19936. 
19965 


"19993. 


20022 
20050. 


20079 
20107. 
20136 
20161. 
20193 


20221. 
20250 
20273. 
20307 
20355 . 


2036 1 
20342. 
20121 
20119. 
20478 


20505. 
20535 
20563 * 
20591. 
20620 


20648. 
20077 
20705. 
20731 
20762. 


Cos. 


0, 99056*% 


98044 
98035 . 
98032: 
98027 


98021 ° 
98015. 
93009: 
y8004 
97993 ° 


° 97992 ° 
97936. 
97950: 
97975 

* 97969 ° 


97963 ° 
y7957. 
97951: 
97915: 
97939: 


97934 
97923 ° 
97922° 
97916 ° 
y7y10° 


97901. 
y7a9=: 
y7ny2: 
47826: 
97880: 


97371: 
vun: 
973262: 
97856: 
97850: 


97244. 
97838. 
97832. 
97823. 
97820. 










3180 I 
274307 138 
96690 ' 137 
9594 .138 


20072. 
30103 
20133 ° 
20163. 


20193: 
302324 
20254 ° 


20921 ° 


20951. 
20982 
31012. 
21042: 
21073 


21103. 
21134 
21164 
21194. 
21225 


95201 
91159. 


Ei 


3730.33 
92083. |32 


91515: |30 
90784:|29 











- 321924 
32201. 
32200. 
32319 


soson — 








10 | 3278 
u | 3206. 
12 | 32195 
13 | 32553‘ 
14 | 33011. 









326691 
31728 

32756° 
32344 
32902 


32959 
33017. 
33076 
33132. 
33190 


33247. 
33305 
3 


„[ Seusa BuRES LBENEE NUNES 55555 


9,31737.|9, 99040° 





"99021, 
"9018: 



































99037 « 
99035 

99032 * 
99029 « 


99026: 
99024 


99016 


99013 
99010. 
99007; 
99005 

99002 · 


98999. 
95996: 
98994 

98991 * 
98988 


98935: 
98953 

95950° 
98977. 
98974 


98992 

95969° 
98966. 
99635 
98960: 


99958 

93955" 
9982. 
98949: 
959468 


98944 

994" 
98933 ° 
93935. 
93932: 





9, 32747 "fo, 20791 





































































20933 
20901 « 
20990 
21018, 
2100 . 


21675 
Ei 
alı32* 
211604 
21189 ; 





21445 
ala73. 


21501: 
21530 
21553. 
21597 
als. 


EITEEH 
a1n72 
21700. 
a1ra9 
21757. 





A135: 
21513 
21842, 
a1arı 
21899 








0, 97814 ..|0, 21255, 
97808.| 21286 
97302.| 21316). 
97796. 

97790. 

ara 

778 

9712 

9766 

97759. 

91733. 

97747. 

yıralı 

A735 

97729 

97723 

716, 

9710. 

97704.) 21803, 
rang | 21838: 
97092 | 3138 
97635.| 21894. 
97679.| 21925 
97673 21955; 
aaoor | 21986 
ers60.| 22016.) 
97651.| 22047 
7045 | 22077. 
97642 23103 
9m035.| 22133. 
07639.| 22109 
97623 22199. 
raıs.| 22230. 
97610.| 22201 
97604 22201. 
97593 22332 
97591.| 22352. 
rss | 22333 
97573.| 22113. 
72.) 221m 














6785. 


oz 
66458 ° 
65797 
65137 . 
61480 


63321. 


- 63170. 


02518 
61367 


si | 


60572 
59926. 
59283 
536 
58001 


57362. 
56726 
50091 
55457. 
54826 





ass 
42374 








462 


L. Sin.|L. Cos! L.Tang Tang. | Cot. !' 


12° 


46! 
4 
4 
43 
4 


Sn DES 553% 


m put bi ya 
wm 


14 


15 
16 
17 
18 
19 l 


9,34099 . 
34156. 


36235. 








9, 98929 =] 9, 35169 5 0, 21927 .10, 97566 | 0, 22474.14, 44941 :120 


98927 85328.5 21956 97559.1 22505 
98924 °| 35287.5 21984.} 97553 22535. 
98921 °| 35346.5 22012: 97547 22566. 
98918.| 35405 22041 °| 97540.| 22897 
98915] 35464 22069.1 97534 22627. 
98912: 955225 22098 97527.1 22658 
98909:| 35581 22126°} 97521 220688 . 
98907 35639.5 22154.| 97514.| 22719 
98904: 35698 22183 97508 23750 
98901 | 35756.5 22211.]| 97502 22780 „ 
98398 °| 835814:5 22239°| 97495.1 22811 
98895. 35873 22263 97489 22341. 
98392.| 35931] 22296. 97482.| 22872 
989889:| 359895 22325 97476 22903 
98886: 360475 22353” | 97469.| 22933. 
98884 86105 22381. 97463 22964 
98881 °| 36163 22410 97456.| 22994. 
98878 °| 36220. 22438°| 97450 23025. 
9938751 36278 97443.| 23056 


9, 98872 ° 
98869 ° 
98866. 


98516 ° 


°:L.Cos.|L. Sin. 








22466. 


22495 
22523 ° 
22551. 
22530 
22608 ° 


22636. 
22665 
22693 ° 
22721. 
22750 


22773 ° 
22806. 
22335 
22863 ' 
22891. 


22920 
22948 ° 
22976. 
23004: 
23033 





Cos. 


0, 97437 
97430 ° 
97423. 
97417 
97410- 


97404 
97397. 
97390: 
97384 
97377. 


97371 
97364. 
97357: 
97351 
97344. 


97337: 
97331 
97324. 
97317: 
97311 


Sin. 


23669. 





Cot. 





43734: |18 
43133 .117 
43534 | 


41936 15 
41339 .114 
4745 |15 
40151 .|13 
39559: 









13%] L. Sin. |L. Cos. L.Tang Sin. 











97 291. 
97291 
97284 ° 
97377. 


97370: 
97264 
97257 ° 
07250. 
97243: 


972336: 
97230 























08786 | 37979. 


98783 88035 
98780 38090. 



















98777 39146 - 97223 ° 
98774 38202 97216. 
98770.| 38257 97209: 













99767 .| 39312- 972302: 
98764.| 33369 97196 
98761.| 33323. 97189 ° 
99758.| 38478. 97182 ° 
98755 .|' 38533 97175. 













97168: 
97161: 
97154: 
97148 
97141 ° 


98752.| 38588: 
98749.| 38643. 
98746 38698 . 
98743 38753. 
99740 38908 





















98737 38963 97134 ° 
98734 38917. 97127 ° 
38973 97120 ° 

97113° 

97106 ° 






9709. 
97092: 
97085: 
97078: 
97071: 


97064: 










s| SESSH 2asas 38388 BEBSE EBUER SENSE uuuue uy 













0! \9,33367. 
35119 
33468. 


nu mın .ıı Dar8 em 
[N 
N] 
* 
» 
© 


12 38971 
13 39020. 
14 39070. 
15 39120 
198 39170 
17 39219 
18 39269 
19 39319 
* 39369 
al 39417 
22 39467 
23 39516 
21 39565: 
25 39614: 
26 39661 
27 39713 ° 
28 39762 
29 39311 
30 39559. 
31 39909. 
32 39957. 
= 400086 
31 40051. 
85 40103 
30 40152 
87 40200 ° 
33 40249. 
39 40297 
, L. Cos. 


98612. 
99639. 
93636 
93633 
98629. 


99626. 
93623 
98420 
9“616. 
93613. 


98610 
99607 
95603. 
9:60. 
93597 













99594 
92390. 
98597. 
99594 
98581 










98577. 
9457: 
99571 
93567. 


93564. 





39730. 
39731. 
39933 

39391. 


39915 
39999. 
49052 
40105. 
40159 


40212 
40265. 


40318: 
40371: 


40424: 


40177. 
40530. 
40583. 
40636 
40659 


40711. 
40794. 
40347 
40399. 
40953 


41001. 
41056. 
41109 

41161 ° 
41213. 


41265: 
41317: 
41369: 
41421: 
41473. 


41525. 
41577. 
41629 

416820. 
41132. 


L. Sin. |L. Cot. 


9, 39677 0, 24192 10,97029. 


21220 ° 
21219. 


21276: 1° 


24305 


21333 ° 
21361 . 
243“9: 
24417: 
31446 


24474 ° 
34502. 
24530: 
21558. 
24597 


24615 ° 
21643. 
2410718: 
24699: 
24729 


24756 ° 
21784 
24912. 
21340: 
21563: 


21897 
21925 ° 
21953. 
21931: 
35009: 


25038 
25066 ' 
25094 ° 
25122 ° 
25150. 


25179: 
25206 : 
25235 
25263 ° 
25291 ° 


Cos. 


97022. 
97015 
97009 
97001 


96994 
96937 
96939 
96973 
96965. 


96958. 
96951. 
96944. 
96937 
96930 


96923 
96915. 
96908. 
96501. 
90894 


96887 
96979. 
96372. 
96865. 
96553 













96851 
96343. 
96836. 
90929 
96822 


96914. 
96907 
96900 
96792. 
26735. 


96778 
96770. 
96763. 
96756 
96748. 


















[7] 
21994.| 00088 |58 
25025 ..|3, 99592 |37 
25056 0; 
25097 98607 ° 55 
35113 | 9Slls. 54 
25149 | 97627 |53 
251980 | 97133.152 
35211 | 9s85t |sı 
25242 | 98165 |se 
25272.| 95690 |49 
25303.| 95196 !4 
25334.| 94713: 
235565.|1 94331 .|4 
.25396.| 93750:145 
25477.| 93271 I 

.| 993792.|4 
25489.| 92315. 42 
25530.| 91839 la 
25551.| 91364 4 
255932.| 90290 139 
25613.] 90417 35 
25614.| 89945 |37 
25675.| 89474. |36 
25706) 89004135 
25737: 88535. 34 
25768:| 82063 |33 
25799:| 87601132 
25830:| 87135.|31 
25861 : 86671 130 
26897: | 86207.129 
25923: 85745 28 
25954 ® 85293 . 127 
25986:| 84923. 20 
26016:| 84364 125 
26043 83905 . 24 
260791 83118. 3 
26110 ° 82942 2 
36141 °| 82537 28 

un 
Cot. I Tang. |% 





Du 


EuSa& | 
>“ 
3 
8 


465 






0 


Cot. 


| L. Sin. Tang. 


L. Con. |1.Tang Sin. 








Cos. 











9, 40345. 19, 98561 19, 41784 50, 25319.10, 96741. |0,26172 °|3,82082.|20 
- :I 08557.1 41835. 25347:| 96734 26203°| 81629.|19 
40441:| 98554. | 41837 25375:| 96726.} 26234.| 81177 |18 
40490 99551 41933.5 25103:| 96719 26265:j 80726 |17 
40533 °| 98548 41990 25433 96711.| 26296:| .80275.|16 


40536 | 99544.| 42041 Ü 25160 °| 96704.| 26327:| 79926.15 
40634 | 98541 42092.1 25488 | 96697 | 26359:| 79373 14 

985983 | 42143: 25516 °| 96699.| 26390 | 78931 |13 
40739.| 98534.| 42195 | 25544-| 96682 | 26421 °| 78484.|13 
40777.|1 98531 | 422461 25572:1 96674.| 26452 °| 78039. |ıı 


ı 1, 40825 98529 42297 1 25600:| 96667 26483 °| 77595 |10 


u —.wi 
3 
— 
w 


40373 93524.| 423481 25628:| 96660 36514.| 77161.) 9 
5 40920.| 993531 4239 25657 96652.| 26545:| 76709 | 8 
53 40968 -| 98517.| 42450 25695°| 96645 26576:| 76268 | 7 
54 41015.| 98514.| 42501 35713°| 96637.| 26607:| 75327.| 6 
85 41063 9511 42551.1 23741°| 96630 26639 753898 | $& 
56 41110» | 98507.| 42602.1 25769 °| 96622.| 26670°| 74949.| 4 
57 41157:| 98504.| 42653 25797 .| 96615 26701 °| 73512 | 3 
68 41205 98501 43704 25325:] 96607.| 26732.| 74075°| 2 
59 | 41252°| 98497.| 42754.1 25853:] 96600 26763:| 73639.| 1 
Ta aaa men 
15°] | 75 





0’ 19, 41299.]9, 98494 |9,42305 #0, 25881: 10, 96592. 10, 26794 :|3, 73205 | 60° 


1 41346:| 99490.| 42855.9 25910 96585 26826 727711 59 
3 41393:]} 98487.| 42906 25933 "| - 96577.1 26857 | 72338 °) 58 
8 41440:| 98481 42956 .5 25966 | 96569:| 26388 | 71906.| 57 
4 41187 983180. 43006: 25994} 96562 26919.) 71975: 56 
5 41334 98477 43057 26022°1 96554.1 26950:| 71045.]55 
6 41581 98473.| 43107. 26050 °| 96547 26982 | : 70616 |54 
7 T 41628 98470.| 43157:1 26078. 96539.| 27013°| 70188 | 53 
8 41675 98467 43207:1 26106:| 96532 27044 °| 69761 | 52 
9.1 41721 98463. 43257:5 26131:| 96524°| 27075.1 69334.|51 
10 |, 41768 99460 43308 36162:| 96516.1 27106:I 68909 | 50 
11 41914 98456.| 43353 °E 26190:| 96509 27138 68434.|49 , 
12 41961 98453 43403 26218: 96501.| 27169°| 68061 |48 
13 41907.| 98450 43457.5 26246:| 96494 27200.| 67633147 
14 41954 98446.| 43507.5 26275 96486 | 27231:| 67216.|46 
13 42000.| 98443 43557.4 26303°| 96978.| 27263 |, 66795: 145 
16 42047 98439.| 43607 26331 °| 90471 272941°| 66375.144 
17 42093 98436 43657 26359 | %163°| 27325.| 65956.|43 
18 42139 998432.| 43706. 263371 96155.1 27356:| 65539 |42 
19 43135 98429 43156 26415°| 96448 27388 65121 41 








GEREERSEEERR.GD 5 GEBEREISEREEER | men 


L. Sin. L. Cot.] Cos. | Sin. | Cot. | Tang. |74° 







L.Tang 


30° |9, 42331: | 9, 98425 - | 9, 43805 . 0,2848" 0, 96440 °|0, 27419 °|3, 64704. |40 
al 42277:| 98422 43855 26471 96432.1 27450.| 64289 139 
22 42323.| 98418.)1 43904.0 26499. 96429:| 27482 63374 38 
R 42369.| 98415 43954 26527:| 96417 27513 °| 63460. 37 
2 42415.| 98412 44003.1 26555:] 96409. 27544.] 63047: 136 


2801 42461 gRa08.| 44052: 26553:1 96401:| 27575:| 62635.|35 
26 42507 98405 44102 26611:| 96391 27607 63224 |34 
37 42552.| 99401.| 44151°| 26639:| 96386 | 27638°| 61814 133 
28 42598.| 98398 44200 .1 26667:| 96378.5 27669.| 61404. 32 
239 42644 98394.| 44249:] 26695°] 96370:| 27701 60996 |31 


80 42689.| 98391 44298:5 26723:| 96363 27732 °| 60588 30 
31 42735 93387.| 44347.1 26751:| 96355°| 27763.| 60181129 . 
323 42780.| 98384 44396.1 26779:] 96347°| 27795 69775 |28 
33 42826 98390.]| 44445.1 26807:| 96339.| 27826°| 39370 |27 
34 42971, 98377 44494. 26835:] 96331:1 27867.) 58965. 26 
35 43917 98373 °| 44543. 26863:} 96324 27889 585623 |25 
36 42962°| 98369.| 44592 26391:| 96316°| 27920.1 58159.|24 
87 43007.| 98366 44641 26920 96308 °| 27951: 37757: |23 
38 43052:| 98362.| 44689.1 26948 °| 96300.| 27983 57356 :| 22 
3 48097:| 98359 44738 26976 | 96292:| 28014.| 56986. |21 
40 43142:| 98355.| 44797 27004 °| 96284:| 28045:) 56557 |20 


4 43187:| 98352 44835. 27032 °| 96277 28077 56158.|19 
43 43232.| 98348.| 44884 27060 96269 23108.| 855761 |18 
43 43,77.| 98345 44932.1 27023 °| 96261°| 28140 55364 °|17 
44 43322.| 98341.| 44981 27116 96253 28171.| 54968 I16 


45 43367 98338 45029 5 27114 96245.| 29202:| 54573 |15 
46 43412 98334 °| 45077.5 27172 96237:| 28234 54178.|14 
47 43456.| 98330.| 45126 27200 96229:| 28265.| 53785 |13 
48 43501.| 98327 451741 27228 96221:1 23297 53392.|13 
49 | 435416 98323.| 45222 27256 96213:] 28323.| 53000: |11 


50 43590.| 98320 45270.0 27284 06205:| 29359:| 52609 |10 
51 43635 98316.| 45318:1 27311.] 96198 28391 52219 | 9 
53 | 43679.) 98313 45366:| 27339.| 96190°| 28422.| 651829 °| 8 

. 53 43724 98309 | 45414:] 27367.| 96182°| 28454 51440 .| 7 
54 43768.| 98305.| 45462.1 '27395.] B6174°| 28485.| 51052: 6 
5 

4 

3 

2 

1 


55 43812:] 98302 45510.| 27423.| 96166°| 28517 50665. 
56 43357 98298.| 45558.1 27451.] 96158°| 28548.| 650279 
57 43901 °| 98295 45606 37479.| 96150°| 28580 49893. 
58 43945.| 99291 | 45654 237507.1 96142 28611.| 49508: 
59 43989:| 98287.| 45701.8 27535.| 96134 28643 49124. 


L. Cos.|L. Sin. |L. Cot Cos. | Sin. | Cot. | Tang. |74° 
EEE 











































„96126 |0,28674.|3, 48741 |60 
96118 | 28706 | 48353.)59 
96140 | 28737.| 47977 |58 
96102 | 25769 | 47596 °|57 
96094 | 28500.| 47216 |56 


96095.| 28832 | a6836.|55 
96077.| 28363.| 46458 |54 
96069.| 25895 | 46080°|53 
28926.) 45703 |53 
28953 | 45326. 151 


22939.| 44951 |so 
20021 | 44576 °|49 
29052.| 44202 |48 
29054 | 43528.147 
29115.| 43456 |46 


29147 | 4308445 
20178.) 42713 |44 
29210 | 42342.|43 
29242 | a1g73 [42 
29273.| 41604 |41 


29305 | 41236 |4 
29336.| 40808. |36 
29368 | 40502 |33 
29399.| 40136 °|37 
29431.| 39770.|36 


29463 | 39406 |35 
29194.! 39042 |34 
29526 | 35079 |33 
29558 | 38316.|33 
29589. 


98214. 


98210: 
98207 
98203. 
93199: 
98196 


99192 
93188. 
isn 
FE 

98177 





98173, 29621 
93169. 29652. 
93166 29684. 
98162 ° 2716 
98158. 29747. 
9B154: 29779. 
gaısl 29811 
93147 29912. 
9143. 29974. 
98139: 29906 


|. 88488 zuBeg suusR SuBes 











468 


16° Tang. 1. Cot. |‘ 





L. sin.|r. Cos.|L.Tang Cos. 





40° |9, 45758 °| 9, 98136 19, 47622 hy 28680 | 0,95798 .10,29938 |3, 34023 ° 
4 45800.| 93132 °| 47668 23708 95790. | 29969.| 33669. 
2 459842. 98128.] 47714 28736 95732 80001 33313 
43 45884:]| 98124:| 47760 28763.1 95773.1 30033 82965 ° 
44 45926:| 98120:| 47805.0 28791.1 95765. 30064.| 82614 


45 45968.| 98117 47851. 1 28819.]| 95757 30096.} 32263. 
46 46010.| 98113 °| 47897 28347 95784.1 30128 g1913. 
. 47 46052.| 98109.| 47943 28875 95740 30160 31564. 






48 46094. 98105: 47988. 28903 95731. 30191. 91215. 

49 46136 98101:1 49034. 28931 95723. 30223. 30968 u 
50 46178 98098 48080 28958. 95715 \ 30255 30520. 10 
3 "46219. 98094 ° 48125. 23986. 95706.) 302837 } ' 30174 9 
52 46261. 98090 | - 48171 295014. 95693 30318. 39823 .| 8 
53 46303 98086. 46216. 29942 95639 . 30350 . 39433.| 7 
54 46344. 98082: 48262 # 29070 95681 .I 30392 | - 29138. 6 
55 4639386 | 98078: 48307 29098 95672. 30414 29794:1 5 
56 | , 46127. 98075 46352. 291253. 95064 30445. 38451.) % 
57 464169 98071° 48398 29153. 95655 :1 30477.} 929109 3 ı 
53 |. 46510. 98067 ° 49443 39181 -| - 95647 30509 37767°| 23 
59 46552 98063 ° 456488. 39209 95633. 30541 371235.| 1 

7°| |739 









0° 19, 46593 .] 9, 98059 . | 9, 48533 :5 0, 29237 | 0, 95630 |0,30573 Y3,27085 | 68° 
46531:1 98055:1 48579 2926:.1 95621.| 30604.]| 26745159 
46676 93051:| 49624 U 29292.| 95613 30636.| 26405.1}38 
46717 °) 950418 |" 48669 „23329. 95608. 30663.] 26067 | 57 
46753:| 98044 °| 48714 || ’29348 95596 30700 25729 | 36 


29376 95587.| 30732 25391.155 
29404 95579 30764 25055 | 54 
29431.| 95570.]1 30795.1 24718.|53 
294159.} 95562 308227.| 24383 | 52 
29487 95553.| 30859.| 24048.]|51 


46799.] 9%8040°T 48759 
46340:| 98036’) 48804 
46881:| 98032 48349 
46922.| 93023.} 49894 
46963.| 99024:| 49939. 


SR ALM 103 0 I 


29515 95545 30391 23714 |50 
29513 95536 | 30923 23320.|49 
29570.]| 95527.} 30955 23047 :148 
29593.] 95519 30987 22715 |47 
29626 95510.| 31018.| 22383. 46 


10 | 47004.| 98020:| 48993. 
11 | 47045 | 98016:| 49028. 
12 | 47086 | 98012:| 49073 
13 | 47127 | 88009 | 49118 
14 | 47167.| 98095°| 49162. 


29654 95501:| 31050. 22052.|45 
29681.] 95493 31052.| 21722 |4 
29709.) 95484.1 31114.| 2139243 
29737 95476 31116.) 21063 |42 
29765 95467 °| 31178 20734 °| 41 


XXCXC ⏑ ⏑ 
II.. Cos. L. Sin. |L.Cot.| Cos. ! Sin. | Cot. | Tang. |7% 
n 


15 | 47208.| 98001 49207 
16 | 47249 | 97997°| 49251. 
ı7 | 47289.| 97993°| 49296 
ı8 | 47330 | 97989°| 49310. 
19 | 47370.| 97995.| 49385 











= 


469 


Iv. Sin. L. Cos. LTeng| Sin. | Con | Tune Cot. | ' 








L: Sin. L. Cot, 


Cos. 





































































Sin. 


3, 30406 40 


9,47411 |9, 97981: |9, 49429 .10, 29793 10, 95458. )0, 31210 
97977:| 49474 29820:.| 95450 | 31242 20078.139 
91973:| 40618. 1 29848:] 95441 | 31274 | 19752 |39 
97969:| 40562: 29876 95432.| 81306 | 19425. 137 
07965:1 49607 29904 | 95424 | 31339 | 19100 |36 
07961:1 49651. 29931:| 93815 °| 31370 | 18775133 
97957:| 49695: J 29959.| 95406.| 31402 18451 |34 
97953:| 497391] 99987 95397:| 31433.1 18127°|33 
97949:| 49784 | 30015 95369 | 81465.| 17804 |32 
97935:| 49823°] 30042:| 95380°| 34497.1 17481’131 
97941ıl 49872°I 30070:| 95371.| 81529. 17159 [80 
97937:| 49916°E 30098 96362:| 31561:| 16838 |29 
97933:| 49960 1° 30126 95354 | 31593.| 16517°28 
97929:| 50004 1 80153:| 95315°| 82625:| 16197 |97 
97925:| 50043 1 30181:| 95336.| 31657;,| 15877°|26 
97921.| 50092 # 30209 953273| 81689:| 15558 Ie5 
97917.| 50135:1 30236.| 98319 | 31721:] 15239.|24 
97913:| 50179:# 30204:| 95310°| 81753:| 14922 |23 
97909.| 50223 | 30292 95301 °| 31785;| 14604:|22 
97905:| 850267 30320 96292:| 31817:| 14288 |81 
097901.| 50310.4 30347:] 952833] 81819:| 18971.|20 
07897.| 50354.1 30375:| 95274:| 81983 | 33656 |19 
97893.| 50393 # 30403 95266 | 31914] 1334118 
97889.| 50441.] 30431 05257 °| 319946 °| 13027 |17 
97885.|1 50485 | 30458:| 95248 °| 81978 I 12713 °|10 
97881.1 60528, 30486 05239.| 82010°]| 12399: 115 
97877.| 50572 1 30514 |. 95230:| 32042°| 12087 114 
97873.| 50615.0 30541:| 95221:| 32074 °| 11775 |13 
07869.| 50659 # 30569: | 93212:| 32106 °| 11463.|12 
91865.| 50702. 30597 95904 | 38138.|1 11152: [31 
97861 | 50746 | 30624.| 98195 °| 32170:| 10842 10 
97857 | 50789 | 30652:| 95186 | 32202:| 10532°) 9 
97853 | 50232.0 30690 | 95177 °| 322341:| 10922.| 8 
97319 | 509751] 30707.| 95168 °| 32266:| A914 | 7 
97845 | 50919 1 30735:| 95159 °| 382299 1 09605.1.6 
97841 509621 30763 65150’) 33331 °1 69298 | 8 
97837 | 51005] 30791 95141:| 32363 1 08991 | 4 
097832. 51048] z0sı8:| 95132;| 32395.| 08694:| 3 
07828:]. S1091.| 30846 95123:| 32127:] 08378:| 2 
07824.1. 5J134:1 39874 95114:| 32459: 089073 | A 


Cot Tang. 72° 


33 


470 


. | [4 
1% |L. Bin.|L. Cos.| L.Tang | in. | Cos. | Tang. 






























0, 32491: 























@ |9,48998 |9,97820.19,51177.10,30901..10,95105: 
ı | 49037 | 97816.| 51220.1 30929 | 95096:1 32524 - 
3 | 49075.1 978192 | 51263.1 30957 | 95087.| 32556 ° 
8 | 49114.| 97308 | 51306 | s0084.| 95078.| 325398 ° 
4:.| 49153 | 97804 | 51349 | 31012.| 95069.| 32620. 
6 | 49193 | 97300 | 51392 # 31039.| 95060.| 32658. 
6 | 49230.| 97795:.| 51434.1 31067.1 95051.| 32685 
17 49269 97791.| 519477.1 31095 °' 95042.| 32717 °* 
8 49308 97787.| 51520 31122.| 95033 | 32749 ° 
0 | 49346.|  97783.| 51563 1 31150:| 95024 | 32781. 
0 | 49385 | 97779 | S1605.1 31178 | 95015 | 32313: 
‚11 | 49423.| 97775 | 51648 # 31205.| 95006 | 32316 
13 | 49462 | 97771 | sı690.] 31233 | 94997 | 32878 
13 | 49500°| 97766.|1 51733.1 31261. | 94989 | 32910. 
14 | '49538.| 97762.| 51776 1 31288.| 94979 | 32942: 
ıS | 49577 | 97758.| s51818. 1 31316 | 94969.| 32975 
16 | 49615°| 97754 | 51861 | 31344 | 94960.| 33007“ 
17 | 49858.| 97750 ! sı903-Ä sı37ı.| 94951.| 33039. 
18 | 49691:| 97746 | 51945.1 31399 | 94912.| 33071: 
19 | 49730 | 97741.| 51988 # 31426.| 94933 | 383104 
20 | 49768°| 97737.| 52030.1 31454 | 94924 | 33136 
9ı | 49806°| 97733.| 52072:1 31482 | 94915 | 33168. 
32 | 49844°| 97729 | s2115 1. 31509.| 94905.| 33200: 
23 | 409832°| 97725 | 52157 °1 31537 | 94896.| 33233 
24 | 49920 | 97720.| 52199.1 31564.| 94887.1 33265.| 00611 
353 | 49958 097716.1 52241:1 31592.| 94878 | 33297:| 0031918] 
36 | 49996 | 97712.| 52233:] 31620 | 94869 | 33330 | 00028 |& 
37 | 50034 | 97708 | 52325:1 31647.| 94860 | 33362. |2,99737.|% 
38 | 50072 | 97704 | 52367:1 31675 | 94850.| 33394:| 99447 18: 
29 | 50109.| 97699.| 52409:1 31702.| 94841.| 33427 | 99157.|A 
80 | 50147.| 97695.| 52451.1 31730 | 94832 | 33459. 
31 | 50185 | 97691 | 52493.1 31758 | 94823 | 33491: 
32 | 50223 | 97637 | 52535.4 31785.| 94313.| 33524 i 
s3 | 50260.| *97682.| 52577.1 31813 | 94804.| 33556. l 
3 | 3s02u8 | 97678.| 52619.4 31840.| 94795 | 33588: 1 
ss | 50335.| 97674 | 52561 | 31863 | 94786 h 
36 | 50373.| 97670 | 52703 9 31805.| 94776. 
37 | 50all | 97665.| 52745 1 31923 | 94767. h 
s | 504948.| o7661.| s2786.1 31951 | 94759 k 
9 | 50485:| 97657 | 52823.| 31978.| 94748. 1 
mu ? GENSEREESEEESED UERESEHEEEEEEESEEE TE GERRRENDGHERSESEHREEN | Mrrrrrru 3 
’ IL.Cos. L. Sin. |L. Cot.| -Cos. | Sin. " 





471 





we|z. Sin. I. Cos. |L.Tangl| Sin. | Cos. | Tu. | Cot. 


Tr a N 


40° 19,50523 |9, 97653 0, 52870 |6,32006 |0,94739.|0,33783 |2,96004 |20 
ar | 50560.| 97648.| 52011.| 32033.| 94730 | 33815.| 95220.|19 
4 | 50598 | 97644.| 52953 #1 32061 | yaraı | 33848 | 95137 |18 
43.1 50635°| 97640 | 52995 Ü 32088.| Yarıı.| 33980.| 95154. |17 
4 | 60672.| 97636 | 53036.1 a2lı6 | 94702 | 33912:| 94972 |ıs 


4 50709:| 97631 .| 63078 32143.| 94693 33945 94590 ..|1S 








% 50747 07627 .| 53119.0 32171 91633.| 33977.| 94309 14 
@ 50781 97623 53161 32199 91674 34010 94028 113 
88 508211 97618.1 53202 32226. 94664. 34042. 93743 |13 
9 50858 97614.| 53243. 32254 94655. 34075 93468 |14 
30 50895.| -97610 53285 32281. 94616 34107. 93183.110 
DR 50933:| 97605. 53326. 32309 94636. 34140 92909:| 9 
’2 50969. 976.1. 53367: 32336. 94627 341723. 93631.| 8 
33 51006. 97547 53409 32364 941617. 34205 92353: | 7 
34 51043 97593 53450 32391.| 94608.| 34237.| 92076 | 6 
5 51080 97588. 53491. 32419 94599 34270 91799 | $ 
6 51117 97594 53532: 32446. 94589.| : 34302. 91522.| 4 
7 51153. 97580 53573: 32474 94580 34335 91246 | 3 
2:7 811-0.| 97575.1 53615 32501.| 949570.| 34367.| 90970.| 2 
39 51227 97571 53656 '1 32529.]1 94561 34400 90695.| 1 
ee a RR ee | 
ge] | 710 
Ss, 512610, 978567 9, 53697 ° 10, 32556. |0, 94551.|0, 34432.2, 90421 | 60 
3 51300.| 97562.| 5373984 32594 94542 34 165 90146 .| 59 
.2 51337. 97553 53779 32611. 94532.1 34497.| 89373 | 59 
3 81374 | - 97553. 53820 #3 32639 91523 34530 89599 .| 57 
4 s1410. 97549. 63861 32606. 94513.| 34562. 89327 56 
) 51447 97545 53902 32694 94504 34595.| 8905%.| 89 
6 51483.1 975430. 53942. 32721. 94494 .1 34628 83782:1 54 
, q 81520 | . 97536 53983. 32749 94185 34660.| 88511 |58 
8 61556. 97532 64024. 32776. 94475.| 34693 83240 '| 59 
9 51592:| 97537..| 54065 32804 94466 34725.] 87969.|51 


ko 51629 97523 54106 32831 .| 94456.| 34758 87699 ..| 50 
11 S1665.1 97518.| 34146. 1 32859 98447 34791 87430 |49 
La 581701:| 97514.| 54187 32886.| 91437.| 34823.| 87160.148 
13 81738 | 97510 54228 32914 91423 34856 86392 |47 
X 517741 97505.] 54268. 1 32941.| 94418°| 34888.| 66623.40 


Rö 51810.1 97501 54309 32969 94409.| 34921.| 86356 |45 
us 51846:| 97496.| 54349. 1 32996.| 94399 34954 86088 ..| 44 
07 5188221 97492 54390 33023:| 94389.| 34986.| 83821:|43 
58 51919 97438 54430. 5. 33051 94380 | 35019.| 85555 143 
u 51955] - 07483.| 54471 | '33078.| 94370°| 35052 85389 |4l 


m j o up mmmnse | aumm 


JL. Cos. L. Sin. L. Cot. Cos. | Sin. | Cot. | Tang. |70° 








* 9,51991 | 9, 97479 19, 34511. 


52027 97474. 
Mr 52063 | 97470 
33 52093.| 97465. 
24 52134.| 97461 


25 52170.] 974506. 
26 82206.| 97452. 
37 82242 97448 
28 52278 97443. 
29 53313. 97439 


30 62349.) 97434. 
al 82396 97130 
32 52420.) - 97425. 
83 82456 97421 
34 82491.5 97416. 


85 62527 97412 
80 62562.1 97407. 
87 62598 97103 
38 52033.| 97398. 
89 62669 97394 


40 52704.) 97339. 
41 52739:| 97385 
4% 53775 97320. 
43 52310. 97376 
44 »2845:) 973721. 


45 ı 52380:} 97367 
46 52916 v7362. 
ar | 52951 °| 97353 
48 | 52956 °k 97353° 
49 | 53021 °f 97348. 


50 53056 | 97314 
51 53091. 97339. 
53 53126 97335 
63 53161 97330 . 
54 53198 97326 


55 53231 97321. 
56 53266 97316: 
57 53300.) 97312 
58 53335. 97307. 
59, 63370 97303 


54552 
54592. 
54633 
84673 ° 


84713. 
64754 
54794 ° 
64834. 
534874: 


84914: 
54955 

54995 ° 
55035 ° 
85075 * 


86115 ° 
65155 
85195 
35235 
53275 


55314. 
55354. 
55394. 
55131 
65174 


55513, 
55553, 
53593 

99632. 
55072. 


55712 
55751. 
95791 
55830. 
565370 


55909. 
95919 
55933. 
56027: 
56067 


00, | a r 


L Cos. L. Sin. |E. Cot. 
— — — — — —— — 


33161 
53188. 
33216 


39243. 
33270: 
. 83298 
83325. 
33333 


83380. 
83408 
33435. 
33462: 
33490 


33511. 
83545 
83572. 
33599: 
33627 


33654. 
33692 
33736: 
337614 


33791. 
33319 
33546 ° 
333573. 
33901 


33028. 
33955: 
33923 

34010. 
34037: 


31065 
31092. 
34119: 
34147 


0,33106 |0,94360.10,35094 .!2, 85023 4 
33133.1 94351 .85117. 84755 139 
93341.| 35150 84493 . |38 
94331: 35182 842329 197 
94322 35215 83965 "| 
94312.) 35219 83701 .135 
94302:} 235280.1 83438.|% 
94293 35313 83176 [33 
94283. 1 35346 82014 | 
94273:1 35379 82652. 81 
94204 35411.| 82301 | 
94254 '1 8544.| 83130°)%9 
94244.| 35477 81870 1% 
94234:| 33510 81619123 
94225 35543. 81350 20 
94215°| 38525. Hrogı |2S 
94205.1 35608 80832.|34 
94195:1 35641 80574 2 
94196 35673.1 80316 *ꝝ 
91176°I 35706.1 80059 {21 
94166. 35739.] 79801.1% 
91156:]| 35772 79545 |19 
94147 35805 79359 |13 
93137 | 35330 79033 °|17 
94127 35970. 78778 |16 
941117.| 35903.1 78523 -115 
94107: 36936 . 78203.]14 
941097: 35969 73014 |13 
940*3 36002 77760 ..112 
91078 °'| 36035 77507 11 
91069 | 38007. 77254 10 
94053 * 36100. 77001.] 9 
91043.1 36133. 76749.| 8 
91035: 36166. 76498 | 7 
9141023: 36199 76246.) 6 
940193:| 36232 73996 | $ 
94003: 35205 75745.114 
93999 30298 75195 .| 3 
93939 | 36331 75215:| 2 
93979 | 36364 74996..| 1 


31174. 


Cos. 


Sin. 


Cot. 


Tang. | 














- |} 
04.19,58405 | 9, 97298..| 9, 56106 .00,34202 |0,93969 "| 0,36397 12, 74247: |60 
1 34139. 97293:| 56145:1 84229 1 93959 | 36420.|‘ 74499 |59 
3 53471.| 97289 56185 31256. 93949 | 36462.1 74251 [53 
3 53509 97234.1 66224 | 342354 93939 | 36495.| 74003.|57 
4 53543.| 97980 56263.4 34311 93929 | 36623.] 73756 156 
S 83578 97275.1 56302:5 34333. 93919 °| 36561.| 73509 ’155 
6 53612.| 97270:| 656341: 34365:1 93909 °| 36594.| 73252. 154 
q 53647 97266 56381 34393 93399 36627:| 73016.153 
8 53681.| 97261.| , 56420 | 34420. 93889 36660.| 72771 ]|52 
9 53716 97357 56459 J 34447:1 93379 36693.1 72525.]51 
10 53750.| 97252 °| 36493 0 34475 93869 36726:1 72230 :|50 
11 53735 97247.| 56537 34502.1 9859 36759:| 72036 149 
12 53319 | 97243 56576 34529:] 9 849 36793:| 71792 |43 
-13 53953.| 97233°| S6615 | 34557 93839 3325:| 71548 °|47 
14 53338 97233.|1 56654 31584 °| 93929 36358:1 71304.|46 
15 53923 | 97229 56693 34611.1 93819 36891:1 71068.|45 
16 83956.| 97224 °| 56732 34633;| 93309 36924:| 70819 |44 
17 |: 53990:| 97219.| 56770.1 34666 93798.| 36958 70578. 143 
18 54024:1 97215 56309.5 34693.| 93738.1 36991 °| 70335 |42 
19 54059 | 97210°| 56948.| 34720:| 93778.| 37024 | 70093. 41 
20 54093°| 97205.| 56897 31748 93768.] 7057| 69952. 140 
ar 54127 °| 97201 56926 34775°| 937598.| 37090°] 60611:|39 
22 | S4161°| -97196°|. 56964. 34302.| 93748 37123 | 69371 |38 
3 54195°| 97191.| 57003.0 31829:| 93738 37156.| 69131°|37 
24 64239 | 97187 | 57042 34857 937238 371189:| 68891. 136 
23 54263 97132 °| 57090. 341984 | 93718 37222:| 68652. 35 
26 54297 27121127. 87119. 1 31911.| 93707.| 37255:° 63413 131 
27 54331 97172:| 57159 31938:| 93697.| 37229 63175 [33 
8 54364.| 97168 57196. 1 31966 93687.1 373221 67937 32 
29 64398.1 97163 °| 57235 834998 | 93677 37355 | 67699. |3& 
80 54432.| 97158.| 57273.0 35020.| 93687 87388 | 67462 130 
31 54466 97154 57312 35047:]| 93657 37121.|1 67225 °|29 
33 54500 97199°| 57350. 35075 93646.| 37454:] 66988 ..|28 
33 54533.| 97144.| 857389 35102°| 93636.] 374987:1 66752 [27 
34 64567 97139:] 87427. ° 35139.| 93626 37521 66516 128 
35 64601 97135 57466 35156:] 93616 37554} 66280.125 _ 
36 51634.1 97130°| 57504 0 351894 93605.| 37537.| 66045.|24 
31 54668 97125.| 57542.0 35211 °| 93505. 37620:| 65810:|23. 
38 54701.1 97120:| 57581 35238.| 93595 37653:] 65576 22 
3 54735 97116 57619 0 35265:| 93575 31687 65342 |24 
an XXC | GHERSEEEEEEEEn | ⏑ 
L. Cos. L. Sin. IL. Cot.J Cos. Sin. Cot. | Tang. [69 


\ * 
x 


Cot. | ' 





at. Sin. |, Cos. L.Tang Sin. |' Cos. | Tang. 


40° |9, 54768. 9, 97111 9, 57657 .80, 35293 | 0, 93564 . 1 0, 37720 °|2, 65108. | 20 
4 51802 97106.| 57695: 35320°| 93554. | 37753.]| 64975 }19 
43 514835.| 97101:| 57734 35347 | 93514 37786:| 64642 1 
43 51869 97097 57772 1 35374.1 93534 37820 61409./17 
44 51902.| 97092°| 57810 35401:| 935.23.| 37853} 64177 |16 


45 641936 97037 | 57848.5 35429 93513.I 37896.| 63945 °|15 
4 51969 | 97032.| 573886:4 35456 93503 37919:| 63713.[14 
47 55002.] 970772] 57924: 354933.| Y3u4y2.1 37953 63482.|13 
48 58033:. 97073 57962:8 35510:]| 93182.) 379986.| 63251:|12 
49 |. 55069 97068 | 58000:5 35537°| 93472 38019.| 63021 11 


50 55102] 9v7063°| 580381 35565 93461.1 39053 62791 |10 
sı | 55135.] 97058.| 58076.0 35592°| 93451. 38086 °| 62561° 
52 55163:| 97053:| 58114. 35619 °| 93441 38119.]| 62331. 
. 83 55201: |: 97049 58152.9 35646.| 93430. 38152.) 62102. 

54 55231:] 97044°| 58190. 35673:| 93420 38186 61874 


8 
q 
6 
55 | 55268 97039 °| 58223. 35700:| 93410 38219.| 61645.) 5 
Ss6 | 55301 °| 97034.| 58266.1 35723 03399.1 38252:| 61417. t 

2 

1 


67 55334 97029:| 58304 35755 °| 93389 38286 61189: 
58 55367 97024:| 58342 35732 °| 93378. 38319.| 60962, 
59 55399.| 97020 58379.5 35809.| 93368 33353 | 60735. 





0’ |9,55132.] 9, 97015 9, 58417. 0,35336 : 10, 93359 0, 38386 ° 12, 60508: | 60° 


1 55465.} 97010°| 58455 355363:] 93347.| 33419.| 60232.159 
2 55193.| 97005°| 58493 35 93337 33153 60056: | 58 
3 55531 .}. 97000.| 58530. 1 35918°| 93326.| 384986.] 59330:| 57 
4 55564 96995:| 58568.4 359945 °| 93316 38519:| 59695.]56 
5 55597 96990:| 58606 35972.1 93305.| 38553 59380] 55 
6 55629.| 96936 58643.5 35999:| 93295 38586.| 59156 |54 
7 56662.| 96981 °| 58681 36026:| 93284.| 38620 38931. 53 
8 55695 96976 °| 53719 36053:| 93274 38653.| 58707 :|53 
9 55727. 96971" 58756.5 36081 93263. 38687 58484 |51 
10 55760. 96966" 58794 36109°| 93253 38720.| 58260 .|]50 


11 | - 59793 96961 .| 58831. 36135 | 93242.) 38753:| 59037:)49 
12 35825. 96956:] 58869 36162 °| 93232 | 38787 57815 |48 
13 35858 969: 58906. 36189.| 93221.| 38820.| 57593 |47 
14 55890.| 96946:| 58944 36216°| 93211 38854 5737146 


15 65923 969411:| 58981 1 36243:) 93200.| 389887.| 57149.|45 
16 55955.]1 96937 59018.0 36270:| 93190 38921 56928 | 4 
17 55938 96932 | 59056 36298 93179.| 38954. 36707 143 
18 56020.| 96927 °| 59093.4 36325°| 93169 33988 56486 .| 42 
19 56053 96922 °| 59130:9 36352°| 93158.| 39021.| 56266 |41 


* |L.Cos.|L. Sin.|L.Cot.| Cos. | Sin. | Cot. | Tang. | 
⏑— 


















L. Sin. IL. Cos. 


L.Taug 


1X 


9, 56085 ° 9, 96917° 9, 59168 


56117. 


m ezres 28228 San2d SEURH zuuee BBSER zuuse 
; 


96912 
96907 ° 

96902. 
96897 : 


96892: 
96987: 
96882: 
96877: 
96872: 


96867. 
96962: 
96857: 
96852: 
96847: 


: 96842: 


96337 . 
96832 . 
96827 . 


96822. 


96817. 
96812. 
96907 - 
96802. 
96797. 


96792. 
96787. 
96782 
96777- 
96772 


96767 
96763 
96757 
96752 
9747 


96742 

96736 . 
96731 ° 
96726. 
96721. 


IL. Cos. L. Sin.|L. Cot.} Cos. 


59205 
59243. 
59279: 
59317 


69354 ° 
59391 ° 
59423 . 
59465. 
59502: 


59539: 
59576: 
59613: 
59650. 
59637. 


59724. 
59761. 
59798. 
59335 
89372 


59909 
59945. 
59982. 
60019 
60050 


60092. 
60129. 
60166 

60202. 
60239. 


60276 
60312. 
60319 
60335. 
60422 





36406 ° 
36433. 
36460: 
36487: 


36514: 
36541: 
36563: 
36595: 
36623 


36650 ° 
36677 ° 
36704 ° 
36731 ° 
36758 ° 


36785 ° 
36312° 
36339 ° 
36866. 
‘36893: 


36920. 
36947: 
36974: 
37001: 
37028; 


37055: 
37032: 
37109: 
37136: 
37163: 


37190. 
37217: 
37244. 
37271. 
37298. 


37323. 
37352. 
37379. 
37406. 
37433. 





93137 39088 . 
93136.1 39122 
93116 39156 
93105 39189 
93094 .1 39223 
93084 39256 
93073 39290 
93063 39323 
93052 39357 
93041.| 39391 
93031 39424 
93020 I 39458 
93009.| 39491 

92999 39525 
92988 39559 
93977.|1 39592 
92966 :1 39626 
92956 39660 
9295| 39693 
923934.| 39727 
92924 39761 
92913} 39794. 
92902 | 39928. 
‘92891. 39362 
92980:1 39395 
92870 39929 

92359 | 39963 
92848. 39997 

92837.| 40030. 
92826 ; 40064. 
92816 40098 

923805 ° 40132 

93791°I1 40165. 
92783.1 40199. 
92772:] 40233 

92761: 40267 

92751 40301 

92740 °| - 40334. 
92729 °| 40369. 

' & 
Sin. Cot. 











55826.139 
55607.|33 
55339. | 37 
55169: 36 


64951.135 
51733. 34 
54515 33 
54293.133 
54081. 131 


539864: 130 
53648 129 
53132 |9g 
53216.]97 
53001 26 


52785. 45 
52571 194 
52356. |93 


. 52142 |93 


51923. 191 


51715 |g0 
51501.]19 
51289: | 18 
51076 |17 
50863. |16 


50651. |15 
50440 14 
50228. 13 
50017.|13 
49807 |ıı 


- 49596 .|10 


49336 
49176. 
42967 
49757. 


8 
7 
6 
48548°| 5 
43310 | 4 
4s131.| 3 
47923.| 2 
47716 1 


Tang. |68* 







L. Cos. 





L.Tang 





Cos. 


0 | 9,57357..| 9, 96716..| 9, 60640 :40, 37460 . | 0, 92718 ° 
1 57388:| 96711 60677 37487 .1 92707 ° 
3 57420 96706 60713. 37514.| 92696. 
3 57451 96701 60749:1 37541.| 92685: 
4 57482 96696 60786 1 37569.] 92674: 
[3 57518 96691 60822.1 37595 93663: 
6 5754141 96685.| 60853:] 37622 92652: 
q 57575:| 96650. 60%95 37649 92641: 
8 56606 06675., 609318 37676 92630 : 
9 57637:} 96670 60967 4 37703 93619: 
10 57668:| 96665 61003.1 37730 92609 
1 57699 96660 61039:1 37757 92598 ° 
13 57730 96655 61075:4 37734 92537 ° 
13 57761 96649. 61111:341 37811 98576 
14 57792 96644.| 61118 37837.| 92565 
15 57823 96639.| 61124] 37864.| 92754 
16 57354 96634 612204 37891.} 92543 
17 57435 96629 61256 ’H 37918.| 92533 
193 57916 96624 61292 1 37945.| 92520. 
19 57946.| 96618.| 61823 | 37972.| 92509. 
20 57977.|1 96613.] 61364 8 37999 92498. 
21 55003 96608 61399. 33026 92437. 
22 53039 9663 61435.9 33053 92476. 
23 5an59.| 96598 61171. 1 33030 92465. 
24 55100.1 96592.] 61507.4 33107 92451. 
25 583131 06587.1 61543.4 38133.| 92443. 
26 S53161.| 94552 61579 3s160.| 92132 
27 58192 96577 61615 Ü 33137.| 92121 
23 5-222.| 96571.| 61650.9 3%3214.| 92410 
29 59253 96566.| 61656. 33241 92399 
30 58203.1 96561.| 61722 39268 92397. 
31 58314 96556 61753 35295 92376. 
32 583414.| 96551 61793. 33322 93365. 
33 56375 96545.| 61829. 39348.) 92354. 
31 58405.1 96540.| 61305 U 38375.| 92313 
35 58136 96535 61900.4 38402.1 92332 
36 58466.| 96530 61936 33429 92321 
37 58196:| 96524.| 61972 4 33456 92309. 
33 505937 96519.| 62007.% 39483 9229. 
89 58557 | 96514 62013 # 33510 92257 








‘ I1L.Cos.|L. Sin. |L. Cot. 






































0, 40402 . | 2, 4758 
40436 | 4791.19 
40470 4: 
40504 | 4688 
40533 | 46öl. 


€ 
a 


eg BESS 


40 - 


40911 N - 
40915 | 449 - 
40979 44997 
41012 25 
41016.| 825 


41980. 

41114 43220 

41133:| 4919- 
a1182:| 429° 


a1251°| 4411919 
41255 4219 
41319 | 42003. 
41353 °| 41919 |8 
41357 | 4169 


41455 | 412-9 
41439 .| A1n9.}P 
41523: | 400M: 
41557:| 469 


gisat:| 3.9 
41625:| 4021.|M 
41660 | 487: 

41694] 1 [9 
41338] 3004.19 


L. Sin.|L. Cot. 


39313. 


3940. 
39367 
39304 
39420. 
89447 . 


..' 
‚ss 
5. 


ERRESEEEER | mus (usmnamen | GifDemmmmm 


Cos. 


Sin. 


Cot. 


Tang, 


. 


BESH, 3% 


g jesata s2838 2 








0 |9,57357.| 9, 96716.| 9, 60640: 
1 | 57388:) 0671 | 60677 
3 | 57420 | 96706 | 0zi3. 
3 | 57351°| Heron | 6oras: 
4 | 51482] 90696 | 60736 
5 
s 
7 
8 


57518.| 96691 
5754 
5757: 
56606: | 96675. 





61292 
61923 


1364 

61399. 
61433 
SATL. 
si507. 


61513. 














[0,37450. 
37487. 
37514. 
3751. 
37563. 


37595 
37622 
37619 
37676 
37703 


37730 
37757 
37734 
am 
37837. 


37564. 
37591. 
37918. 





37999 
33026 
35053 
33030 
33107 


38133. 
33100, 
33187. 
3°2l4. 
3321 


39209 
352145 
35322 
33338. 
35375. 








99718" 
92707° 
92696 . 
92055 
92674 





92663 
92652 
92041 
92630 
92619: 





92609 
92599° 





92309. 
92293. 
92257 


Sin, 





0,40402. 
40436 
40170 
40504 
40533 


40571. 
40605 - 
40839. 
40673. 
40707 


40741 
40715 
40309 
40843 
40877 


40911 
40945 
40979 
41012. 
41046. 





41557: 


a1s9l 
ala25: 
—* 
— 
— 
— 


Cot, 








2, 47503. 
47301. 
Erirre 
46385 
46631. 


46475: 
46270 
46064. 
45859. 
46655 


45450. 
45216 
45012. 
44533 
44635. 


44132. 
44229: 











| zuuEu Busse SHuER Sunss Eabah Snsse HBBNE Küsse 





1 


477 


22°/L. Sin.IL.Cos.|L.Tangf Sin. | Cos, | Tang: | | ‘ 
40! |9, 53587 .19, 96508. |9, 62073 .80, 38536 . 10, 92276 10, 41762.12, 39448. 120 
4 58617:| 96503.1 62114 1 S8563.| 92265 41796:] 39253 19. 
42 | 258648 | 96498 | 63149.0 28500.| 02253. 1 41830: 39057. |18 
43 I su073'| 06403 | 03185 230612 I 92243. +4I065 I 38802 lı7 
44 | 88708.| 96487. 38644 | 92231 | +41899°T 38667. 18 
48 58738:] 96483.| 622586 38671 922320 41933‘) 384723: |15 
46 58768:| 96477 | 62291.0 328697.| 92208.| 41967.| 38278. 14 
47 58798:| 96471.) 62326: 28124.1 92197. 42001: 18 
48 SBR28:| H6466.| 62369 1 38751.| 21800  4S086 | 37800. 13 
49 | Su838:| 96401 62307.| 389778 | YalTs | 43080'| 27697 Jız 
5 Sasag:| 96456 | 62432: 38805 I 92163. 1 42104.| 37503. 10 
61 680 18.1 96450.| 62468 38821.1 22152 | 4212821 37310.| 9 
53 | 68940. 96445 | 62508.1 28858.1 Yaldı 42183 | 8717.18 
63 | 58978.| D6440 | 62538: 339395. 92129.4 442207 26925 I Yy 
5% | 59008.| 964134.| 62574 | 33912 | H2118.4 42201. 36733 I 6 
55 59038.1 96129 | 62609 # 38039 | 92107 F 472752| 38541] 5 
56 | Bo0sB.| 96424 | 62644.U 38965.| 92095.] 42310 | 36349 | €. 
67 50008 | 96418.| 62679:| 33002.| W2084.1 42344. 36188 | 3 
11) 89138 | 96413 | 62714: 39019.| 92073 | 4222821 358066.3 
z0 59158 | 96407.| 62750 | 30046 020601. 43413 | 25975:1 ı 
23 167° 
ot I9, 50187. |9, 96402. 9, 62755 "10, 39073 0, 92050 | 0, 42447" | % 35585 | co’ 
1 50217.| 96397 | 62820 29099.| 2838 42481. 1 25394.159 
2.1 80247 | 960391.| 62835 30120.1 92027. 42516 85204.|58. 
8 59276. 96336.| 62990°’E 39153 92016 42550.1 85914:]57 
4. | s2306.1 96381 | 62925.0 29180 | Y2004.| 425640: 24325 |Se 
5 59336 | 96375.| 82960: 30206.| 91993.| 42610 34685.|55 
6 | 69365.| 96370 | 62995: 29233.| 91983 | 42853. 34446.|54 
Ti 59395.| 96364.| 63030.5 30260 | H10790.|  dusar:j 24357:|53 
8 9425 | 96359.1 63065.0 30337 | 91950 | 49723 34069 | 58 
8 | 59454.| 96354 | 63100.0 2u313.| Vi9ar.| 42266.| 33880 I 51 
10 59484 | 96346.| 63135 1 39340.| 91036 | 279) 33692 .| 50 
21 89513.| 96343 | 63170 U 39367 | 91924.| +42835.] 23505 | 49 
13 50543 | 96337.| 63205 U 30394 | HI9l8.| «2860 | 33317 |48_ 
13 5957%.| 9 .1 63240 39420. 91902 42893°| 33130 ı 47 
14 59603 | 96337 | 63275 | 39447.1 W1890.| 49028.| 32943 | 46 
15 | 59631.| 90321.| 63309. 99474 | BIe7O | 49963 | 32756°|45 
16 596606:| 90316 | 63344. 39501 Y1867.| 42997.] 32569. |44 
17 59690 | 96310.| 63379 | 39597. | Y1856 33 32383 | 13 
18 59719 96305 634114 39554.| 91844. &.] 32197 | 
19 | 59748:| 06299.| 63449 U 39681 91883 |- DIOR | BU01L.| 48 











* !L.Cos. L. Sin.|L. Cot. 


S 


478 


\ ® 
38° L. Sim. [000 |1-Tung Sin. | Cos. | Tang. 


name 9, 06294 runs. 0,3069? .|0,91821.|0,43135 |2,31826 4 


gIst0 | ‚43170 


91798. 43230. 
91787 T ‚43:39 
91775. 43273. 
91763.]| 43308 
91752 43312. 
91740.]| 43377. 
91720 43412 
91717.| 43436. 
91706 43481 
91694 °| 43515. 
91653. 43550 
91671 43535 
91639.1 43619. 
91647:| 43654 
91636 43688. 
91624.| 43723. 


Hısı2:| 43758 
y1601 43793. 


91589.| 43827. 
91577:| 435362 
91566 43396 . 
91554.| 43931. 
91542: 43966 


91581 44001 
91519 °| 44035. 
91507.| 44070. 
91495:| 44105 
91494 44140 


91472 °| 44174. 
91460.| 44209. 


ES RER ZUBE ERERE- EBEEE BERNER SUBER 





5 I 91448: 44244 
33 . J. 91437 44279 
60 81425 44313. 
53 91413.1 44348. 
56 91401: 41333. 
57 91390 44418 
58 91378 | 44453 
59 91366 | 44498 
—T — | neue 
Sin. Cot. 





4 
3 
3 
1 
"WBREEREEEEED | au 
27 


Tang. 


— 
Cot. 


29618. 
29436 . 
29254 


27267 !15 
27058 |14 


26909 13 


26730 °|13 
26551. |11 


26373.|10 
26195.| 9 
36017:] 6. 
2591460 | 7 
25663. 0 


25485. 
25303: |, 
25132 
21955. 
2341779. 


— — 



































Cos. | Tang. 








91312:| 41557. | 24427: 
91330:| 44592.| 24952 
91319 | 44627 | 24077 
91307°| 44663 | 23909 


01295 °)| 44697 233727. 
91283') 44732 23552. 
1271.1 414767 23373 
91259:| 44801.| 23204 
91247:| 44836.| 23030° 


91235:] 44971.1 22856. 
91223:| 44906.| 22633 
91212 44911.| 22510 
91200} 44976.| 22337 
9lla3 | 450l1.| 22168 


91176 °| 45046. 21991. 
91164 '| 45031.) 21819 
91152°| 125116 21617 
91140 °| M5lsl:| 21475° 
sı128°| 45186:] 21303. 


gı116°| 45221:.| 21132 
91104] 45256:| 20961 
91092 45291:| 2079 
91080 45326:| 20619 
91063 45362 20148. 


91056 45397°| 20278 
91044 45132°' 20108 
91032 45167 | 19933 ° 
910230 455021 19768. 
1008 45537.| 19599 


90996 45572: 19429. 
90984 45607:] 19260. 
90971. 45612:] 19092 
90959.| 45679 18923 ° 
90917.| 45713°] 18755 






61633.| 95931 
61661. 95925 ° 
61689 95919. 
61717 95913: 
61744.| 95908 


2 
23 
4 
25 
B6 
37 
23 
29 
30 61772.1 95902 ° 
31 61800 95896 . 
83 61823 95890: 
23 
3 
35 
36 
37 
38 
8 
|) 
f} 

















|: 01855.| 05984: 
61883 | 95979 


61911 95873 ° 
61938.| 95867. 
61966 95861: 
61993.) 95956 
95850 ° 


L. Sin. 


480 | 2 






























41236. . 
41813 90833. 
41839. 


41865: 
66403:5 41992 90803 

66437 41918.| 90789. 
66470 °E 4195 90777. 
41971. 


41983 
66569.5 42024°| 90741 

666025 42050.| 90728. 
%6635:9 42077 716. 
43103. 


43129. 
66735 ‘5 42156 90679 . 
66768 5 42182.1 90067. 
66801 ‘5 42209 90655 

43335 ° 





























2 . 

1 : 42288 46666 
2 062648 : 15: 66933 43314.| 90606 4701. 
3 62676 93709: 66966 43340:) 90593.| 46787 
4 | 62103°| 95703:| 66999 42367 90581 .1 46772. 
8 03730 95693 67031 .U 42393.1 90569 48807: 
6 62787 | 95692 °| 67064.5 42419:] 90556. 46843 
7 623783.) 95686 67097.5 42446 90544. 46878. 
8 02810. 7 6713).5 42472 .| 90582 46913 
9 02837 ..1 95674 ‘| 67163 42498:| 96519.) 46949. 


67196 43525 90307 46985 
67329 42551.1 90495 41020 . 
67261. 42577:| 90492.) 42056 
67294 .U 42604 90470 47091. 
07327 42630. 90457.| 47127. 


67360 42656:| 90445.) 47163 
67392.5 426933 90433 47198. 
67425.5 42709) 90420.|. 47234 
67458 43735 .] 90408 47269. 
67491 42762 90395.} 43305 





° |L.Cos.|L.Sin.|L.Cot.| Cos. | Sin. | Cot. | Tang. | 


En) 


20’ 19,63132..|9, 96608: | 9, 67523.10, 42788 ° 0, 90383 |0,47340. |2, 112333 
al 63159 95602: 


“ 

67556 42814. 6.| 11074.|39 

"23 63185.1 95396: 10916 |38 
23 63312.| 95590. 10757.|87 
24 63239 95594 . 10599. 136 
25 63265.| 93578. «5 429193 10441.|35 
236 62393 95572... 423946 . 10283: |34 
2 63313.1 95566. 42972 ° 10126 |33 
239 63371.1 95554. 43024: 09811 |sı 
30 63398 95548. -B 43051 . 09654 |30 
al 634241.| 95542. 09497 .|29 
33 63451 | - 95536. 09310 :|28 
33 63477 95530. 09184 |97 
34 63504 95524. 09028 26 
35 63530.| 95518. 08872 125 
36 63556:| 95513 08716 °|94 
37 63583 | 95506 08560 ’|38 
38 63609.| 93500 -I 08404.|93 
39 63636 95494 63141 - . 08249 .|21 
40 63662 °| 95483 68173: 08094 |29 
4 63688.| 95482 69206 07939" | 19 
43 63714:| 95476 07784.|18 
43 63741 95470 07630 |17 
40 63767 °| 985461 07475. 16 
45 63793.| 95457 87331 15 
63319:| , 95451 07167 14 

47 63345:| 95445 07013.|13 
48 63371:| 95139. 06859: 13 
4 63398 95433 06706 11 


© 
> 
2 
—VXI 


89 64158 95372 
I — 
PL. Cos. L. Sin. L. Cot. 








u 
Tang. |64° 





9,61184 + 9, 68818” 0, 43837 33. 0,48773 | 2, 05030 


e U) 
ı | 6010 68850 | «3463°] 89866.| 48809 | 04379 |59 
3 | 043. 95388. ese32 1 43339 °| 89953:| 43845 °| 04728 |s8 
3 | 64261.| 95317.| 68914 J asvıs.| BySs1 | 48881) G4577°|87 
4 | 64287.| 985341 | 08946 |. a3941:| 89328°| 48917°] 2442615 
ss | 44313 es335 | 08978 | 43967:31 B9sS15.| 48953] 4275.|55 
6 | 64339 | 95323.| 69010 | 43993:] 89802:| 48989 °| 04125 Ist 
= | 64365 | 95322.| 69042 Ü 44020 | 89739:| 49025.] 03975 |33 
8 | 64390.| 95316. 69074 | 44016) 89777 | 49061:| 03825 |52 
8 | s4s16.| 95310 | 69106 | 44072°| 89761] 49097:| 03675 |st 
9 | 64442 | 95304 | 69138 | 44099 | 89751.| 49133:] 03525.|50 
1 I 64467.| 95297.| 69169-.0 44124°| 89738:| 49169:| 03376 |4P 
12 | 64493.| 95291.| 69201. 441150.| 89725:| 49206 | e3220.|@ 
ıs | 64519 | 95285.| 69233.| 44176:| 89712:| 49242 | 03077.|77 
14 | 64544-.| 95279 | 69265.5 44202:| 89700 | 49278°| 02923.|46 
ııs I 64570.| 95273 | 69297. 44228:| 89687°| 49314.| 02779: |45 
16 | 64596 | 95266.| 69329 | 44254:| 89674°|‘ 49330:| e2031 |44 
17 | 64621.| 95260.| 69361 H 44281 | 89661.| 49336:| 02482.|43 
19 | 64647 | 95254 | 69392.1 44307 | 89648:| 49423 | 02334.|42 
19 |. 62672.| 95248 | 69421.1 44333-| 89635:| 49459) 02186.|41 
20 | sases | 98241. 1 69456.1 Aaas0-| 89622:| 49495 02038:| 8 
gı | 69723.| 95235.| 69498 | 443935°| 89609:| 49:31.| 01390:]39 
22 | 64749 | 95229 | 69520 U aaalı| 89597 | 49567:| 01743 |8 
23 | 64774.| 95223 | 69551.0 44437°| 89584°| 49604 | 01595.|37 
234 | 64300 | 95216.| 69593. 44463.| 89571 °| 496490 °| 01449.|38 
a5 | 64925.| 95210.| 69615 1 44489:| 89559°| 49676. 01301.|35 
a6 | 64851 | 95204 | 69616.1 44515:| 89545°| 49712:| 01154:|34 
97 | 64876.| 95197.| 69679. 44541:| 89532°| 49749 | 01003 |33 
a8 | 64902 | 9sı91.| 69710 | 44567:| 89519 °| 49785.| 90861 .|32 
39 | 64927°| 95185 | 69741-1 44593:| 89506°| 49321:| 00715 |31 


30 64952.| 95179 69773. 44619:| 89493 °| 49858 00568. 
81 64978 95172.|- 69305 41645] 89480°| 49894°| 00422. 
32 65003 | 95166.| 69836.0 446712] 89467 °| 49930.| 00277 

33 65028.| 95160 69868 44697] 89454 49967 00131° 
34 65053:| 95153.] 69900 44723:| 89441 50003. } 1, 99985 


55 65079 95147.| 69931.5 44749:| 89428 50039:| 99840. 
56 65104°| Y5lal 69963 44775:| 89415 50076 99695 
37 65129.| 95134.| 69994.5 44801:| 89402 50112.| 99550 
33 65154: 95128.| 70026 44827.| 89399 50149 99105. 
39 65180 95122 70057.8 44853.| 89376 50185 °| 99260: 21 


BESUu 3338 


* [L.Cos. |T.. Sin.|L. Cot.| Cos. | Sin. | Cot. | Tang. |# 


I 















ejıs —— Sin. | Cos. Tang. | Cot. 








0° 19, 65205 ° 0,95115. 9, 70089 #0, 41879. 


0,89363 |0,50221.|1,99116 |20 
m. 05230°% 95ı00.| 7Oo120.Ä +4905.| 89350 | 50258 | 96972 








8 1 es2s5°| 95103 I 70152 Ü 44931.|. 89337 | 50294:| 98827. |ı8 
IB 1 65280.| 9s096.| vers3.l 44957. 89324 | 50331 | sssa3.|ı7 
a | 6s305:| 95000 | 7e2ı5 I 44.83-| 89310.| 50367.| 98540 lıs 
ıs 1 65330:| 95084 | 70246. 1 45009.1 .T 50404 | 98396 Jı5 
6 | 85355: 95077.] 70228 | 4503. I 50440.| 98252. 114 
2 | essse:| 95071 | 7e309°| 45061. 1 89877 | 981@.|13 
is 1 6sB405:| 95064.| 70340-.1 45037. .| 508513.1 97966 lıa 
19 I 65430.| 95058. 270372 I 45113. 50550 | 97828 11 
Bo I 65455.| 95052 70403.1 45139 .1' 50536.| 97630.110 
sı | 0s080.| 95035.| 7e134:1 48165 50623 | 97537:| 9 
52 | 65505.| 95039 | 70466 | «5191. 50659.| 97395 | 8 
53 | 65536.| 95033 | 70497.| 45217. .| 50696 | 97252.| 7 
54 |: e5555.| 95026.| 20528:4 4524 50732.| H7110.| 6 
55 | 65580 | 95020 | 70560 I 45269 .] 50769 | 96068.| 5 
se | 65605 | 95013.| 70591.1 45295 50806 | 06826: | 4 
57 | 68630 | 95007 | 70622:]1 45321 50342.| 06685 | 3 
sS | 65655 | : 95000. 70654 | 45347 50879 | 965483.| 3 
39 | 636790.| 94994.| 2068850 45373 .| 50915.| -96462 | ı 
2 630 
01 9,6570. 9, 34988 9, 70716. 0, 45399 0,8910. 0,50953.11,96361 | 60- 
1 1 65220 70747:1 45124. 50989 | 96119.| 59 
2.1] 605754 er 720779 | 45350. Bor 51025.| 95979 | 58 
3 | 65773.| 94068.| z0sı0f 45476.| 89061 | 51062.| 95838 °| 67 
4. 65803. . 94962 7084 ° 45502 - 89047. 51099 95697. 5 . 
5.i cs828 | 94955-.| 70872. 45528.| 89034.| 51135.| 95557 |55 
“| sses3 I 94949 | 70903:1 45554 |Y 89021 | SıI1l72.| 95417 |54 
7-1 65837.1 94992.| 70984: 45580 |. 89008 | 51209 | 95377 |s3 
8 65903 94936 70966 45606 88993.| 51246 95137 |53 
8 | 65927 | 94929.| 720997 °E 45632 | 88951 | 51282.| 94997 |51 | 


10 65951. 94923 71023 5 45658 88968 51319 94857 .1:60 
11 65976 94917 71059] 45683.| 88054.| 51356 91718 | 9 
12 46000.| 941910.| 710905 45700.) 88941.| 51393 941578.|48 
13 66025 |: 94904 zı121 9 35735.| 883929 51429.| 94439.|47 
14 66050 94897.| 71l52-.5 45761.| 88915 51466.| 94300.|46. 


15 | 66074.| 0801 | T1183:| 45787 | 88901.| 51503 sel: 45 
: 940 


94881 
17 I 66123.] 949377.| 71245: 45839 88875 $1577 93884. | 43 
318 66148 94871 71276.0 45864.] 88861.| 51613.| 03746 | 42 
19 selra.} 94864. 71307. 468090.| 88848 51650.) 83608 41 _ 


° [L.Cos.|L. Sin. L. Cot. Cos. | Sin. | Cot. !Tang. 162° 





484 


L.Tang 





er. Sin. IL. Cos. 


9 |9,60197 |9,04858 |9% 71338. 
a 66231 ° 94881. 7139. 
223 06245. | 94845 71400. 
33 66270 94838.| 71431 
24 663% .| 94332 71462 
35 06319 | ‚948235 71403 
20 803431 94919 71534 
27 6636. 94813.| 71555 
38 «.s”.: 71585. 
239 66416 29 71616. 
3 66440.| 94792. 71647 
Bl 66464: 94786 71678 
33 66489 04779. 71709 
33 66513 94773 71740 
3 66537 1 94766.| 71770. 
85 66561 .1 094759:| 71808. 
36 66585: 94758 71832. 
37 66610 94746 71963 
38 066341 I 94740 71894 
39 06658 | 94733.| 71934 - 
4 66682 | 94726:| 71955 
41 66706 ° 94720 71996 
43 66730 94713 72016. 
43 66754 94707 72047. 
4 667798:| 94700°| 72078 
45 | "66803 94693.| 72108 
46 66326 94687 72139 
47 66850 94680 73170 
48 66974 ‚94673 72300. 
4 66898 94667 73231 
50 66932 94660 | 72262 
51 66936 94653. 72292 
53 66970 94647 12323 
53 66994 94690 | 72353. 
54 67018 94633. 72384 
55 67041. 94627 72414 
Ss6 | ' 67065 94620 ° 72445 
57 01099 94613 72475 
38 67113 94606:| 72506 
59 67137 94600 72536. 
ann | U _ 





e I1.Cos. |L. Sin. |L. Cot. , Cos. 









EIUSR Kuue2 


BIBEU BASIS 


46561 
46587 
46612. 
46638. 
46664 


46690 
46715. 
46711. 
46767 
46793. 


46818. 


1 UN Dee 


122 
















































































+|9,22567 fo, 46947 [o, 88294. 88072. 
zus92.| 0072. | 88251 87940.159 
ma028 | 87808.|53 
miss] azoaı | 88253, 7077 |57, 
72099 | a7039.| 83240 87545. 56° 
aarıa.| 47075,| 88226 BTal4. 55 
72750 | — B728B 154 
za7a0-| Arıas.| 88198: 87152 153 
72810. 47152.| ası85 8702152 
ms | arıza | ssizt, 86890 .|51 
masrı.| Ar20s.| asıs7: 6760 |50 
72901] 47220 | BsLhl f 
32 | 47255 | 8siso® 
47230.| 83116. 
47306 | as102: 
ar331.| 83039 | 53781. 
aras7.| 85075°| 53769 
47383 | 83061.| 53306. 
47108.| 8s047:| 53834 
ariaı | 88033:| 53381. 
41360 | 88020 | sası9.| 8sacı.|40 
a | 67556 47435.| 83006°| 53957 | 85332. 39 
42 | 67679. arsıı | 87992.| 53994.| 85203:|38 
= | os 47536.| 87978;| 51032 | 85074: 137 
2a] 07226 7562 | 87964:| 54009.| 81946 |36 
25 47598 | 87951 | 54107 | 84517. 135 
26 47613.| 87937°| Sı1a5 | 81689 134 
” 47639 | 87923°| 54132.| 84560. 133 
3 47664.) 87909°| 51220 | 81492. |32 
» 42690 | 87805.| 54257.| 84304: |31 
so | erss6. amıs,| 87391:| 59295.| Bar7 |30 
a1 | 67380, amaı | 8r867:| 54838 | Sa0ı9- 129 
32 | 07012: amıs6.| 87853;| 54370.| 83921. |28 
33 | 67936 87840 | 54908.| 83794 |27 
»| 07959. Br | 546 | 8667 |26 
35 | 7082 ası2-| 51984 | sasas. 125 
a6 | 68005. sargg| 542. | 
B7 | 08028: ers) 54559.| 83236 -23 
ss | nsos1: a7770:| 54507 | esısy“ 28 
30 |. 68075 diiis 51635 | 83082. 21 
— a EZ ae 
* |L.Cos.|L. Sin. Sin. Cot. 1 Tang. 61 
— — — — — 


486 


28°|L. Sin. 


L. Cos. 








4 94314 ° 
4 sin. 94307 ° 
43 63167 | 94300 ° 
“4 G8190 | 94293 
45 63213°| 91286 
46 | 68236.| 94379 ° 
47 | 68259:| 94273. 
48 |" 68232.| 94265 - 
49 68305 24258: 
50 68328 94251: 
81 88351 .| 94244: 
53 693374 91337: 
53 63397 91230: 
5 | -68420 91223: 
55 693442.| 94216: 
56 | 68465.| 94209: 
87 03488.| 94202: 
50 68511.| 94195: 
63534 94188: 
29°] 




























L.Tang Ei Cos. | Tang. | Cot. 1° | 


13807 - 
13537 
73967 
73397 


13927 
73957 
13936 . 
74016 - 
14046 . 


74076. 
74106. 
74136 . 
74166 
74196 


74226 
74255. 
14235 . 
74315. 
74315 































































9, 94151 .|8, 24375 |o, 43480: lo, 87481. 

94174.| 74404.1 43506 | 87447. 
94167.| 74438. 47531.| 87433.| 65506:| 80157.188 
94160.| 4464-1 49557 | 87419.| 55545 | 80034 157 
24404 | 48582.| 87405. -| 29910. |56 
04146.1 vas2a 1 48608 | B7a0ı | s5621°| . 70287. |55 
92139.| 72553.M 4s633.| 87377 | 55659-|  79664.|54 
94132.| 74583 | 43638:| 87363 | 55697°| 79541:|83 
94125.| 74613 | 45084 | 8734.| 65735.| 79418:|52 
4642.1 48209.| 87334. 29386 |sı 
24672.1 48735 | 87320.| sssur:| rorms.|se 
94104.| 74202 1 483760.| 87306 | 55849:] 79851 |40 
94097.| 34731.1 48785:| 87202 | 558-8 | 78028. 148 
91090 | 79761. Assıı | 87278 | 55926°1 78806.147 
24791 1 «8836.| 87263. 73684 ..\46 
74820.1 48362 | 87219. .| ser: |ss 
041069 | 74350.1 43887.| 87235 | 56010:] 98441 14 
04062 | 74830 1 48012:| 87221 | 56079 | Yazıg-|ss 
94055 | 74909.1 48938 | 87206.| 56117] 78197.14 
94939 1 48963.| 871 28876. |41 
GENEREREEHEHEEE ———⏑— | 








Cos. ! Sin. 











go L. 2 L. Cos. | L.Tang Sin. ” Cos. Tang. 


9, 63009 .|9, 94040 . | 9, 24968 . 10, 43988: 
69032 94033 .| 74993 49014 
69054 94026.| 75029 49039. 
69077 04019.| 75057.5 49065 
69099. 91012 15087 49090 ° 


69122 94005 75116.9 49115. 


69311.| 93976.| 75234.5 49217 


69233. 93969.| 75264 49342 ° 
09256 93962.| 75293.5 49267. 
. 75323 49292: 
69300.| 93948 75352.5 49318 
69323 93941 "5382 49313 - 


69345°| 93933.| 754115 49368: 
09867.| 93926.| 75110.5 49394 
69389:| 93919.| 75470 49419 ° 
69412 93912 | 75499.E 49444. 
69434 °| 93905 79529 49470 


69456 | 93997.| 75553] 49495 
69473.| 93890.| 75587.] 49520. 
69500:| 93933.| 75617 1 49535: 
69522:| 93376 | 75646-1 49571 

69545 | 93969 | 75675:| 49596 


69567 | 93861. 73705 49621. 
69589 | 93851.| 75734. 49646: 
«6 | 93347 75763: 49672 
69633 | 93840 75793 49697 ° 
09655 | 93832.1 75322 °5 49722. 


|’ 75951.] 49747: 
09699 | 93819.| 75880: 49773 
92 | 9381 | 75910 I 49798° 

. 69743 | 93303.] 75939-| 49823. 
69765 | 93796.| 25969.1 40848: 


"69797 93789 759975 49873: 
69809 93782 76027 49899 
69931 93774.| 76056 5 49924 ° 
69853 93767.1 760985.5 49949. 
69975 93760 76114:5 49974: 


ẽ 


285223 JENER KENEB SEIEE ZUEDSZ 
s 
= 
8 
& 


22323 35358 
8 
° 


1-1} 3 





+ IL.Cos.|L. Sin. L. Cot.! Cog. 





LTang] Sin. 





0 9,69897 |9,93753 |9,76143:10,50000 |0,86602.|0,57735 1, 73305 | 
1 60918.1 33745.1 78173 J 50025 865527:1 61773. 23023.50 
2689940. 93738 | 76202 5 50059 °| 66573 87312.) 72972.158 
8 69962.| 93731 762318 50075.] 86558.| 57851 129356 .|57 
4 69994 93723.| 76260.5 5010Uu:1 86544 57890 73740:156 
5 70006 93716. 76289:5 80125:I 86529.| 57929 72624:155 
6 70033 93709 76318: 1 50151 86515 57967 .| 72509 | 
1 70049 .| 93701. 76347: 850176 ‘| 86500.}| 53006.| 72393 '|59 
8 70071.] 93691. 76377 50201 °| 86485:| 58035.| 72277.|58 
] 70093 93637 76106 5 s0226.1 86471 58034.| 72162 .|51 
10 270115 93679. 76435 1 50251:| 86456.| 89123.| 72047 150 
12 | 70136.| 93672.| 276464 | 50276:j 86442 58162 71932 |49 
12 20158.| 93665 76493 5 50301:| 86427°| 58201 .21817 4 
18 70190 98657.| 765225 50327 86412.| 58240 71702 47 
14 70201.] 93650 16551 | 50352 °| 86498 69279 71587.|48 
15 70223.1 93643 76550 5 50377 °| 86383.| 858318 21472:1% 
186 70245 936335.| 76609] 504102.| 863698:j| 58357 71853 |4 
19 79266. 93628 76638.8 50427:] 86354 68396 71243. 9 
19 11238 93620.| 76667.,0 504152:| 86389.| 8584385°| 71129 a 
4 


19 70310 93613.| 70596.5 50477:} 86321:| 58474°| 721615 


20 70331.| 93606 710725 1 50602:| 86310 | 83513°| 70901 
21 70353 93593.| 76754 50523 86295 | 59552 °| 70797 
32 20374 .| 43591 716733 50553°| 86280.| 53591 °|. 70673’ 
23 70.336 93524 76812 50573°| 86266 | $8630.| 70559. 
24 70417.1 93576.| 76941 Sch0a‘| 86251 °| 58669:| 704451 


35 70439 93569 76870 50623 °| 86236.] 58708:] 70332 
26 20460.| 9$561.| 76299 60653.| 862212] 58747:| 70218. 
21 20132 93554 76928 506781] 86207 658787 70105. 
23 70503.| 93516.| 76957 50703] 86192°| 859926 °| 69992 
233 70325 935343 706955.0 30723:) 86177.| 58865°| 69879 


— — nn 


30 70546.| 93332 77014.8 50753°:] 80162:1 68904.1 69766 
31 70563 03521.| 770931 50778:| 86143 68943:1 69653 ° 
32 70589.| 93517 770720 50903:1 86133°] 58932:] 69540. 
33 20611 935069.| 77101 #: 50829 86118.1 59022 69428 

31 70632.| 93502 77130 503515 86103:| 5%61°| 69313. 


35 70653:] 93191.] 27159 30879 °i 88099 59100.| 69203 
36 10675 93487 77198 50904 °| 86071 ] 59139:] 69090. 
37 70696 .| 93479.| 77216.0 50929 °| 86059 °| 59179 68978. 
38 210718 93472 772458 50954 | 86014.| 59218 °| 68366 
39 70739°| 98464.| 77274 50979 86029:| 59257 .}| 68754 


‘ [L.Cos.|L. Sin. I. Cot. Cos. | Sin. | Cot. | Tang. |5% 


[1 ,;}+? ee RR 


BBEER RSRXSSS BBRBBER FUNERBR 














af L. Sin. | L. Cos. IL.Tang Sin. | Cos. Tang. | Cor. | 
40° 19, 70760.|9, 93457 |9, 77303 0,51004-|0,86014: 0, 59296: 1, 68612. 120 
au I 70781: 93449.| 77332 | 51029°| 86000 | 59336 68530: |19 
42 | 70803 | 93112 | 77360.0 51054-| 859935°| 659375.| 68419 18 
43 | 70324°| 93431.| 77339. 61079 | 85970°| 59415 | 64307. | 
44 | 70845.| 93127 | 77918 1 sı1os-| 85055.| 59454°| 68196 ie 
45 70866:1 93419.1 774147 | 511209 85940:| 59493.| 68094.lı5 
46 | 70993 | 93412 | 77475.f ‚51154 | A5025:| 59593 | 67973.,14 
47 | 70909°| 93304.| 77501.4 51179 | 85910:| 59572.| 67862..13 
48 | 70930.| 93397 | 77533 1 51204 | 85895:1 S961l:| 67751.119 
40 | 70951:| 93339.| 77562 1 81229 | 85881 | 39651 | 67640: \11 
so | 70972:| 93392 I 77500.1 51251 | 85866°| 59690.| 67529510 
51 | 70994 | 93374.| 77619 # 51279 | 85351 °| 59730 | 67419 | 9 
52 I 7ı015°| 93367 | 77043 1 51304 | 85336°| 59769.| 67303. 8 
53 | 71036°| 93359.| 77676.] 51329 | 86321‘ 59809 | 67199 | 7 
54 | 71057.| 93352 | 77705. 51351 | 86306°| 59848.| 67037.| 6 
ss I z10728:1 93344°| 77731 | 51379 | 85791.| 50993 | 66977.| 5 
56 | 71099:| 93336.| 77763. 51404 | 85776:| 59927.! soror | 4 
s7 | T1120:| 93320 | 77791 | 531428.1 85761:| 59967 | 66757 | 3 
ss | 711al:| 93321.| 77820 1 Ssıa53.| 85746: | 60006.| 66647 °| 2 
55] 7ısa:| 93314 77648. 1 51478.| 85731:| 60046 | 66537.| ı 
31°] 159° 
0’ \9, 71183: |9, 93306 .| 9, 27877 JD,51503.|0,75716: —X 1, 66427 :| 60° 
1 | v1202:| 93298:1 772905. 51528.| 75701:| 60125.| 66318 | 59 
8 | 71325: 779311 51553. | 75686:1 60165 | 66208.| 58 
3| 71246 77963 1 51573.| 75671.| 60204.| 66099 | 57 
4 71267 77991. 51603.| 75656.|1 60244.| 65990 | 56 
8 | 21288. 78020 81028 | 85641.| 60284 | 65880.|55 
6 | 71309. 780418. 51653 | 85626.| 60323.| 65771.|54 
7 | 71330. 78077 51673 | 85611.| 60363.| 65662:|53 
8| 71331. 78106 1 51703 | 85596.| 60403 | 65554 | 52 
® | . 71372. 78131. 51723 | 85591.| 60442-.| 65445 °| 51 
19 | 71393 18163 51752.| 85566.| 60482.| 65336.|50 
1 | 7144 78191.1 51777.| 85551 | 60522 | 65228 |49 
12 | 71435 . 78320 51802.| 85536 | 60562 | 65119.148 
13 | 71456 78218. 1 51927.| 85521 ! 60801.| 65011 |47 
14 | 71476. 78377 51852 | 85506 | 60641.| 64903 | 46 
15 :| 71997. 79305.1 51877 | 85491 | 60681 64794.|45 
16 | 71518. 78334 51902 | 85476 | 60721 | 64696. | 44 
17 | 71539 28362. 51927 | 85460.| 60761 | 64578:|43 
18 | 71560 78391 51951.| 85445.| 60800.| 64471 |42 
19 }- 71580. 78419°Ü 51976.| 85430.| 60840.| 64363 °|41 
Gum | WEREREESEEn. | <CHHHERESEEEEEN GGEEEEEEEEEEER | wo æwMAm — 
L. Co Sin. |L. Cot. Cot. ' Tang. |58° 
























aii. Sin. |L. Cös. in 





2” 71022 | 95106 278476 
71643 93133} 78604 ° 
n1663.1 93130.| 78633 
71631. | 93122:| 78561. 
71705 93115 78590 
71725. 93107. 78618 ° 
711746. 93099. 785646 - 
71767 93092 78675 
71797- 93084 | 78703. 
71808.1 03076. 78731: 
71929 93068:| 78760 
71349. 93061 793788. 
71870 93053 | 78816: 
71890. 93045.| 78845 
71911 93037:| 78873. 
71931. 93030 78901: 
71952 93022! 78930 
71973 93014°| 73953. 
71993.| 93006 '| 78986: 
72013: 92998:| 79015 
72034 92991 79043. 
72054. 923933 ° 79071. 
72075 923975. 79099 : 
72095. 92967:| 79128 
72116 02959:| 79156 * 
72136. 92952 79184. 
72:57 92944 °| 79212: 
72177 ° 92935 | 79241 
72197. 92923.| 79269 ° 
72218 923920: 79297 ° 
12233 ° 92912: 79325 . 
722598. 92905 19353 : 
72279 92297 1 79381: 
72299 92889 | 79410 
72319.1 92881 °| 79438 ° 
72339: 92873. 79466 ' 
72360 92865: 79491. 
72330 . 92857: 79522: 
72400: 92349:| 79550: 


L.Cos. |L. Sin. |L. Cot. 


0,52001. 
54u20 
62051 
52076 
52100. 


52125. 
62150. 
62175 
52200 
52225 


62249. 
52274. 
52299 
82334 
52349 


. 62373. 
52393. 
52423 
52148 
62472. 


62497. 
52522 
52547 
52571. 
62596 . 


62621 
52616 
52670. 
52695. 
52720 


52745 
52769. 
52794 
52819 
52843. 


. 52869. 
52893 
62917. 
52942. 
62967 


Cos. 


0, 85415. 
85400. 
85385 
85370 
85355 


85339. 
85321. 


86126. 


85111. 
85096 
85081 
85065. 
85050. 


85035 
85019. 
85004. 
84989 
84973. 


84958. 
84943 
84927. 
84912. 
84897 


84981 . 
84866 
84851 
84835. 
84820 


Sin. 


J, 60880 . 
60920. 
60960 
61000 
61040 


61030 
61120 
61160 
61200 
61240 


61280 ° 
61320 


61360 ° 
61400 ° 


01440 ° 


61480 ° 


61520 ° 
61560. 
81600: 
61640: 


61680 : 
61721 

61761 ° 
61801 ° 
618. 


61881: 
61922 
61962 ° 
62002. 
62042: 


62083 
62123. 
62163: 
62204 
62244. 


62284: 
62325 
62365. 
62406 
62446. 


Cot. 


1,64256. 






64148 

64940. 
63933. 

63826 


63719 
63612 
63505 ° 
ı 63398 ° 
3201 ® 


63185 
63073. 


BEBEER RRESS Sun NUSE2 


53528* 


60448. 
60344: 
60240: 
60137 


um 
ut ED 6 m a2 © 


Tang. }58 





2ı 


9, 72420: 9, 92842 |9, 79573: 
721 


92586. 
92578. 
92570. 


92502. 
92551. 
92516 
92538 
92530 











0,5291 . 
53016. 
53041 
53065 . 
53090. 


saius 
53139. 
53164. 
53159 
5213. 


53233 
53263 
53287. 
53312 
53336 . 


53361 
53336 
53410. 
53135 
53159. 


53434 
53503. 
53533 . 
53558 
53532. 


53607 
53631. 
53656 
53630. 
53705 


53729. 
53751 
53779 
53303. 
53323 


53352. 
53877 
53901. 
53926 
53950 . 


— 
Cos, 





0,84804. 
84789. 
81773. 
84758. 
84743 


81797. 
sazıa 
54696. 
„84681 
84665. 


84650 
—*8 
81619 
84603. 
81588 


84572. 
84557 
sisal. 
84526 
84510. 


81495 
84479. 
84483: 
Er 
s32. 


a7 
53401. 
81336 
84370° 
84354. 


81339 
84323. 
Ba307: 
Ba292 
84276. 


81260: 
81215 
81229. 
EIrIER 
84193 


Sin, 





0,6286. 
62527 
62567. 
62608 
62648. 


62659 
62729, 
62770 
62310. 
62851. 


62392 
62932 . 
62973 
63013, 
63054. 


63095 
63135. 
63176. 
63217 
63258 


63298. 
63339. 
63330 
san 
63461. 


63502. 
63533. 
63554 
63625 
63666 


63707 

63741. 
63783. 
63329. 
63370. 


sa. 
63952, 
63993, 
61034: 
64075: 


1,6003 · 
59929. 
59826 
59743 
59619. 


59516. 
59413 
59310: 
59207: 
59105 


59002 · 
58599. 
53797 

55691. 
58592. 


58190 
58338 
58236 
EEE 
55082. 


57950: 
57879 
57777. 
57676 
5757. 


57473. 

















33V | 
0’ |9, 73610. 
1 73630 
2 73619. 
3 73669 
4 73638 . 
5 73707: 
6 73727 
7 73746. 
8 73766 
9 73785 '}. 
10 73804 . 
11 73324 
12 73343 ° 
13 73862. 
14 73382 
15 73901 ° 
16 73920. 
17 73939: 
18 73959 
19 73973 ° 
m 





9, 92359 |9,81251. 


92350. 
92312. 
92334. 
92326 


92318 
92309. 
92301. 
92293 
92285 


92276. 
92268. 
92260 
92252 
92243. 


92235 
92227 
92218. 
92210. 
92202 


9, 73219 19, 92522 |9,80697 50,53975 0, 84182. 0, 64116: | 1,55965 2 






















80724. 53999.1 84166. 64157: 665865: 19 
80752. 84024 | 84151 64198:1 55766 10 
E0730.-1 54048.| 841351 64239:| 3566617 
80308 54072:| 84119.| 64281 55566. 116 
80836 54097 | 94103:| 64322 °| 35467 |ı5 
80863.0 54121.| 84088 61363 °| 55368 |14 
80891 .1 54146 | 84072 °| 64404°| 55268. 113 
80919 51170.| 84056.| 64445.| S5169.|13 
80947 54195 | 84040:| 644986: 55070 lıı 
80974.1 54219.| 84025 64527:| 54971: ]18 
81002. 54244 | 84009°| 64569 54872:| 9 
81030 542693.| 83993.| 64610 | 54773:| 8 
81057. 54293 | 83977:1 64651.] 54675 | 7 
81085.1 54317°| 83961:] 64692:| 545761 6 
81113 54341.| 83946.| 64734 54477.1 5 
81141 54366 |- 83930°| 64775°| 54379 | 4 
GIIGS. 54390.| 83914.| 64816.| -54281 | 3 
81196 54415 | 83398:| 61853 54182.| 3 
81224 83882:| 64859 | 54084.1 1 


81279 
81307 
81334. 
81362 


81389. 
81417. 
81445 
71472. 
81500 


81527. 
81555. 
81583 
81610. 
81635 


81665. 
81693 
81720. 
81743 
81775. 





‘ |L.Cos.|L. Sin.|L. Cot. 









54439. 


0, 54463: | 0, 83867 
83351 ' 
83335 - 
83319 
83303. 


54488 
54512. 
34537 
51561 


54585. 
51610 
54634. 
54658: 
54683 


34707. 
54731: 
54756 

64780. 
54804: 


54829 
54853. 
54877: 
54902 
54926. 


83787; 
837715; 
83755 : 
83740 

83724 ' 


83708 ° 
83692 ' 


" 83676; 


83660 ° 
83644. 


83628 : 
83612: 
83596: 
83530 ; 
83564: 





0, 64940. | 1, 53986 


64982 
65023. 
650641: 
65106 


65147. 
65139 
65230. 
65:72 
659313. 


65355 
65896 . 
65433 
65479. 
65521 


65562. 
65604 
65646 
65687, 
65729 


Cot. 





53388 

53790. 
53692: 
53591: 


53497 
53399. 
53302 
53204. 
53107 





53010 ]59 
52913 |49 
52916 | 48 
52719 147 
52622 ’| 46 


52525 °| 43 
52428.) 44 
52331 :} 43 
52235 | 42 
523138 .| 41 


Tang. ]56° 


493 


‘ 


3°| L. Sin. [1.000 |x.Tane Sin. | Cos. 





Tang. | Cot. 





* 9, 73997 ° 19, 92104 ut 0, 54950: | 0, 83548: 10, 65771 |1,52042.|4 

74016. 92185.| 818 541975 83532:| 65812.1 51946 |39 
3 74035:| 92177 1858 54999 | 83516:] 65854 51850 |38 
23 74055 92169 81885.5 55023.1 83500.] 65596 51733.|37 
24 74074°| 92160.} 81913 55048 831841. 65937.] 51657. 36 


25 24093°| 92152 81940.5 55072°| 83468.]| 65979.| 51562 |35 
26 74112. 92144 81969 55096.1 83452.1 66021 51466 °| 34 
37 | 7413131 92135.| 81995.0 655120:| 83436.1 66063 51370 °|33 
28 74150] 92127 82023 55145 831420. ‚66104. 51271.|32 
29 74169.| 92119 82050.5 55169’) 83404.| 66146.]| 51179 |31 


30 74188:] 92110.) 82078 565193. 83398.| 66188.] 51083. |30 
31 74208 92102 82105.58 55217:| 83372.| 66230 50988 |29 
14237°| 92093.]| 82133 55212 8335 66272 50892.|28 
74246°| 92085.} 82160. 565266°| 83340 66314 50797 127 
74265 °| 92077 82188 55290.} 83324 66356 50702 |26 


32 

33 

34 

8 71284°| 92068.| 82215] 55314:] . 83309 66397.| 50607 25 
36 74303°| 92060 82242.1 55339 83292 66439.| 50512 |24 
87 741322°| 92051.| 82270 53363 °| 83276 66481.| 50417°|23 
38 74341 92043.| 82297.5 55387.} 83259.| 66523.]| 50322122 
9 
10 
11 
12 
43 
44 





74360 92035 82325 S554113) 83243.| 66565-.| 50227.|21 


74379 92026.| 82352 °E 55436 83227.| 66607.) 50132:|20 
74393 92018 82379.4 55460°| 83211.| 66649.| 50038 19 
74417 92009.| 82407 55184°I 83195 6669151 49943. |18 
74436 92001.| 82434.5 55508.1 83179 66733:| 49849 |17 
74454.1 91993 82461:] 55532:] 83163 66775:] 49754. 116 


4 74473.| 91984.| 82499 55557 83146.| 66817: 49660. 115 
46 14492.| 91976 82516.5 55581°| 83130.| 66859:| 49566 |14 
47 74511.1 91967.| 823943:% 55605.] 83114.] 66902 49472 |13 
48 74530.| 91959 82571 55629.]| 83098 66944 | 49378 12 
49 74549 91950.| 82598.1 55653:| 83082 66986 | 49284 | 11 


50 | 74568 91942 82625 :5 55677:| 83066 67028°| 4919010 
sı | ' 74587 91933.| 82653 | 55702 83049.| 67070.| 49096. 
53 74605.]1 91925 82680. 55726°I| 83033.} 67112.) 49002: 
53 74624.| 91916.| 82707:5 55750 °1- 83017 67154:] 48909 
547 74693.| 91908 82735 55774.| 83001 67197 48815. 


55 | 74662 91899.| 827625 55798:]| 82985 67239 °| 499722 
56 74681 91891 827389.5 55822:| 82968.) 67291.| 48628. 
57 74699.| 91582.| 82816:| 55946:] 8295%.] 67323:| 48535. 
58 74718.| 91874 82844 55871 82936 67366 48442 
59 74737 91865.| 82871 55895°| 82920 67408.]1 48319 


L. Cos.|L. Sin. L. Cot.f Cos. | Sin. | Cot. | Tang. 86°. 


XCIIILLIXXXXXLXXIIX. XXXCEXEXEXEEEE—————————— — 


Wan IDEE. 


36 ww 


[4 


494 


1 


ll. Sin.|1. Cor |1.Tms| Sin. | Cos. Tang. 


9,74756 


y 
1 74774. 
1 74793 
3 74812 
74830. 
| 174849. 
6 74868 
q 74886 . 
8 | 71005. 
y 74934 

30 74942. 

2) 74961 

33 74990 

23 74998. 

34 15617 
15 45035 . 
16 75054 

77 15073. 
18 15091 
10 v8109: 
20 75129 
2) 15146 
27 75165 
23 75183 
20 15202 
25 715220 
a6 78239 

152357, 

38 75276 
» 15294 

30 75312: 

31 75331 

33 95349: 

2 75367: 

24 15386 

38 75404. 

3 75422: 

37 754141 

20 75159 

39 13477 


> ⸗ L. Cos. L. Sin. 


9, 91857 
91848. 
91840 
91831. 
918233 


91814. 
91806 
91797. 
91789 
91780. 


917712 
91763 
91754. 
91746 
91737. 


91729 
91720 ° 
sırıl. 
91703 
01694. 


91685: 
91677 
91663. 
91660 
vı65l 


91642. 
91634 


91625 


91616. 
91608 


91599 


9159. 
91581: 
91573 

91564. 


91555: 
91547 
91538 ° 
91529. 
91521 











9, 82898 40,5"919° 0,82003. 067450: 
82925:1 55943 | 82887.| 07493 
82453 # 55967. ren 67535. 
82930 0 5S5991:1 82854.| 67577: 
83007. sc01s:j 62838.| 6r62u 
83031:1 56039:1 82322 | 67662. 
83062 | ss063:] 82806 | 67705 
83089 U 56087:] 82789.| 67717. 
83116-4 56112 | 82773 | 67739: 
83143:1 56136 | 82757 | 67832 
83170:1 56160 °| 82740.| 67874. 
83198 | 56184°| 82724 | 67917 
83235 | 56208°| 82703 | 67959. 
83252] 56232 °| 82691.| 68002 
‚83279.1 56256] 82675 | 63045 
83306:] 56280 °| 82658.| 69087. 
83333:] 56304.| 82642.| 68130 
83361 | 56323:] 82626 | 68172 
83398 Ä 56352:] 82609.| 68215 
83415 I 56376: 82593 | 69258 
83442 | 56400:| 82577 | 68300 
834691 56124:] 82560.1 68343 
83496: 56148:| 82544 | 68336 
83523: 56172:] 82527.| 68428 
83550: 56196:] 82511 | 68471 
83578 | 56520.1 82494.| 68514 
83605 | 56544.| 82478 | 68556. 
83632 | 565698.1 82462 | 68:99. 
83659 | 56592.| 82445.| 68642 
83636 | 5s616.| 82429 | 68685 
83713°| 56640.| 82412.| 68728 
83740 | 56664.| 82396 | 68770. 
837671 56688.| 82379.| 68813. 
83794:] 56712.| 82363 | 68856. 
83821:| 56736 | 82346.| 68899 
83948: 56760 | 82330 | 68942 
83375: 56784 | 82313.| 28985 
83902: 56808 | 82297 | 69028 
83929:] 56332 | 82280.| 69071 
83956: 56856 | 82264 | 69114 


L. Cot. 


Cos. 


46961 . | 46 


46869: |% 
46777: 14 
46686 |44 
46594 .]4 
46502: |11 


= 





495 





w L. Sin. I Con. |1.Tang Sin. | Cos. | Tang. | Cor. | ° 
40° 19, 75496 |9, 91512 9, 83088; 0, 56880 | 0, 83247. 0,69187 1,44598 |29 
41 | 75514°| 91503.| 84010.5 56904 | 82230:| 69200°| 4450319 
42 | 75532.| sıasa:| 84037.| 56927.| 82214 | 69243°| Aasıs-|ıa 
43 | 75550:| ®1486 | 84064. 56951. 331 69286 | 4328.17 
44 | 75569 | 91477°| 84001. 1 56975. s2lsı | 69329 ‘| 44238: |16 
45 | 755871 91468.| 94118. 56999.| 82164.|, 69372} 44149 |ı5 
46 | 75605’ 91459:| B4145.| 57023.| 82138 | 69415.| 44059 .|1E 
47 | 75633.1° 91450:| 84172.0 57047 | 82131.| 69458:| 43970 |ı8-. 
48 | 75641:1 01442 84199.1 57071 | 82114:) 69501:] 43351 |19 
49 | 75689:| 91433 °| 84226.5 57095 | 82098 | 69544:| 43791 .|11 
so | 75678 1 91424. 84253.5 57119 | 82081.| 69588 | 43702. 10 
sı | 75696°| 91415:| 84980 | 57142.) 82065 | 69631 °| 43613.| 9 
5 | 75710°| 91407 | 684307 1 57166.| 82048 °| 69674.| 43524.| 6 
3 75732.| 91398] 84334 857190.| 820381.! 69717:| 43435: | 7 
sa | 75750:| 91389 °| 84361  57214.| 82015 | 69760:| 43346:1 € 
ss | 75768:| 91380.| 84388 1 57238 | 81998.| 69804 | 43257:| 6 
ss | 75786:| 91371:| 84415 | 57262 | B198L:| 69847 °| 43169 | @ 
9 | 735804:| 91302:| 8441.1 57286 | 81965 | 69990.| 48080 °| & 
ss | 75823 | 91354 | 84468.1 57309.| 81948.| 69984 | 42991.| 2 
® |: 75941°| 91345 °| 84495.| 57333.| 81931:| 69977°| 42003 | 1 
3 155° 


— 





2 
1 75877 
31 75895° 
a1 35913° 
41 15931 
51 7069 
6 | 75967, 
7 75985 
8 1 76003 
a | 76021 
20 | 76038. 
11 | - 76056. 
23 | 76974. 
13 76092. 
14 76110. 
18 | 76128. 
16 | 76146 
17 | 76164 
18 | 76132 
19 | 76199 
a | 
*1L,Cos, 


91327 
91318: 
91309: 
91301 


91292 ° 
91283 ° 
91374 ' 
91265. 
91256: 


91347: 
91238: 
91229: 
91220: 
91212 


91203 * 
91194 ° 
91185 ' 
91176 * 
91167 ° 


84549. 

84576 
84603 
84630 


84657 
84683 . 
84710. 
84737. 
84764 


84791 
84818 
84844. 
84871. 
84898. 


84925 
84952 
84978. 
85005. 
85032. 


L. Sin. |L. Cot. 


x 


57381 
57405 
67429 
57452. 


67476. 
57500. 
57524 
57548 
67571. 


67595. 
57619 
57643 
57667 


67690. 


57714. 
57733 
57762 
57735. 
57809 


Cos. 


81898. 
81881: 
81865 
81819° 


81831. 
81814: 
81798 

81781. 
81764: 


81748 
81731 ° 
81714 ° 
81697. 
81680: 


81664 
81647 ° 
81630. 
81613: 
81596: 


Sir. 


70064 
70107 ° 
70150. 
70194 


70237. 


70281 


70324 . 
70368 


"201. 


70455 
70498. 
70542 
70585 . 
70629 


70873 
70716. 
70760 
70803. 
70847. 


Cot. 


41584 


9 75859 '|9, 91336 "| 9, 84522. 0, 57357 . 0,81915 |0,70020.|1,42914.| 00* 


42726 
42633 
42549. 
43461. 


43373. 
42285. 
42197: 
42109: 
430215 


41934 
41346. 
41759 
41671. 


41496. 
41409 
41322 
41235 
41147. 


125535 23855 25555 SaB53 


Tang. |54° 





' 


S350|L. Sin. |L.Cos.|L.Tangj Sin. | Cos. | Tang. | ‚Cot. 





20° | 9,76217. 19, 91 158° 9,85059 10,57833 50,815£0 |0,70991 5 1,41060.140 
al 762335.| 91149 85086 57856.1 81563°| 70035 40974 |3 
33 76253 91140.| 85112. 57850.| 81546 '| 70978. 40887 133 
233 | 76271 g1131:| 85139.4 57994 81529.1 71032. 40800 137 ı 
24 76288.1 91122:] 85166 57928 81512:1 71066 40713.|36 : 


95 I 76306.1 9ı113:] 85193 1 57051.| 81495:| 71110 I 40897 |35 | 


nt 


26 76324 91104:) 85219. 57975.] 81479 71153.7 - 40540 °|34 
2373 | -76342 91095:| 85246.5 57999 | 81462 | 71197.4 40453.|33 
23 76359. 91086.| 85273 58022.] 81445} 7121.1 40387 132 | 
39 76377.| 91077.| 85300 53046.1 81428°| 71285 40231 |31 


sb | 76305 | 91068.) 85326. 58070 | Bıarı.| 71329 | 40194. 120 
34 | 76413 | 01059.| 85353. 58093.| 81394:| 71373 | 40108.13 
s3 | 76430.| 91050.| 85380 | ssır7.| 81377:| zıa7 | 40022 128 
33 76448 In 91041.]| 85406. 58141 81360: 71461 839936 137 
3a | 76466 | 91032.| 85433. 5sı6a.| 81343:| 71s0s | 39850 |: 
* 
* 
37 
38 
39 


16483.| 91023 | 85460 # 5sı88.| 81327 | 71548.1 3976425 
276501 | 91014 | 85487 # 58212 | 81310°| 71592.|: 39678.1% 
276519 | 91005 | 85513. 58235.| 81293°| 71636:| 39592:|3 | 
76536.} 90996 } 85540 | 58259.| 81276°| 71681 | 39506: | 
16554 | 90997 | 85567 | 58283 | 81250°| 71725] 39421 |aı 


40 76571.] 90979 85593.5 5°306.| 81242°| 71769 °1 39335.|%0 
41”) 76589. 90969 85629 93330 81225°| 71813 °| 39250 19 
42 76607 90960 85647 53351 81208°| 71857 I 39164.]18 
4 76624.1 90950.1 85673.5 58377.| 81191 °| 71901 °5 39079 |17 
4 76642 90941.! 83700 583401 81174 °| 71945. 38994 16 


4 76659.1 90932.} 85727 58421.| 81157°| 71989:1 38909.[15 
46 76677 90923.| 85753.5 594438.| 81140 72033:]| 38823. 14 
47 76694. 90914 .} 85780 93472 81123 72078 38738 113 
48 76712 90905.} 85806. 58495.) 81106 | 721221 38653 112 
4% 6729.} 90596 85833.5 58519 81089 72166 33568 "|11 


so 76747 90587 85360 58542.1 891072 72210.1 38483.|10 
Si 6764.) 90378 85886. 58566.| 81055 72255 38398: 
32 76782 90869 85913 58590 81038 72299 | 38313: 
33 75799.) 90359.| 85940 53613.| 81021 72343.] 38229 

54 76217 903850.} 85966. 59637 81004 72337:5 39144. 


45 76334. 903411.| 85993 58660. 80997 72132 38060 
56 76352 | : 90832 860194 59634 80970 72476.1 37975. 
57 76369. 90823 86046 58707.1 80952.] 72521 37891 
53 76987 90814 80072.5 58731 80u35.| 72565 °] 37806. 
53 26801°| 90304.| 86099. 59754.| 80Y9ı8.| 72009.| 37722 


on 60 vie CR ano 











PL. Cos. |L. Sin.|L. Cot.] Cos. | Sin. | Cot. | Tang. | 


! 






































































































































6 19, 76921 .|9, 90795.|9,86126 B0,59778 .|o,80901.|0,72654 |ı,32633 [so 
3 | 26939 |. 90786.| 86152.0 ss802 | B0sS4.| 72698.| 37554 159 
3 | 26956.|° 90777 | 86179 80867 | 72743 | 37469. |sg 
8 | 76973:| 99763 | Bıaos. 80850 | 72787. 37335: 157 
«| 7691 | 90759 | 86232 80933 | 72832 | 37301: 156 
5 |. 770098.| 90749.| 86258. 80816 | 72876.| 37218 I|ss 
4 | 77026 | 90740.| geass 80798.| 72921 | 37139134 
7 | 7704| 90731 | 8egıı. 80781.| :72965.| 37030153 
8 | 77060.| 90722 | 86333 80764.| 73010 | 26966.159 
9 | 77077:| 90712.| 86365 80747.| 73055 | 36933 Isı 
16 | 772095 | 90703.| 86301. 80730 | 73099.| 36199. 150 
12 | 77112°| 90694 | 8648 80713 | 73144 | 36716 149 
12 | 27129.| 90685 | 86444. 80696 | 73188.| 36632. 148 
18 | 771947 | 90675.| asgı 80673.| 73233.| 36549 [47 
24 | 77164°| 90666.| 86497. 80661.| 73278 | 36466 [as 
15 | 77181°| 90657 | 86524 80644 | 73323 | 36392. |45 
16 | 77198.| 90648 | 86550. 80637 | 73367.| 389299 .|44 
27 17215:| 90638.| 86577 80610 73412.| 36216.148 
28 | 77233 | 90629.| - 86603 80592.| 73457 | 36133 [49 
19 | 77250°| 90620 | g6629. . 80575.| 73502 | 36050.141 
20 | 77267.| oosıı 8666 80558 | 73546.| 35967:|40 
21 | 77294:| 90601.| Bosg2. 80541 | 73591.| 35984: 139 
23 | 77301:| 90593 | 86709 80523.| 73636.| 35«09 ag 
33 | 77318:| 00583 | 86735. 80506.| 73691 F 35719137 
| 77336 | 90573.) 86762 


80189 73726 35636 .|36 







25 | 77353°| 90564.] 86788. 80472 | 73771 | 35554 35 
26 | 77370°| 90555 | segı5 80454.| 73316 ' 35471.|34 
27 | 773887°| 00545.| 86841. 80437.| 73861 | 35389 |33 
28 | 77404.| 90536.1 86968 





80420 | ‘73906 35306 . |32 
80402.| 73951 35224 |31 


80385.| 73996 °| 35142 30 
80368 74041°| 35060 |29 
80351 74086 | 34977.]28 
80333.| 74131 °| 34805.197 
80316 74176 '| 34813: 26 


80299 74821°| 34731.|25 
80281.| 74266:| 316 24 
80264 743112] 34568 °|23 
80247 74356:| 34486 .| 23% 
80229.| 74402 34404: |21 








771421:] 90597 86894 ° 









71433:| 90517.] 86920. 
'77455:| 90508.| 86947 
271472:| 90499 | 86973. 
77439:| 90489.| 87000 
775062] 90480 87026. 


717523:] 90971 87052: 
77541 90461.! 87079 
71559 90452 87105. 
71575 90442. 87132 
T7S91.| 90433.| 87158° 
































„| 28sss zuseg 





498 - 























80194. | 74492 
687237.1 59762.| 80177. 24537.| 34160 [18 
87263: 59785:| 80160 | 74592:| 34078. |ı7 
87290 } 59809 | 80142.| 74628 | 33997. j16 


45 7316.50 59832°| 90125 74673.| 33916 115 
4 87343 59855.1 80107. 74718:1 33935 Ile 
4 873695 59879 80090. I 74764 33753. 19 
4 - 81395.5 59902 | 80073 14809.| 336723. |13 


87432 59925.1 80055.i 74854:} 33591. |11 


50 87448 °5 59948:| 80038 74900 33510. 110 
si 87474.5 59972 80020.|1 74945.| 33429: 
58 87501 59995 | 80003 74991 33348: 
58 875375 60018.] 79985.1 75036.| 33263 


N 
: 
875531 60042 79968 715083 83187 | 6 
87579:1 60065! 79950.1 75127.| 33106. N 
3 

a 

1 


55 

56 87606 60088.| 79933.1 75173 33026 
57 87632.5 60111:| 79916 75218.] 32945. 
58 87658: 60135 79898. 79264 32865 


87685 60158 | 79881 75309. 












0’ |9, 77946 19, 90234 .|9, 87711 80, 60181. |0, 79863. | 0, 75355 | 1, 32704 |60° 
77963 90225 87737. 60204:) 79846 75401 32624 |59 
77979.| 90215.| 87764 60227:| 69828.| 75446.) 32543.]58 
77996 .| 90206 87790 5 60251 79811 175492 32463 .|57 
78013 90196.| 87816. 60274°| 79793 °| 75537. 32383.]56 


278029.| 90187 87842 :5 60297. 79775.| 75583.]| 32303.155 
78046.| 90177. 87869 60320:| 79758 75629 32223 :)54 
‚78063 90163 87895 0 603413:) 79740.| 75675 32143 :| 53 
78030 00158.| 87921.0 60367 79723 75720. 32063:| 52 
78096.| 90148:| 87997: 60390 °| 79705.]| 75766.]| 31984 |51 


nur 1 he 


10 78113 90139 87974 60413.] 79688 75812 31904 °| 50 
11 78130 90129.| 880000 60436: | 79670.| 75858 31324 .| 49 
12 79146.) 90120 88026. 1 60459:| 79652:| 75904 31745 |48 
13 78163 90110.| 88052:5 60483 79635 75949.| 31665147 
14 73180 90101 88078:5 60506 °)| 29617.| 75995.] 31586 | 46 


15 78196.| 90091 °| 88105 60529 | 79600 76041. 31506.|45 
16 78213 90081.]| 885131 U 60552.| 79582.| 76087. 31427 | 44 
17 78229.| 90072 88157 .0 60575: 79564:| 76133. 91343 4 
18 7=246 90062.) 88183:4 60598:| 79547 76179. 31269.| 42 
19 73263 90052:| 88210 60621:) 79529.| 76225.| 31189.|41 


* |L.Cos.|L. Sin.|L. Cot.| Cos. | Sin. | Cot. | Tanz. |5% 











9, 78279. 7 — — "[o, 60645 |0,79512 |0, 76271 


So 
00L4° 
90004. 


89995 
89985 * 
89975. 
89966 
89956 


89946. 
89936: 
89937 

89917. 
89907: 


89898 

89388 
89878. 
89868: 


79494 


76317 
76363: 
76409 
76455: 


76501: 
76547; 
76594 

76640 ° 
76636 ° 


76732. 
26778: 
76325 

F6371° 


| zs917. 


76964 
77010° 
77056. 
72103 
a7199° 


77195. 
77242 
77288. 
71335 
77331. 


77423 
77474. 
a2 
72567. 
77614. 


7661 
77707. 
arı5ı 
2801 
77847. 


77894. 
77941 
77988 
78034. 
78081 . 





1,31110 
31031 
30952 


30873 








BuRR Kugss 





31 





EI “vorn aune 





































































u 3 19, 89280: 

1 | 73050- 89307 

a | 78906. 89333 27340.|58 
3| 28982: 89359 27764 |57 
4| 78998: 89385 27087. |56 
5 | mol: ssarı-] s1630.| zezın“ arsıı |55 
s| 79031 89437] 61703.| 78093. 27534.,51 
a | 79097 89463] 61726 27458 |53 
8 | 79083 89459] 61749 27392 |52 
9 | 79079- 89515] 61772 27305. |51 
10 | zo095-| sossa’] sosaı | 61795 27229. |50 
au | zouıı>| 80544°| 89567 | sısı7.| 7s003;| 78645 | arıs3 |49 
12 | morar.| 89534°| B0503 | sısao.| 27077 |48 
13 59524 | 80619 | s1s03.| 7assz:| 78730-| 27001 147 
Er sosıd°| 89645 | S1856. 26925 ° 146 
15 89so4"| sgerı | 61909 26349° |45 
16 @0097 | 61932 | 7a513.| 78880.) 26773.|44 
ij 80723 | 61955 | 78495.| 78928 | 26697:|43 
18 89749 | s1977.| 78477.) 73975] 20021:|42 
19 89775 | 62000.| 78a59.| 79022-| 26546 [Al 
|: 89454:] sosoi | 62023.] 73441.) 79069.) 26470.|40 
aı 89341.| 89%26.| 62046 | 73423.| 29117 | 26395 |39 
22 #993 89952.| 62069 | 78305 | 79164") 26319 °/33 
2 eoa24.| Ros7a.| K2og1.| 78337,| T2ıl.| 26234 |97 
2 e9s1a.] 50904. saula.| 7eaos‘| 79259 | 26168. 136 
2 @o930.| #2137.| 78351 | 79306°| 26029 [35 
26 50956.| 62160 | 75333 | 79353.] 26017.134 
27 8982. 62183 | 7a315 | 79401 | 25912.|33 
28 00008.| 62205-| 78297_| 79418.| 25867 |3% 
2 90034.| 62228.| 7s278.| 79496 | 25792 |31 
30 | san. oonso.| 62251 | 7s260.| 79513.| 25717 [30 
aı | 7930. 00:6 | 62274 | maaı2.| as0ı | 25512 [29 
32 | 79196. ‚90112 | 62296.| Ta22ı.| 79638.) 25567°|28 
33 | 2962. 90133 | 62310.| 73206 | 79056 | 2549227 
a | vers 90164 | 62342 | Teıss | 7978.| 25417. |26 
3 sorao | 62365 f 73170 | 9781 | 25342. [25 
36 onı6 | 62397.| msıs2 | 79828.| 25267 

37 x go2a1.| 62410.| 78133. | 5193 [23 
38 | mal. goasr.| 62433 | 78115. 2518" 22 
a0 | 79557 90293.| 62456 | 73097. 25043. |21 
.—— —— — 

* |L.Cos.|L. Sin. L. Cot.| Cos. | Sin. Cot. | Tang. 51 

















. 200.801 


L.Tang sin. | con Tang: | Cot. | ' 
j 


10° 19, 79573 9, 89253.1% 90319. 50, 62478. 0, 78079 10,80019.11, 24969. 
11 79599 89243. 90345. 
43 |: 79604-| 89233 90371 
43 79620.| 89223 90397 
44 79636 89213. 90423 


45 79652 89203 90449 
46.| 79667.| 89192.| 90474. 
4 79683.| 89182.) 90500. 
48 79699 89172.| 90526. 
49 79715 89162 90552. 


50 79730.| 891652 90578 
51 79746 89142 90604 
52 79762 89131.1 90630 
53 79777. 89121.| 90656 
54 79793 89111.1 90681. 


55 79809 89101 90707. 
56 79824.| 89091 90733. 
57 79840 89080.| 90759 
58 79855.| 89070.1 90785 
59 79871.| 89060 98811 


er) L. Sin. | Cos. 








oo, 20887 |d,s9050 |», 90836. Io, ca932 le, 77714. |o,s0978- |1,23489. | so« 
ı | 70902. son40 | ve862.M w2054.| T7E06 | 8B1036.| 23als | 59 
19913 | 89029.] vesss.M 62977 | 77677.| B1oT4:| 23842. 39 
79933.] 89019.| 90914 I 62999.| 77659.] 81122:| 23269.|57 - 
19949.| 89009 | 90940 5 63022 | 77641 ] SITE | 23196 |b6 


79965 88999 90966 63045 71622.) 81219.) 23123 ]55 
79980 .i 88988.| 99991.5 63067.1 77604.] 81267: 23049.| 5% - 
79956 88978 91017.5 63090 77596 81316 22976.1,53 
80011.| 83968 91043 63113.1 77567.] 81364°| 22903. 53 
80037 88957.] 91069 63135 77519.j 81412,] 22830.151 


10 | 80043.) Ba9a7.| 51005 | 863157.) 77531.| Bracı | 22757:] 58 
1-| 80858 | 88937 | 1120. +3186 | 77512.] B1509.| 22684:|49 
2 | 680073.] 88097 | Y9ı246-.| 632892.| 7ra94 | 81558 | 22612 | 48 
13 | 80089 | ess16.| 91172 | 63225 | 77476 | Bıs06°|. 22539 °|47 
14 | 80104.| 88906 | yıloa | 63248 | 77457.| Bie54.] 22468. |46- 


15 80120 88896 91224 63270.1 77439 81703 22393: 145 
16 80135-| 88885.| 91249. 63293 77420.1 81751.) 22321 44 
17 80151 88875 91275.5 63315.) 77409 81800 22248. | 43 
18 80166°| 88365 y1301 63338 77334 81349 22176 | 42 
19 80181.| 88854.| 91327 63360.|1 77365.1 81897.1 22103. 141 


sason BU 


x 


wir. Sin. |» Cos. |L.Tangl Sim 


9! |9,80197 | 88344 
8834 


24 80212. 
22 80338 
23 80283. 
24 80255 : 
25 80274 
26 80239. 
27 80305 
23 80330 ° 
39 80335. 
30 80351 
31 80366 
32 80331. 
33 80396 : 
3 80112 
35 80497. 
36 80442: 
37 80453 
34 80473 ° 
3 80438. 
40 80503: 
41 80519 
2 60534 ° 
43 80549. 
4 80564: 
45 805793 
4 80595 
47 80610 
48 80625 ° 
49 80640. 
50 80655: 
531 80670: 
52 80686 
53 | 60701 
54 80716 ° 
53 80731 
- 56 60746 ° 
57 80761. 
59 80776: 
59 60791: 


88323. 
88843 
88803. 


38702. 
88132 
88771. 
88761 
u8751 


88740. 
88730 
88719. 
88709 


wem | mEREEEEEEEEE | usnpammpunis 


« ]1.Cos. 


L. Sin. 


y1373.8 63405. 
91404 63428 
91430 63450 
91455 .1 63473 
91481.0 63495. 
91507 63517: 
91533 63540 
91558.1 63562. 
01534» 63585 
91610 63607. 
91636 63630 
Hl66l.1 63652. 
91687. 63675 
91713 63697. 
91739 63719: 
91764. 1 63743 
O1790.1 63764 
91816 63787 
91841 .5 63809. 
91867 .5 63833 
91893 63854” 
91919 63376 
81944 .1 63399 
01979.5 63921. 
91996 63913: 
92021. 63966 
02047 .1 639-8. 
92073 61010: 
02093.5 64033 
92124.1 64055. 
92150 61077: 
92176 I 61100 
92201. 61123. 
92227 64141: 
92253 641167 
92278.1 64159. 
92304 61211: 
92330 64234 
92355.1 64256 ° 


Cos. 


Tang. 


‚Got. 


L 


0, 77317 |0,81046 [1,33031 


77328 . 
77310 
77291. 
77273 


77254. 
77236 
77217. 
277199 
77180. 


77162 
v2193. 
77125 
77106. 
77088 


77060 . 
17051 
77082. 
7014 
76995 . 


16977 
16958. 
76939: 
76921 
76902 . 


76884 
76865 . 
76816: 
76928 
16509 . 


76791 
76772 ° 
16753. 
716735 
76716. 


76697: 
76679 
76650. 
76611: 
76623 


81994 . 
82043 . 
82093 

82140. 


82189. 
82238 
82387 
82335 . 


83119: 


83169 
83218 ° 
83267. 
83316: 
83366 


83415 ° 


- 83461. 


63514 
&3563.. 
83612: 


21958. 
21886 
231814 
2174. 


31669. 
31597. 
31525. 
21453. 
21381: 


19527: 
19457 
19386. 
19316 
19245. 


L. Cot. 


Cos. 


Sin. 


Cot. 


Tanz. 


ar. Sin. 









L.Cos 








64301 

64328 . 
61346. 
61367 3 


61390 
6a 
61431. 
61456: 
64179 


64501 ° 








[9, 64278. |0, zoaoı °| 0, 89908. 


76595. 
76567 

76548 
76529 - 





76510 
76192 
16473 ° 
76181. 
76135: 


76417 
76399 
26379. 
76360 3 
76312 


76323 ° 
76394 ° 
76235 
76266 
76248 


76239 
26210° 
76191. 
TOIT2: 
76158: 





TO134: 
T6116 

76097 * 
76078 ° 
76059 * 








110125 
63959.| 19104 
81009 | 19031. 
B4053.| 38964 
sılog } 19894 
sauss | 1888. 
81207, | 18253. 
84257.| 18633. 
21307 | 38613 
81357 | 18543: 
84406.| 18473: 
B4456.| 1940: 
81506.| 293 
Bas56 | 28201 ° 
84606 | 13194 
84686 | 18124. 
84206 | 18055 
Bi7S6 | 17985. 
BAB06 | 17915: 
81856") 17846 
84906°| 17776. 
84956 °| 17707. 
85006°| 17038 
85056.| 17568. 
851062) 17499. 
as1s6:| 17430 
85207) 17361 
85257 °| 17292 
1722. 
171530 
rosa: 
17016 


16947 ° 




































































504 \ 

40°|L. Sin.|L. Cos.|L.Tangl Sin. | Cos. | Tang-. | Cot. |. 
404 |9,814101 .|9, 87996 "| 9, 93405 „U ®, 65165: |8, 75851 ° | 0, 85912 
a1 | Biei6.| 82985°| 93431 | 65187:| 75332 

43 | 81431 | 87974.| 93156.0: 65209:| 75813 
48 | 61445.| 87963:| 9392 BE 65231:| 73794 ° 

44. | 81460. 67952:| 93507.0 68253:| 75775° 

45 | 81475 | 87941:] 93533 8 65275:| 75756° . 
46 | 81489.| 87931 | 93658.1 65298 | 75737. 

47 | 81504.| 87920°| 93584 | 65320°} 75719. 

48 | 81519 | 87909 °| 93609.0 65342} 75699. 

49 | 61533.| 878988°| 93635.6 65364) 75680 

so | 81548 |- 878987°| 93661 | 65336 | 75661 

sı | 61563 | 87876-.| 98696. 65408 ‘| 75642 

52 | 81577.| 87865:| 93712 Ü 65430 | 75623 

53 | 81502 | 87854:| .93737.1 65452 | 75604 

5 | 8i606-| 87843:| 03763 | 65174 | 75585 

55 | 81621. e87832:| 93788.1 65496 | 75566 

Ss | 81636 | B7821:| 933814 | 65518 | 75647 
57 | 81650.| - 87810:| 93839.1 65540 | 75528 

59 | 81665 | 87799:] 93965 | 65561.| 75509 

59 | 81679.| 87788:| 93890.| 65583.| 75490 : 





410 








* 
- 








0’ |9,81694 19, 87777: 8, 3916 Io, 65605. |0, 75470.|0,86998: | 1, 15036.60 
1 | 81708.| 82767 | 93941.B 65627. 75451.| 86979:] 14969 [59 
2 | 81723 | 87756°| 93967 # 65619.| 75432.| 87030:] 14901.|58 
3! 81737.| 87745 | 93992.M 65671.| 75413.| 87032 | 14834 157 
4 | 81752 | 87734 | 94018 | 65693.| 75394.| 87133 °| 14766 ..|56 
5! 8ı766.| 87722.| 94043.1 65715.| 75375 | 87184 14690 55 
6 | sırsı | 87711.| 94069 | 65737.| 75356 | 87235.| 14632 |54 
7 | 81795.| 87700.| 941094.M 65759 | 75337 | 87256:| 14564 .|58 
8 | sısıo | 87639.| 94120 | 65781 | 75318 | 87338 | 14497..|52 
9 | sı1824.|: 87673.| 94145. 65803 | 75298.| 87389] 14490 | si 
ı0 | 81830 | 87667.| 94171 | 65525 | 75279.| 87440.] 14363 | 50 
ıı | SıRs3.| 87656-.| 94196.M 65847 | 75260.| 87499 | 142096 [49 
ı2 | sı868 | 87645.| 94222 | 65368.| 7521 | 87543°| 114229 |48 
13 | sıgga-L 87631.| 94247.1 65800.| 75222 | 87594 °| 14162 147 
14 | 8ı806.WPB2623.| 91273 | 65912.| 75203 | 87646 | 14095 -|46 
15 | 81918 ı 87612.| 94298. 65934.| 75183. 87697.| 14028145 
16 | 81925.| 87601 | 94324 | 65956 | 75164.| 87749 | 13961144 
17 | 81910 | 87500 | 94319. 65978 75115.| 87800.| 13394 °|43 
ıs | 81954.| 87579 | 91375 # 66000 | 73126 | 87352 | 13397.12 
9 | 81968:|1 875368 91400.5 66022 75107 87903.| 13760. 41 
(up — ö I — ⏑—ä⏑ä 
BL. Cos. I. Sin. L. Cot. Cos. | Sin. | Cot. | Tang. |4% 


D 


„| 55358 s85 
0D 
» 
2 
> 


L. Sin. |1. Con I1-Tang 





206’ |9/91983 9,B1557° 9, 94426 0, 3. 0, 75088 |0,87955 |1,13694 (48 

21 81997.1 87545.1 94451. 5.1 75068.1 88006.| .18627 ‘| 39 
23 1 g2011: 87534.1 94477 68087. 75049 .| 88058. 13560. |38 
23 82026 87523.| 94502.] 66109 75630 89110 13494 |37 
24 82040.| - 87512.] 94548 66131 75011 88161 .| 19427. 35 
25 82054 :| 81501 94653.0 66153 74991 .1 88213. 1 13361 135 
26 82069 874% 94579 66174.| 74972.1 88265 13294. 134 
37 82083. 87479 94604 U 66196.1 74953 88317 13228 33 
28 82097:| 87467.| 94629.0 66218 74934 88368.| 18162 |93 
29 82112 87456.| 94655 66240 74914.) 88420. 13095133 
50 | 82126 °| 87445.| 94680.0 66262 74895.1 88472.1 13029 39 
31 82140.1 87494 94706 66283. 74876 88524 12963 |29 
32 82154:| 87423 94731 .5 66305.) 74857 99576 12897 98 
83 83169 87412 94757 66327 14837.| 88628 13830 . |oy 
3 82183. 87400.| 94782.1 66349 74818 88680 123764. | 986 
35 82197:| 687399.| 94808 66370. 74299 88732 12693. 25 
36 8231 19}- 87378 94333. 66392.1 74779. 88784 12632 .|94 
37 892226 87367 94858: 66414 I 74760 88836 I 12566 .|93 


38 82240 °| 87355.| 94894 66436 74141 
3 82254.| 97344.|- 94909.E 66457 .| 74721. 


40 82203:3 87333.| 94935 66479 .]. 74702. 
4A 82283 873223 94960.5 66501 74683 
43 822397 | 97311 94936 66523 74663 . 
43 82311°| 87299.] 985011. 66544.| 74644 
40 82325. 87288 95037 66566 74625 


45 02889:| 87277 95062 J 66588 | 74605. 
46 82353:| 872065.| 95087.1 66609.| 74586 
47 | 82367:| 87354.| 95113 66631.| 74566. 
.48: | 82882 87243 05133.0 66653 74547. 
49 023396 | 87332 95164 66674.1 74528 


87220.| 95189.| 66606.1 7asos. 
St | 82424 °| 87209 | 95215 | 66718 | 74489 
82433.| 87198 |: 98240 °| 66739.| 74469. 
83452:| 87186.| 95266-1 667s1.| 74450. 
B2466:| 87175 | os291 | 66783 | 74481 


82490: "87164 95316.5 66804.| 7411. 

:] 87152.| 95342 66826.| 74392 
82508:]| 87141 95367.5 66848 74372. 
82523 87130 95392:5 66969.| 74353 89935 11191 
82557 °| 87118.| 95418 | 66B91 74333 . 89087. 11136 


L.Cos.|L. Sin. L. Cot. Cos. | Sin. 


88888 °| 12500: 22 
88940 °| . 12434: |9ı 


88992 °| 12369 |29 
89044.| 12303 |19 
89096:| 12237. jı8 
89148: 12171: |17 
89201 12106 |ıe 


89353 12640. 15 
89305.1 11974: | 14 
11909 13 
89410 11843. |13 
89462. 11778 11 


"89515 11713 10 
89567 °| 11647. 
89619.| 11582 
89672 |. 11517 
89724.| 11451. 


v 
8 
17 
6 
89777 11386. 5 
4 
3 
3 
1 


8 
J 
0 


8 
2 
DJ 
[2 


89829.| 11321 
89882.| 11256 


EEE EEE 


% 02551 °19,87107 19,95443.10, 60913 jo, 74314 10, —3 1, I1061 60 
‚823565 | 87085.1 95469 669351. 742395 10996 °|59 
823579 I 87084.1 95494-.E 66956 74375. si. 10931 ']59 
82593 I 87073 93519:5 66977.| 74256 wı98.} 10866.|57 
92607 I 87061.| 98545 66” 74336.] 90251 10801 :156 


.87080 95570.5 67021 74217 9030 10736:|55 
82635 87038.|1 95596 67042.) 74197. 90356.| 10672 |54 
82649 87027 .| 95621.1 67064 73178 90409.| 10687 153 
Ft 87016 05646:5 07085.1 74158. 90462. 10542.|53 

77 87004.| 95673 67107 74139 515.1 10478 |51 


10 02690 .| 869% 95697.5 671229. 74119. 905068.| 10413.100- 
11 023704.| 86981 .| 95723 07150.1 74099:| 90621 |- 10349 |49 
13 82718.]| 86970 95743°5 67172 74090 90674 10284.]43 
18 83732.| 8&6953.| 95773.1 67193. 74060.| 90727 °| J02330 |47 
14 83746.| 8097 95799 67315 74041 90790.] 10155. 46 


————— 
3 
2 


15 e7200.| 86935-.1 95924.1 67236.1 74031.| 90838:| 10091 145 
16 83774.| 86934 95850 67253 74003 90396 : 17 100237 144 
17 83788 86913 958755 672379.1 73983.| 90939: 09963.|43 
18 63862 86901.| 95990. 6730, 73963 90992:| 09998.|43 


19 83816 86990 95936 67322. 1 73043.| 91046 09834 |4l 


2 | 92080 | H6878-| 95951. 1 67344 73933?} 91099 °| 9770 |40 
21 82843.| * 86867 95976:1 67365.1 73904 91152.| 09706 |39 
32 ı| 62857.| 86955°| 96002 I 67397 738841.| 91205:| 09642 [38 
33 | aasrı.| 86843.| 96677. 67403.| 73865 | 91259 | 09577.137 
3 | 02885 | 06832 | 960533 Ü 67430 73845.| sısı2.| 09513. |36 


35 82399 86R20.| 96073 1 67451.1 73325:] Yı365:| 09450 [35 
26 82913 86909 96103.1 67473 73306 91419 09386 ° | 34 
37 82926.| 86797.| 96129 67494.] 73786.| 91472.| 09322°|33 
28 82940.| 86786 96154.4 67516 73767 91526 09258 °|32 
29 82954.| 86774.| 96179:1 67537.| 73747 °| 91579.| 09194. 31 


30 82963 86763 96205 67559 73737 .| 91633 09130: |30 
31 82982 86751.| 96230.1 67580 73703 91686.| 09067 |29 
323 82995.| 86739:| 96255: 67601.| 73683°| 91740 09003 ° | 28 
33 83009.| 86723 96231 67623 73668. 91793.| 08939.]27 
34 83023 86716.| 96306.4 67644.| 73649 91847 08876 26 


35 83037 86705 96332 67666 73629 °j 91901 08812. 25 
36 83050.| 86693-.| 96357 | 67637.| 73609.| 91954.| 09749 24 
37 83064.| &6681:| 963932. 67709 73590 92003 08685. '23 
39 83078 86670 96408 67730 °| 73570°| 92062 08622 ‚2% 
39 83092 86658. 96433] 67751.| 73550.| 92115.| 08558. 21 





‘ [L.Cos.|L. Sin. |]L. Cot.I Cos. | Sin. Cot. j ang. 47° 
En) 







































* |L. Cos.IL. Sin. 


rn. Sin. |I. Con. [1.108 Sin. 


9, 86646: |o, 96458 .|o, 67773 





»|0,921 











so | 677% 
er 92277 
9654: 92331 
96560 92385 









96585. 92439 
6510: 02493 
96636 92516 
96681 . 92001 
96086: 92655 










yor12 92709 
96737 ı 33 
96702; 92317 
06738 287 
vösis 92925 





92223 . 











96838: 92979: 
03 | 01a 93034 
— 63135 93088 
96914:] 58157 ta 
6178 93197 




















-|1,02236 .| oo 
»| 07174 |56 
07111158 
07049 |57 
06997 |56 
06924155 
065362 |54 
06800 |53 
06737 .|52 
06675.|51 
06613 |50 
06551 |49 
06399 |48 
06427 |47 
Dias 16 
06303 -|45 








508 . 





4#|L. Sin. |L.Cos. | L.Tangf Sin. | Cos. | Tang. | Cot. E 


930/ |19,83647. | 9, 86175:] 9, 97471 :50, 68624 "| 0, 72737 "10, 94345 | 1, 05993: | 40 
al 83661 86163:| 97497 686451 727171 94400 05932 |39 
23 83674 86151:| 97522.5 68666°| 72697 | 94435 | 05970138 
28 83687.| '86139:| 97547:5 68687.| 7236771 9510 T 065308. 37 
24 83701 86128 97573 63708:1 72657 | 94565°1 05747 |36 


23 83714.1 86116] 97508 J 69729:1 72637 | 94620 °| 05685135 
26 83727:| 86104 °| 97623.0 68751 72617 94675.|1 05623.|34 
27 83741 86092 | 97649 63772 °] 72597 94730: 05563 |33 
28 83754.| 86980 °| 976745 68793] 72577 94785:| 05500.]32 
29 83767:| 86068 °| 97699.1 69814 72857 94841 05139 31 


s6’| 83781 | 6056| 97724:| 68835 ‘| 72537 | 94896°| esaıs |30 
31 | 83794.| 86044'| 97750 | 68856.| 72517 | 94951.| 06816.129 
32 | 83807:| 66032 | 97775.1 68877:| 72497 | 95007 | os2s5. [28 
33 | 83821 |’ 86020 | 97800:] sas9a:| 72477 | 950621 esı9a [27 
34 | 63632) es008 | 97826 | ssHı9:| 72457 | 95117.| 05132. 126 


35 83847.|1 85096 978515 68940:|1 72437 95173 08071.135 
36 83360:| 85984 97876. 68961:| 72417 95228.1 05010 134 
37 83874 85973 97902 68983 73397 95284 04949 123 
38 83887 | 85960 979237 5 69004 ° 1712377 95339. 04888 |233 
39 82000.} 85948 970852.5 60025 I 72356.1 95395 04837 121 


4 83913:| 85935.| 97977: 69046 | 72336.1 95450.) 04765.|20 
4 839237 85923.| 98003 69067 | 72316.| 95506 04704.|19 
4 83940 °| 859ı11.| 98028.) 69088 °| 722396.| 95562 04644 |18 
43 83953.| 859899.| 98053:5 69109 | 72276.| 95617.| 04583 °|1” 
4 83966 :| 85887.| 98079 69130 °| 72256.| 95673 04522 |! 


45 83980 85875.1 98104 0 69151 °| 72236 95729 04461 [15 
46 83993 | 85363.1 98129.0 69172°| 72216 95784.1 04400.|14 
47 84006 °| 85851 98155 69193 72196 95840.| 04339: 113 
48 84019. 98180 J 69214 72176 95396.| 04279 112 
49 84032:| 85827 98205.1 69235 723155.| 95952 04218 I11 


50 84045:| 85815 98230 :5 69256 12135.| 96008 04157.|10 
51 84059 85802.| 99256 69277 72115.) 96064 01097 | 9 
52 84072 °| 85790.| 98281 °0 69298 72095 96120 04036 | 8 
53 84085 °| 85778.| 99306.5 69319 72075 96176 03975.| 7 
6 
5 
4 
3 


be] 
N 
& 
© 


54 81093 | 85766 998332 69340 72055 96232 °| 03915 


55 84111.) 85754 998357 5 69361 72034.| 96288°| 03854. 
56 81124:| 85742 98382 .1 69392 72014.]| 96314 °| 03794 
57 84137:| 85729.| 98407:5 69403 71994.| 96400°| 03734 
58 84150:| 85717.| 99433 69423. 71974 96456.| 03673. 2 
59 84164 85705.| 984581 69444.| 71954 96512:| 03613 | 1 


Cos. 1 Sin.|L. Cot.| Cos. | Sin. | Cot. | Tang. 46° 
i 








44°IL. Sin. [1.000 
0 1 0,84177° 
1 84190 
3 84203 
3 84216 
4 84229 
6 812343 ° 
6 842355 ° 
7 84268. 
8 842811 
] MM: 
16 84307: 
11 04320 . 
13 84333. 
13 84346 - 
14 84359. 
15 84373. 
16 34886 
17 84398 
18 84411 


ziiitt HEERES 


‘5 
27 
28 
* 
1 

84579 

' su. 

31 84684. 

N 84817. 

’ 84630 

: 1 84693 

84655. 

84668. 

84681. 


0, 55693 


sa g | GRISRERERER | GmEEEEREESES 


L.Cos. |L. Sin. L.Cot. Cot, 


1. 00.1-Tng] Sin. | Cos. | Tang. 


a 


99241: 
99267 
49292. 
99317: 
-09343 


09363 
90393, 
99419: 
99144 
99469 ° 


E95. 
694 


69507. 
69528. 
69549 


69370 
69591 
69612 
69633 
69653. 


69674. 
69695. 
69716. 
69737 
69768 


69779 
69799. 
60820. 
69841. 
69862 


69883 
69903. 
69924 . 
69945. 
69966 


69987 
70007 , 
70023, 
70049 
70070 


70090. 
70111. 
70132 
0153 
“0173. 


70194, 
270215 
70236 
70256. 
70277 


Cos, 


0, 11933 . | 0, 96568 : 


71913. 
71893. 
71873 
91853 


. 11832. 
71812. 
71792 
71772 
11781. 


71731. 
71711 
71691 
‘71670. 
71650 


71630 
71809. 
71589, 
71569 
71548. 


71528, 
71508 
71487 , 
71467. 
71447 


71426. 
71406. 
71386 
71365 - 
71345 


71323 


71161, 
61141 


Sin. 


Tot. 
1, 03358 
966235 034192 
96681 I 03432: 
96737 .}: 03372 
967935} 03312 
96850 | 932353 
9690606. 03191 
96963 93131 
97019. 03071 
97076 own: 
97182.| 03952 
97189 02893 ° 
07245. 02833 ° 
973023 02772 
v1359 03712. 
03415.| 082682: 
974723 023593 
97539 023533 ° 
97595. 93473. 
97643 02414 
97680.| 023354. 
07756 02295 
97813 02235 » 
97870 02176 
97937 02116. 
07984 02067 
08041 ° 01897. 
98098 ° 01938 
98155 | 01879 
98212.]' 01819. 
98269:1 01260. 
98326: 01701. 
98384 01643: 
98441 01588 
98498: 01524 
96556 01485 
98613 ° 01406 
98670, 01347 
98728 vı288 
98785. 07229 ’ 
Cot, „Gen j1 Bin 1 Cor] Con | Bin | or | Fee © 
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.-. 





4 | 84707 
43 84719 
31 84732. 
4 84745 
451 84758 
46 | 84770. 
au | Bar. 
48 | 84796 
4 84809 
se 3 ' 84821. 
51 84834. 
u 1 84947 
83 | 84859. 
54 | 9972. 
u I: 84885 
56 84897. 
87 84910. 
5s I 84923 
59 84935. 
6 84943. 
s IL. Cos 


⸗ 
85187 
85174. 
85162 
85149. 









85137 
85124. 
85112 

85099. 
85037 


85074, 
85061. 


85049° 














+19, 99194. 


99519: 
99545 
ı 99570° 
09595. 


99621 
99616 ° 
99671. 
99696 : 
99722 


99747° 
997723. 
99797: 
99923 
99845 ° 


99873. 
99899; 
99924 
99949° 
99974 » 









— 


Cos, 





Tang. | Cot. 


































70318.| 71100 | 95900. am. ä 
70339 710729.1 98958 01052:] 18 
70360 71059 '99015.1 00993:]| 17 
70380.| 71039 99073 00935 | 16 
















70401 21018.]| 99131 00876 °|15 
70432 70998 99188.4 00817.|14 
70442:| 70977.]} 99246.1 00759 |13 
70163 70957 99304 00700.|13 
70434 70936.| 99362 00642 11 






































70504.| 70916 | 99419.| 0059310 
10525 | 70895.| 99477.| 00524.| 9 
70545.| 70875 | 99535.| 00466.| 8 
70566.| 70854.| 99593.] 00403 | 7 
70557 | 709833:| 99651.| 00349.| 6 
70607.| 70813 | 99789. 00291 | 5 
10628 | 20792.| 99767:] 00232.\ 4 
70648.| 70772 | 90825:| 00174.| 3 
70669.| 7075L.| 99833:| Boll6 | 3 
70690 | 70731 | 99941:| 00053 | ı 
70710.| 70710.[1,06000 |1,00000 | ® 






Sin. | Cot. | Tang. 


Zafel 
| für bie | 
e ‘ . \ 
angen: von Kreisbögen, 
die ded Radius — 1 gefeßt. ; 


\ 


— 





x 
. - 
Dr . — 
“ ⁊ “ D 
- ⸗ 
’ “ 
D 
L . = / 
— ⸗ 
. ' 
. . 
“ v 
2 — \ U} 
z . “ 
. r u u Fi . . 
> x „ \ . - 
. 3 - . . 
. . ⸗ 
⁊ 
— x So 
= 
. ‚ “ 1 
.. 
⸗ N 
“ . ⸗ 
. - 
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ww. -..— 


= |#=00 [#000 |]? Ir=00 [7,00 
0,0174532.| 003908 . 0048 461 0,8023514.| 133909 2230 
0349065 .| 005817. 0096. M7l 8203047 | 136717. 2238. 
0523598 .| 008726. 0145 Hasl 8377580 |. 139626 3337 
0698131:| 011635. 0193. Mol 85523113 | 142535 2375. 
0873664] 014544 0243 | 8726462 | 145444 2 
1047197 .| 017453 0290. Äsıl 8901179 | 148332- 2473. 
1221730 | 020362 0339 21 9075713 | 151261. 521 
1396263 | 023271 0337. M53| 9250245 | 154170. 2569 
1570796 | 026179. 0436 54| 9424777 .| 157079. 2617 
1745329 | 029088. 0484. Ä55| 9599310.| 159988- 2666 
1919862 | 831997. 0533  Äs6l 9773843.| 162897 2714. 
2094395 | 634906. 0581. Ä57| 9948376 .| 165806 2763 
2268928 | 037913 0630 :#5811,0122909.| 168715 3811. 
2443460 -| 040724 0678: #59] 0297442] 171624 2360 
2617993.| 043633 0737 60] 0471975.| 174532 - 2908. 
2792536 .| 046542 0775. Äsıl 0646508 

2967059 .| 649450. 08231 NH62] osaıoaı 

3141593.| 052359. 0872. H63l 0995574 

2316125 .| 055268. 0921 641 1170107 

3490659.|. 658177 . 0969. ÄH65l 1344640 

3665191 -| 001086. 1019 665 1519173 
3939734 | 063995 1068: ÄH67| 1693705. 

4014257 | 068904 1115: Ässl 1868238. 

4193790 |' 069313 1163. Ä69| 2092771. 

4363323 | 072722 1212 70] , 2217304» 

4537836 | 075630. 1260. I711 2391837. \ 
4712388: 078539 . 1308: #72] 2566370. 

4886931 -| 031448. 1357 73| 2740903. 

5061454] 084357. 1405: 174] 2915436 

5235987.| 087266 1454 751 3089969 

5410820 .| 090175 1502. Ä76| 3284502 

5595053 .| 098084 1551° 4177| 3439035 

5759836.| 095993 1599. #78] 8613568 

5934119 | 098901. 1648. #79] 3758101 

6108632 .| 101810. 1696. Hsol 3962634 

6283185 ] 104719. 1745 811 4137166. 

6457718 |- 107628. 1793. 1882| 431169. 

6633251 | 110337. 1842. 83] 4486232. 

' 6806784 | 113446 1890: I84l 4660765. 

8981317. | 116355 2199 1685| 4335298. 

7155849.| 119264 1887.- Ise| 5009331. 

7330382.] 122173 2036 H87| 5184364 

- 7504916.| 135081. 2081. I8Bl 3358897 

7679448.| 127990. 2133 1689} 5533430 

7853981 .| 120894. 2181. |90| 5707963 
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Gedruckt bey Friedrich Ernſt Huth. 
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